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1. En una cierta base {~e1, ~e2, ~e3, ~e4} de R
4 la matriz asociada a un endomorfismo T es

A =









5 −2 6 −1
0 3 h 0
0 0 5 4
0 0 0 1









Se pide:

(a) Decir si existe algún h ∈ R para el que el endomorfismo sea diagonalizable. ¿Qué condición
deben cumplir los subespacios propios para que el endomorfismo sea diagonalizable?

(b) Para los valores de h ∈ R encontrados en el apartado anterior, calcular una base de vectores
propios y una matriz regular P tal que D = P−1AP , siendo D la matriz diagonal de valores
propios.

(c) Calcular el polinomio caracteŕıstico en la base dada y, para h = 6, calcular si es posible
An, n ∈ Z.

(d) Calcular el polinomio caracteŕıstico asociado a T en una nueva base {~v1, ~v2, ~v3, ~v4} de R
4

tal que

Q =









1 3 4 7
2 7 8 3
3 9 9 4
5 12 14 25









es la matriz de cambio de base de {~e1, ~e2, ~e3, ~e4} a {~v1, ~v2, ~v3, ~v4}. Justificar la respuesta.

Solución

(a) Calculamos los valores propios del endomorfismo dado, que son las ráıces de la ecuación
det (A − λI) = 0

det (A − λI) = det









5 − λ −2 6 −1
0 3 − λ h 0
0 0 5 − λ 4
0 0 0 1 − λ









=

= (5 − λ)
2
(3 − λ) (1 − λ)

Los valores propios son
λ1 = 5 doble, λ2 = 3 y λ3 = 1

Para que el endomorfismo sea diagonalizable, debe cumplir que

dim Ker (A − 5I) = 2

ya que, según hemos visto, todos los valores propios son reales, es decir, el polinomio
caracteŕıstico se descompone por completo en R.

En general, para que un endomorfismo de matriz asociada A sea diagonalizable, debe
cumplir que

dim Ker (A − λiI) = mi, i = 1, . . . , k

siendo mi el orden de multiplicidad del valor propio λi en el polinomio caracteŕıstico p (λ) =
(λ1 − λ)

m1 (λ2 − λ)
m2 . . . (λk − λ)

mk .



Calculamos
Ker (A − 5I) =

{

~v ∈ R
4 / (A − 5I)~v = ~0

}

(A − 5I)~v = ~0 →









0 −2 6 −1
0 −2 h 0
0 0 0 4
0 0 0 −4

















x1

x2

x3

x4









=









0
0
0
0









→

→







4x4 = 0
−2x2 + hx3 = 0
−2x2 + 6x3 − x4 = 0

→







x4 = 0
−2x2 + hx3 = 0
−2x2 + 6x3 = 0

entonces h = 6 para que dim Ker (A − 5I) = 2, con lo que el endomorfismo es diagonaliz-
able.

(b) Para h = 6, se cumple que






x1 cualquiera
x2 = 3x3

x4 = 0

y (x1, 3x3, x3, 0) ∈ Ker (A − 5I) con lo que

Ker (A − 5I) = 〈(1, 0, 0, 0) , (0, 3, 1, 0)〉

Calculamos ahora Ker (A − 3I) y Ker (A − I) para obtener una base de vectores propios

Ker (A − 3I) =
{

~v ∈ R
4 / (A − 3I)~v = ~0

}

Ker (A − I) =
{

~v ∈ R
4 / (A − I)~v = ~0

}

(A − 3I)~v = ~0 →









2 −2 6 −1
0 0 6 0
0 0 2 4
0 0 0 −2

















x1

x2

x3

x4









=









0
0
0
0









→

→















−2x4 = 0
−2x3 + 4x4 = 0
6x3 = 0
2x1 − 2x2 + 6x3 − x4 = 0

→







x4 = 0
x3 = 0
x1 = x2

con lo que
Ker (A − 3I) = 〈(1, 1, 0, 0)〉

y

(A − I)~v = ~0 →









4 −2 6 −1
0 2 6 0
0 0 4 4
0 0 0 0

















x1

x2

x3

x4









=









0
0
0
0









→

→







4x3 + 4x4 = 0
2x2 + 6x3 = 0
4x1 − 2x2 + 6x3 − x4 = 0

→











x4 = −x3

x2 = −3x3

x1 =
2x2 − 6x3 + x4
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con lo que
Ker (A − 3I) = 〈(13, 12,−4, 4)〉

y una base de vectores propios es

{(13, 12,−4, 4) , (1, 1, 0, 0) , (1, 0, 0, 0) , (0, 3, 1, 0)}

entonces una matriz regular P tal que D = P−1AP es

P =









13 1 1 0
12 1 0 3
−4 0 0 1
4 0 0 0









con D = diag (1, 3, 5, 5)

(c) El polinomio caracteŕıstico en la base dada es

p (λ) = (5 − λ)
2
(3 − λ) (1 − λ)

Es posible calcular An con n ∈ Z ya que A no tiene ningún valor propio nulo y existe por
tanto A−1.

An = PDnP−1

con

Dn =









1 0 0 0
0 3n 0 0
0 0 5n 0
0 0 0 5n









y P−1 =









0 0 0 1/4
0 1 −3 −6
1 −1 3 11/4
0 0 1 1









con lo que

An =









5n 3n − 5n −3.3n + 3.5n 13/4− 6.3n + 11/4.5n

0 3n −3.3n + 3.5n 3 − 6.3n + 3.5n

0 0 5n −1 + 5n

0 0 0 1









(d) El polinomio caracteristico es un invariante frente a un cambio de base, de modo que

p (λ) = (5 − λ)
2
(3 − λ) (1 − λ)

en cualquier base de R
4.

Sean A y B las matrices asociadas al endomorfismo T en dos bases cualesquiera y Q la
matriz de cambio de base tal que B = Q−1AQ, entonces

p (λ) = det (B − λI) = det
(

Q−1AQ − λI
)

= det
(

Q−1AQ − λQ−1IQ
)

=

= det
(

Q−1 (A − λI) Q
)

= det Q−1 det (A − λI) det Q = det (A − λI)

2. Sea T : R3 [x] → M2 (R) una aplicación lineal tal que

T
(

a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3
)

=

(

a0 + a1 a1 + a2

a1 + a2 a2 + a3

)

Se pide:
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(a) Matriz de la aplicación en las bases canónicas
{

1, x, x2, x3
}

y {E1, E2, E3, E4} de R3 [x] y
M2 (R) respectivamente.

(b) Matriz de la aplicación en las bases
{

1, 1 + x, x2, x2 − x3
}

y {E1 + E2, E2, E3 + E4, E4} de
R3 [x] y M2 (R) respectivamente.

(c) Calcular, si es posible, una base de KerT y otra de ImT . La aplicación T ¿es inyectiva?,
¿es suprayectiva?, ¿es biyectiva?. Justificar las respuestas

(d) Sea H = 〈1, x〉 un subespacio vectorial de R3 [x]. ¿Es T−1 (〈E3 + E4〉) ⊕ H = R3 [x]?.
¿Existe algún subespacio vectorial J de R3 [x] tal que T−1 (〈E3 + E4〉) ⊕ J = R3 [x]?.

Solución

(a) Para hallar la matriz de la aplicación, calculamos las imágenes de la base
{

1, x, x2, x3
}

en
la base {E1, E2, E3, E4}.

T (1) =

(

1 0
0 0

)

= E1,

T (x) =

(

1 1
1 0

)

= E1 + E2 + E3,

T
(

x2
)

=

(

0 1
1 1

)

= E2 + E3 + E4,

T
(

x3
)

=

(

0 0
0 1

)

= E4

Entonces, la matriz de la aplicación en las bases canónicas de R3 [x] y M2 (R) es

A =









1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1









(b) Teniendo en cuenta el siguiente esquema de cambio de base

T : R3 [x] → M2 (R)
{

1, x, x2, x3
} A

→ {E1, E2, E3, E4}
|P |Q

{

1, 1 + x, x2, x2 − x3
} B

→ {E1 + E2, E2, E3 + E4, E4}

se cumple que B = Q−1AP , siendo

P =









1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 −1









, Q =









1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1









y Q−1 =









1 0 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −1 1









con lo que la matriz de la aplicación en las nuevas bases es

B =









1 2 0 0
−1 −1 1 1
0 1 1 1
0 −1 0 −1
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(c)
KerT = {p ∈ R3 [x] / Ap = [0] ∈ M2 (R)}

Suponiendo p = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3

Ap = [0] →









1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

















a0

a1

a2

a3









=









0
0
0
0









→







a0 + a1 = 0
a1 + a2 = 0
a2 + a3 = 0

→







a1 = −a0

a2 = −a1 = a0

a3 = −a2 = −a0

con lo que
KerT =

〈

1 − x + x2 − x3
〉

y dimKerT = 1

luego
kerT 6= {0}

y T no es inyectiva y, por tanto, tampoco biyectiva.

Según el teorema de las dimensiones

dim KerT + dim ImT = dim R3 [x] = 4

con lo que
dim ImT = 3 < dimM2 (R) = 4

y la aplicación tampoco es suprayectiva.

Además un sistema generador de ImT son las columnas de la matriz asociada a T en una
base cualquiera. Hallamos una base de ImT a partir de dicho sistema generador, aplicando
el método de Gauss a las filas formadas por las columnas de la matriz asociada A

(1 0 0 0)
(1 1 1 0)
(0 1 1 1)
(0 0 0 1)

F2−F1→

(1 0 0 0)
(0 1 1 0)
(0 1 1 1)
(0 0 0 1)

F3−F2→

(1 0 0 0)
(0 1 1 0)
(0 0 0 1)
(0 0 0 1)

Entonces una base de ImT es
{E1, E2 + E3, E4}

(d)
T−1 (〈E3 + E4〉) = {p ∈ R3 [x] / Ap ∈ 〈E3 + E4〉}

Suponiendo p = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3

Ap ∈ 〈E3 + E4〉 →









1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

















a0

a1

a2

a3









=









0
0
α
α









, α ∈ R →















a0 + a1 = 0
a1 + a2 = 0
a1 + a2 = α
a2 + a3 = α

Para que el sistema sea compatible debe ser α = 0, con lo que







a0 = −a1

a2 = −a1

a3 = −a2 = a1

luego
p = −a1 + a1x − a1x

2 + a1x
3, a1 ∈ R
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o bien
p ∈

〈

−1 + x − x2 + x3
〉

y dimT−1 (〈E3 + E4〉) = 1

Por tanto
T−1 (〈E3 + E4〉) ⊕ H 6= R3 [x]

ya que no podemos conseguir una base de R3 [x] uniendo una base de T−1 (〈E3 + E4〉) con
otra de H .

Un subespacio J tal que T−1 (〈E3 + E4〉) ⊕ J = R3 [x] puede ser

J =
〈

x, x2, x3
〉

ya que
{

x, x2, x3
}

∪
{

−1 + x − x2 + x3
}

=
{

x, x2, x3,−1 + x − x2 + x3
}

es una base de R3 [x].

TEORÍA

1. Una organización obtiene los siguientes datos que relacionan el número de agentes de ventas con
las ventas anuales:

Número de vendedores 5 6 7 8 9 10
Ventas anuales (en millones de euros) 2.3 3.2 4.1 5 6.1 7.2

Llamando x al número de agentes de ventas y llamando y a las ventas anuales en millones de
euros, se pide:

(a) Determinar la recta de mı́nimos cuadrados que relaciona x con y, teniendo en cuenta que
si no hay vendedores no hay ventas.

(b) Utilizar la ecuación obtenida para estimar las ventas anuales si se dispone de 14 vendedores.

Solución

(a) Si y = mx la recta que relaciona el número de agentes de ventas con las ventas anuales en
millones de euros, debeŕıa satisfacer el siguiente sistema lineal de ecuaciones































2.3 = 5m
3.2 = 6m
4.1 = 7m
5 = 8m
6.1 = 9m
7.2 = 10m

(1) →

















2.3
3.2
4.1
5

6.1
7.2

















=

















5
6
7
8
9
10

















m → ~b = m~e1

Pero (1) es un sistema incompatible, con lo que no existe m que lo satisfaga. Por ello,

buscamos ~p ∈ 〈~e1〉 tal que
∥

∥

∥

~b − ~p
∥

∥

∥
sea mı́nima, es decir, tal que

(

~b − ~p
)

· ~e1 = 0 → ~b · ~e1 = ~p · ~e1

siendo ~p = m~e1. Por tanto, para obtener el coeficiente m de la recta de mı́nimos cuadrados
pedida, tenemos que resolver la siguiente ecuación lineal

~b · ~e1 = m~e1 · ~e1 → 226.3 = 355m → m =
226.3

355
= 0.6375

y la recta de mı́nimos cuadrados es

y = 0.6375x
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(b) Si se dispone de 14 vendedores, las ventas anuales aproximadas serán

y = 0.6375 · 14 = 8.9245 millones de euros

2. Una ciudad tiene tres industrias primarias: una mina de cobre, una empresa de transportes y
una planta de enerǵıa eléctrica. Para producir 100 euros de cobre, la mina gasta 20 euros de
cobre, 10 de transportes y 20 de enerǵıa eléctrica. Para proporcionar 100 euros de transportes
se requieren 10 euros de cobre, 10 de transportes y 40 de enerǵıa eléctrica. Para producir 100
euros de enerǵıa eléctrica, la planta destina 20 euros de cobre, 20 de transporte y 30 de enerǵıa
eléctrica. Suponiendo que durante el año hay una demanda externa de 1200000 euros de cobre,
800000 euros de transporte y 1500000 euros de enerǵıa eléctrica. ¿Cuánto debe producir cada
industria para satisfacer las demandas?.

Solución

Sean

x : cantidad necesaria de Cu en euros

y : cantidad necesaria de transporte en euros

z : cantidad necesaria de electricidad en euros

entonces el sistema que debemos resolver para calcular la producción necesaria para satisfacer
la demanda externa es el siguiente







1200000 = 20x + 10y + 20z
800000 = 10x + 10y + 40z
1500000 = 2x + 2y + 3z

→







x = 44000
y = 28000
z = 2000
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