SEPTIEMBRE 2003
1. En una cierta base {€1, €, €3, €4} de R* la matriz asociada a un endomorfismo T es
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Se pide:
(a) Decir si existe algin h € R para el que el endomorfismo sea diagonalizable. ;Qué condicién
deben cumplir los subespacios propios para que el endomorfismo sea diagonalizable?

(b) Para los valores de h € R encontrados en el apartado anterior, calcular una base de vectores
propios y una matriz regular P tal que D = P~ ! AP, siendo D la matriz diagonal de valores

propios.
(c) Calcular el polinomio caracteristico en la base dada y, para h = 6, calcular si es posible
A" . neZ.
(d) Calcular el polinomio caracterfstico asociado a 7' en una nueva base {7y, U2, U3, 74} de R*
tal que
1 3 4 7
2 7 8 3
@= 39 9 4
5 12 14 25

es la matriz de cambio de base de {€1, €, €5,€4} a {01, Va2, U3, U4 }. Justificar la respuesta.
Solucién

(a) Calculamos los valores propios del endomorfismo dado, que son las raices de la ecuacién

det (A—A)=0
S5—XA =2 6 -1
det (A—AI) = det 8 36>\ 52)\ 2 =
0 0 0 1—A

(5-0)B-N)1-)
Los valores propios son
A1 =5doble, \a =3y A3=1

Para que el endomorfismo sea diagonalizable, debe cumplir que
dim Ker (A—5I) =2

ya que, segin hemos visto, todos los valores propios son reales, es decir, el polinomio
caracteristico se descompone por completo en R.
En general, para que un endomorfismo de matriz asociada A sea diagonalizable, debe
cumplir que

dim Ker (A—XNI)=m;, i=1,...,k

siendo m; el orden de multiplicidad del valor propio A; en el polinomio caracteristico p () =

O = N)™ Az = 0™ (e =A™



Calculamos
Ker (A—5I) = {Ue R/ (A —5I)
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0 -2 6 -1 T 0
L= 0 -2 h O To 10
(A-50)7v = 0— 0 0 0 4 . = 0 —
0 0 0 —4 Ty 0
4934 =0 Ty = 0
— —2x9 + hrs3 =0 — —2x9+ hx3 =0
—2x9 4+ 6x3 — x4 =0 —2x9 + 623 =0

entonces h = 6 para que dim Ker (A — 5I) = 2, con lo que el endomorfismo es diagonaliz-
able.

(b) Para h = 6, se cumple que
x1 cualquiera
T = 3.1?3
Ty = 0

y (x1,3x3,23,0) € Ker (A —5I) con lo que
Ker (A - 5‘[) = <(17070,0)7(0a37 1a0)>

Calculamos ahora Ker (A —3I) y Ker (A — I) para obtener una base de vectores propios

Ker(A—3I) = {56R4/(A—3I)17:6}
Ker(A-1) = {7eR'/ (A-NF=0
2 -2 6 -1 T 0
L, = 0 0 6 0 | [ o
(A=3D7 = 0= o 5 4 zs | o |7
0 0 0 -2 Ty 0
72154:0 o4 —
_ —2x3+4x4 =0 - $470
6x3 =0 ;:x
201 — 229 +6x3 — 24 =0 L=
con lo que
Ker (A—-3I)={(1,1,0,0))
Yy
4 -2 6 -1 T 0
Lo 0 2 6 0 o I
AM=DF = 0=1 4 ¢ 4 4 e | o |
0O 0 0 O Ty 0
dzg + 4z =0 Tg = —T3
— 2x9 4+ 623 =0 — x2:53x3—6 n
4r1 — 229 + 623 — 24 =0 xlzw
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con lo que
Ker (A—3I)={(13,12,—4,4))

y una base de vectores propios es
{(13,12,-4,4),(1,1,0,0),(1,0,0,0),(0,3,1,0)}
entonces una matriz regular P tal que D = P~ 1AP es
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con D =diag(1,3,5,5)

(c) El polinomio caracteristico en la base dada es
CIOVECEPVCERVIIERY

Es posible calcular A™ con n € Z ya que A no tiene ningtn valor propio nulo y existe por

tanto A71.
A" = pp"P!
con
1 0 0 O 0o 0 0 1/4
~n_| 03" 0 O 4 10 1 -3 -6
PP=10 0 5 o PS03 up
0 0 0 5" 0 0 1 1
con lo que
5" 3" —5" —3.3"43.5" 13/4—6.3" +11/4.5"
An — 0 3" —3.3" +3.5™ 3—-6.3"+43.5"
o 0 0 5" —145"
0 0 0 1

polinomio caracteristico es un invariante frente a un cambio de base, de modo que
d) El poli i isti i i f bio de b d d
IOVENCEPVCEDIICEPY

en cualquier base de R*.

Sean A y B las matrices asociadas al endomorfismo T en dos bases cualesquiera y @ la
matriz de cambio de base tal que B = Q1 AQ, entonces

p(A) = det(B—Al)=det(Q 'AQ — AI) =det (Q 'AQ — \Q'IQ) =
= det (@' (A— ) Q) =detQ " det (A~ \)detQ = det (A — \I)

2. Sea T : R3 [x] — M3 (R) una aplicacién lineal tal que

T (ao + a1z + az2® + azz®) = < o+ a1 a1+ az >

a1 +az az+as

Se pide:



(a) Matriz de la aplicacién en las bases candnicas {1, x, 22, x3} y {E1, Eo, E3, B4} de Ry [x] v
M (R) respectivamente.

(b) Matriz de la aplicacién en las bases {1, 142,22, 2% — x3} y {E1+ E2, E2, Es + Ey, By} de
Rj3 [z] y M2 (R) respectivamente.

(c) Calcular, si es posible, una base de KerT y otra de ImT. La aplicacién T jes inyectiva?,
jes suprayectiva?, jes biyectiva?. Justificar las respuestas

(d) Sea H = (1,z) un subespacio vectorial de R3[z]. ;Es T~ ((E3 + E4)) & H = R3[z]?.
;Existe algtin subespacio vectorial J de R3 [z] tal que T~ ((E3 + E4)) & J = R3 [z]?.

Solucién
(a) Para hallar la matriz de la aplicacién, calculamos las imagenes de la base {1, x, 2, ac3} en
la base {E17E2,E37E4}'.
10
1 1
T(Z) = (1 O>E1+E2+E3;
0 1
T(SSQ) = (1 1>E2+E3+E4,
0 0
3
T = (0 1):E4
Entonces, la matriz de la aplicacién en las bases candnicas de Rg [z] y Mz (R) es
1100
01 10
A= 01 10
0 011
(b) Teniendo en cuenta el siguiente esquema de cambio de base
T R [z] — Ms (R)
{1,3}',3}'2,I3} i {E17E2)E3)E4}
P |Q
{1)1+x7x2)$2_$3} E) {E1+E27E2)E3+E4)E4}
se cumple que B = Q' AP, siendo
110 0 10 0 0 1 0 0 O
1010 O 11100 4 | -1 1 0 O
P=1oo01 1190010 Y9 = 00 1 0
0 00 -1 0 0 11 0 0 -1 1

con lo que la matriz de la aplicacién en las nuevas bases es

1 2 0 0
-1 -1 1 1
B= 0 1 1 1
0 -1 0 -1



KerT ={peRgz] / Ap=1[0] € M2 (R)}

Suponiendo p = ag + a1z + asz? + azx®

11 0 0 ag 0 a0+ ay = 0
01 10 ay 0
Ap = [0] — = -3 a1+a;=0 —
01 10 as 0 4o+ s — 0
0011 as 0 i
con lo que
KerT:<1fx+x27:cs> y dimKerT =1
luego

ker T # {0}

v T no es inyectiva y, por tanto, tampoco biyectiva.
Segun el teorema de las dimensiones

dim KerT 4 dim ImT = dimRs [x] = 4

con lo que
dim ImT = 3 < dim M (R) =4

y la aplicacién tampoco es suprayectiva.

a] = —Qao
a2 =— —a1 = Qo
az = —ag = —Qao

Ademaés un sistema generador de I'mT son las columnas de la matriz asociada a T' en una
base cualquiera. Hallamos una base de ImT a partir de dicho sistema generador, aplicando
el método de Gauss a las filas formadas por las columnas de la matriz asociada A

(1000) (1000) (1000)
(1110) m-r (0110) m-r (0110)
(0111) (0111) 0001)
(0001) (0001) (0001)

Entonces una base de ImT es
{E1,Es + E3,E4}

T~ ((Es + Es)) = {p € Ry [z] / Ap € (E5 + E4)}

Suponiendo p = ag + a1z + a2$2 + a3$3

1 1 0 0 ap 0
0 1 1 0 ay . 0

Ap € (E5+ E4) — 01 1 0 as = o , a € R—
0 0 1 1 as «

Para que el sistema sea compatible debe ser a = 0, con lo que

ap = —ai
ag = —ay
a3z = —ag = a1
luego
p=-—ai+ax— a1x2 + alacs, a1 € R

ap+a; =0
a1 +ay =0
a1 +ay =«
a2+ a3 =«



o bien
pe(-1+z—2a’+2%) y dimT ' ((Es+Ey)) =1

Por tanto
T~' ((E3 + E4)) © H # Ry [x]

ya que no podemos conseguir una base de R [z] uniendo una base de T~! ({(E3 + E4)) con

otra de H.

Un subespacio J tal que T~! ((E3 + E4)) & J = R3 [x] puede ser
J = <x,x2,x3>

ya que

{:c,:c2,:c3} U {71 +x—a? +:53} = {1’,12,1'3,71 +x—z? +:53}
es una base de Rs [z].

TEORIA

1. Una organizacién obtiene los siguientes datos que relacionan el nimero de agentes de ventas con
las ventas anuales:

Numero de vendedores 5 6 7 8 9 10
Ventas anuales (en millones de euros) 2.3 3.2 4.1 5 6.1 7.2

Llamando x al nimero de agentes de ventas y llamando y a las ventas anuales en millones de
euros, se pide:

(a) Determinar la recta de minimos cuadrados que relaciona = con y, teniendo en cuenta que
si no hay vendedores no hay ventas.

(b) Utilizar la ecuacién obtenida para estimar las ventas anuales si se dispone de 14 vendedores.
Solucién

(a) Siy = ma la recta que relaciona el nimero de agentes de ventas con las ventas anuales en
millones de euros, deberia satisfacer el siguiente sistema lineal de ecuaciones

2.3=5m 2.3 5
3.2 =6m 3.2 6
4.1=Tm 4.1 7 - o
5 — 8m (1) — 5 = 8 m — b=me;
6.1 =9m 6.1 9
7.2 =10m 7.2 10

Pero (1) es un sistema incompatible, con lo que no existe m que lo satisfaga. Por ello,

buscamos p’ € (€1) tal que HE—ﬁ‘ sea minima, es decir, tal que

(E—ﬁ) B =0—b-&=f-&
siendo p = me7. Por tanto, para obtener el coeficiente m de la recta de minimos cuadrados
pedida, tenemos que resolver la siguiente ecuacion lineal
226.3

b-& =méy & — 226.3 =355m — m = Srp = 0.6375

y la recta de minimos cuadrados es

y = 0.6375x



(b) Si se dispone de 14 vendedores, las ventas anuales aproximadas serdn

y = 0.6375-14 = 8.9245 millones de euros

2. Una ciudad tiene tres industrias primarias: una mina de cobre, una empresa de transportes y
una planta de energia eléctrica. Para producir 100 euros de cobre, la mina gasta 20 euros de
cobre, 10 de transportes y 20 de energia eléctrica. Para proporcionar 100 euros de transportes
se requieren 10 euros de cobre, 10 de transportes y 40 de energia eléctrica. Para producir 100
euros de energia eléctrica, la planta destina 20 euros de cobre, 20 de transporte y 30 de energia
eléctrica. Suponiendo que durante el afio hay una demanda externa de 1200000 euros de cobre,
800000 euros de transporte y 1500000 euros de energia eléctrica. ;Cuanto debe producir cada
industria para satisfacer las demandas?.

Solucién

Sean
x : cantidad necesaria de Cu en euros
y : cantidad necesaria de transporte en euros
z : cantidad necesaria de electricidad en euros

entonces el sistema que debemos resolver para calcular la produccién necesaria para satisfacer
la demanda externa es el siguiente

1200000 = 20x + 10y + 20z x = 44000
800000 = 10z 4+ 10y + 40z — ¢ y = 28000
1500000 = 22 + 2y + 3z z = 2000



