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EPS de ingenierfa de Gijén Final de Febrero
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22 parte.

NOTA: Esta parte del examen puntiia 4 puntos del los 8 totales del examen escrito. Para aprobar el examen escrito es
imprescindible obtener al menos 1,25 en esta parte.

1. Supongamos que se imparte un curso de matemaéticas en dos aulas A y B. Si cada semana dejan el curso la mitad de
los alumnos que estan en el aula A y la mitad de los que estan en el aula B, y ademads la sexta parte de los alumnos
de cada aula se pasa a la otra, se pide:

a) Encontrar la matriz de transicién que relaciona el estado de las aulas en la semana n-ésima con el estado inicial.

b) Calcular el nimero de alumnos que habrd en cada una de las aulas al cabo de 8 semanas si inicialmente habfa 256
alumnos en cada una de ellas.

¢) Calcular el nimero inicial de alumnos que debe haber en el aula B, sabiendo que en el aula A hay 100 alumnos,
para que la suma de los alumnos de las dos aulas sea igual al nimero total de alumnos que abandonan el curso
cuando el nimero de semanas crece indefinidamente.

SOLUCION

a) Llamando a,, b, y fn al ndmero de alumnos en las aulas A, B y al nimero de alumnos que abandonan el curso
respectivamente en la semana n-ésima, se tiene

an=1/3an,_1+1/6b, 1
b, =1/6 an—1+1/3 b1
fn=1/2ap-14+1/2bp_1+ frn-1

que matricialmente se puede expresar como sigue

an 1/3 1/6 0 Gp—1
by, = 1/6 1/3 0 bn_1
In 1/2 1/2 1 frn_1
siendo
1/3 1/6 0
A= 1/6 1/3 0
1/2 1/2 1

la matriz de transiciéon que relaciona el estado del niimero de alumnos en la semana n-ésima y la semana anterior.

b) Calculamos los valores propios de A para obtener la matriz diagonal

1/3—-Xx  1/6 0
det(A—AI) = det| 1/6 1/3—x 0 =
1/2 /2 1-2A

= (1-) [(1/3—)\)2—1/36 -

= (1-=XN1Q/2=-X(1/6-2X)

Veamos ahora los subespacios propios para obtener la matriz de cambio de base que relaciona la matriz A con la
matriz diagonal D.
S(1)=Ker(A—1)

—2/3 1/6 0 x 0

1/6 —2/3 0 y | =10

/2 1/2 0 z 0
-2/3x+4+1/6y=0 —dr+y= z=0

1/6x—2/3y=0 —<¢ z—4y=0 —< y=
1/2241/2y=0 xr+y=0 z=z



entonces S (1) = ((0,0,1))
S(1/2) = Ker <A — ;I)

-1/6 1/6 0 x 0
1/6 —-1/6 0 y |=120
1/2 1/2  1/2 z 0
-1/6x+1/6y=0 —z+y=0 .
1/6z—1/6y=0 —4d z—y=0 _){z——Q
1/22+1/2y+1/22=0 r+y+z=0 =Y
entonces S (1/2) = ((1,1,-2))
1
5(1/6):K67'<A—6I>
1/6 1/6 0 x 0
1/6 1/6 0 y | =10
1/2 1/2 5/6 z 0
1/6x4+1/6y=0 r+y=0 v
1/6z+1/6y=0 —< z4+y=0 —>{z_0y
1/2z+1/2y+5/62=0 3z +3y+52=0 B
entonces S (1/6) = ((1,—-1,0)).
Por tanto L1 L1
D=di 1= = D" =di 1— —
dzag( 5 6) y dzag( o 6”)
y
0 1 1
P=10 1 -1
1 -2 0
con lo que podemos calcular la matriz de transicién en la semana n-ésima
0 1 1 1 0 0 1 11
A" = pPD"P'=[0 1 -1 0 = 0 /2 1/2 0 | =
1 -2 0 0 0 & 1/2 —1/2 0
L +d) dE-d) o
= 3z —a) a(m+tg) O
1— - 1— o 1

Si inicialmente hay 256 en cada aula, al cabo de 8 anos (n = 8) el nimero de alumnos en cada aula es

1 1 1 1 1 1 1

(gt ?g 3 Ez_ls - ﬁ 0 256 2256 1

3 (=) 30 +o8) O 256 | = X256 | = 1
- L - 0 0 510

Teniendo en cuenta la potencia n-ésima de la matriz de transicién

l(L_FL) l(i L) 0

2’". 671. 2TL 6’".

Y O = S O e A S
1- 5 1- 5 1

y un vector de condiciones iniciales Xy = (100, «, O)t7 en el paso al limite se tiene

100 1 1 o 1 1

?(%"’F +t5 e — 5 0
lim A"Xo = lfm, o | 200 (2 —F) a0 )
e 100 (1—25) +a(l—4) 100 + o

con lo que, independientemente del niimero de alumnos que asistan al aula B, se cumplen las condiciones impuestas
en el enunciado.



2. Se considera la aplicacién lineal 7' : R* — Ry [z] tal que

T (a1,a2,a3) = 2a1 + as + (a2 — 2a3) x + (a1 +a3)

Se pide

a)

[

ISH
NN N

(9]

Calcular la matriz A de la plicacién T en las bases canénicas Bey = {€1, €, €3} v Bez = {q1, 2, q3} de R?® y Ry [z]
respectivamente, y la matriz M asociada a T en las bases By = {#1, 7, 03} de R® y By = {1, 1+x,1+x+ :cz}
de Ry [z], siendo ¥} = €] + €, Uy = €] + €3, U3 = €3 + €5.

Hallar, si es posible, una base de ImT' y otra de KerT', asi como sus ecuaciones implicitas y paramétricas.

Hallar la imagen por T del vector ¥ = 2¢; 4 €3, y expresarla en la base candnica y en la base Bs de s [z].
Calcular T7! (4 + 2z + 322) y expresarla en las bases canénica y B; de R®.

Dados H = { T,Y, 2 B L€ R?/ox+y—2z= O} yJ= < 2,1,1]g,,[1,0, 1]32>, subespacios de R? y IRy [x] respecti-
vamente, decir si 71 (J) @ H = R,

SOLUCION

a)

La matriz asociada a T en las bases canénicas de R* y IRy [x] respectivamente es

2 1 0
A= 0 1 =2
1 0 1

obtenida directamente de la definicién de la aplicacién
La matriz de la aplicacién en las bases By de R® y By de Ry [z] es M = QLAP con

110 -1
01|, pr 1
11 1

P=1|1
0

Q

Il
OO =
e e
— = =

entonces

M = 0—4 —2
1 2 1

Puesto que no especifica en qué base tienen que estar expresados Im7T y KerT', podemos utilizar la matriz A o la
matriz M. Utilizamos la matriz A porque tiene un nimero mayor de elementos nulos y es méas sencillo el célculo,
con lo que ImT y KerT vendréan expresados en las bases canénicas correspondientes.
Un sistema generador de Im7 son las imagenes de los vectores de una base del espacio inicial. En este caso, las
columnas de la matriz A son las imégenes de los vectores de la base canénica de IR? expresados en la base candnica
de ]R2 [1‘]

Im T'=((2,0,1),(1,1,0), (0, -2,1)) = {(1,1,0), (0, —2,1))

y las ecuaciones paramétricas e implicitas son

T 1 0 =«
Y =al| 1 |+68| -2 — y=a—-20 —y=x-—2z

De manera andloga, se calcula el nicleo de la aplicacién
KerT = {176 R /T (7) = 6}

para lo que resolvemos el siguiente sistema homogéneo, con lo que obtenemos las ecuaciones implicitas y pa-
ramétricas respectivamente de KerT

21 0 T 0 2r+y=20 =2
AX =0— 0 1 =2 Y = 0 — y—22=0 _>{ 122
10 1 2 0 T+2=0 v=

y una base es
KerT =((-1,2,1))



Calculamos la imagen de ¥ = 27 4 €3 en la base candnica de IRy [z], para lo cual expresamos dicho vector en la
base canénica y utilizamos la matriz A para calcular su imagen.

T=20) +é3=2(61+¢) +e3=1[2,21]5

2 6
Al 2 | =0
1 3

Ahora expresamos el vector ¥ en la base By de IR? y utilizamos la matriz M para calcular su imagen en la base
By de Ry [z]. Las coordenadas de €3 en la base B de R? son

0 -1/2
Pl o0 |= 1/2
1 1/2

con lo que

—_

1

5 (301 + Ua + U3)

17:2_‘1—!-53:2_'1+§(—_'1+172+173):

y su imagen en la base By de IRy [2]

3/2 6
M| 12 | = -3
1/2 3

Para calcular 71 (4 + 2z + 312) debemos tener en cuenta que el polinomio 4 + 2z + 322 estd expesado en la
base canénica de IRy [x]. De modo que, para calcular 7! (4 + 2x + 3352) y expresarla en la base canénica de R3,
debemos utilizar la matriz A y resolver el siguiente sistema

T 4 2c+y=4
Al y |=1 2 | —=¢ y—2z2=2
z 3 T+z=3

que es incompatible ya que el rango de A es 2 y el de la matriz ampliada es 3. Por tanto, el polinomio dado no
estd en Im7T' y no existe 771 (4 + 2z + 3z?).

Dados H = {[x,y, 2|, € R} /2z4+y—2= 0} yJ= <[2, 1,1, ,[1,0, 1]62>, subespacios de R?® y IRy [] respecti-
vamente, decir si 7! (J) @ H = R,

La matriz que nos da la imagen de un vector expresado en la base canénica de IR en la base By de IRy [x] es

2 0 2
N=Q'A=| -1 1 -3
1 0 1
Para calcular T—1 (J), resolvemos el sistema
T 2 1 2r + 2z =2a+ 3
N|ly |=al 1 |4+ 0 | — —r4+y—3z=a«
z 1 1 r+z=a+p

que es incompatible si § # 0, y para [ = 0 es equivalente a

{y—2z:2a H{ y=2z+4+ 2«

AN o — 2 —2r—y+4z=0

y se trata de un subespacio de dimensién 2, y como H también tiene dimensién 2 (una sola ecuacién implicita),
no puede cumplirse que 7! (J) @ H = R3.

Se considera el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2 y el producto escalar dado por

p-q= [ p(x)q(z)dz
/

Se pide:



a) Calcular la matriz del producto escalar en la base {17 1l—z,—z+ xQ}.
b) Dado el polinomio p(z) = 1 — 22 + 2, calcular su proyeccién ortogonal r (x) sobre (1,1 — ), y su proyeccién
ortogonal s () sobre (1,1 — z)* y decir cémo son r (z) y s ().

¢) Dada la funcién f (z) = sen (wx) con x € [0, 1], calcular el polinomio de IRy [z] que mejor aproxima f (z) en el
sentido de los minimos cuadrados, con el producto escalar definido.

SOLUCION
a) La matriz del producto escalar en la base {1,1 — z, —z + 22} es
1-1 1-(1—2) 1 (—z+2?)
G= 1-(1—x) 1—-2)-1—2x) (1—2) (—z+2?)
1 (—z+2%) (1-2) (—z+2?) (—z+2?) (—z+2?)

y al ser

1-1 = ldx = x|y =1
2270 1
1-(1—-2) = (1—x)dx—x—} =-
2], 2
2 311
1
1 (—z42%) = (—:c—l—acg)d:v:—?—&-%]oz—g

3 3
2 3 471
Ca2) - (cot+a?) = ) (era ) de= g T 1
(1-x)-(—z+2%) = (1-2)(—z+2*)de = 5 3 4}0 1
3 4 511
et a?) (—rta?) = [ (cata)dee Lo T L
(erz)(erx) = (er:z:)dx— 1 +5]0—30

la matriz G queda
1 /2 -1/6
G = 1/2 1/3 —1/12
-1/6 —1/12 1/30

b) Para calcula la proyeccién ortogonal 7 (z) del polinomio p (z) = 1— 2z + 22 sobre el subespacio (1,1 — z), debemos
obtener una base ortogonal del mismo para lo que utilizamos el método de ortogonalizacién de Schmidt

l—-z=al+q talque ¢-1=0

con lo que
1-2)-1 1
0=’ = _
1-1 2

y una base ortogonal de (1,1 — x) es

Entonces )
T(x):ozl+ﬁ(§—x>

con
px)-1 (1-2z+4+2%)-1 1.-1-22-14+22-1 1
o = = = = —
1-1 1-1 1-1 3




) (5—x) _(-2w+2?) (53—
) G-2 (3-2)(3-9)
_ 1-1—x-1+%x2-1—1~m+2$-x—x2-x:1/12:1
%1-1—3&1—&—3&1‘ 1/12

1 1 3
r(m):31+<2—x>:6—x

Puesto que la expresién de un polinomio p (z) como suma de dos polinomios r (z) y s(x), pertenecientes a los

con lo que

subespacios (1,1 —x) y (1,1 — $>L respectivamente es unica, se cumple que

s(m)zp(x)—r(m):1—2x+x2—(g—:E) :é—x—i—wQ

y ademas
r(z)-s(x)=0
Sea ¢ (x) el polinomio de IRy [z] tal que ||f () — ¢ (z)|| es minima, esto es, el polinomio que mejor aproxima f (z)
en el sentido de los minimos cuadrados, para lo cual debe cumplirse que f (z) — g (z) € <1, x, x2>J‘.
Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, una base ortogonal de IR [z] es

1,3 LR
'3 a:,6 T+

y el polinomio ¢ (z) en esa base es ¢ () =a+b (% — x) +c (% —x+ x2), y la condicién anterior puede expresarse
como sigue

[f(z) —q(z)]-1=0 fx)-1=gq(z) 1
[f (x) —q@)]- (5 —2) =0 =4 @) (3-2)=q@) (3-2)
[f(@)—q@)] (2 —2z+2?)=0 f@)- (3 —z+2?) =q(x) (5 —z+2?)
f(z)-1
1-1 0 0 a
f@)-(3-7) = 0 (G-2) (-2 0 b
0 0 (é x—l—xz)-(% x+a:2) c
f(@) (3 —x+2?)
jf(x)dm

;0 1 0 0 a

[f(@)(5—2)ds =10 1/12 0 b

0 0 1/180 c

Calculamos las integrales

1 cos (rz)]" 2
f(x)dx = [sen(mz)de = ————| ==
b T g T
1 1
f(z)zdx = fxsen (mz)dx = — (integrando por partes)
0 7T
1

I 1 2
f(z)2%dx = [2%sen (rz)dx = = + = [wcos (rz) dz
0 T To

2
wcos (mx) dr = ——;  (integrando por partes)
71'

O e O O O —



lo que conduce a

1

flf(l‘)(%—x)dxzfsen(ﬂx)(%—g;)dx:%
0 0

1
sen (mx) — [xsen (mx)dr =0
0

Ct—r

f(x) (%foer)dx:Ofsen(ﬂ'x) (: —z+2?)de =

OHHO\H

i L 1 4
= % sen (rz)dr — [wsen (rx)dx + [z?sen (rz)dx = — — =
0 0 T oom
con lo que el sistema a resolver es
2
T 2
0 I
1 0 0 a a= T
0 = 0 1/12 0 b — b=0
0 0 1/180 el 4
1 c =180 (W -
I

y por tanto,



