
(3) (1.25 puntos) Se considera la aplicación lineal siguiente: f : IR3 → IR4 definida como sigue:

f(x, y, z) = (2x + y, x + y + z, x + y − z, y + 2z)

1. Calcule, de forma razonada, la matriz de la aplicación lineal en las bases canónicas de IR3 y de IR4.

2. ¿Cuál es la matriz asociada a la aplicación lineal f en la base B3 = {(1, 2,−1), (2, 1, 0), (1, 0, 0)} de IR3 y la base
B4 = {(1, 1,−1, 2), (0, 1, 2, 1), (0, 0, 1,−2), (0, 0, 0, 1)} de IR4?

3. Calcule f(〈(1, 2,−1), (2, 0, 0)〉), f({(1, 2,−1), (2, 0, 0)}), f−1(〈(−2, 5, 1, 0), (1,−2, 0, 1)〉) y f−1({(−2, 5, 1, 0), (1,−2, 0, 1)}).
(Todos estos vectores están expresados en la base canónica del espacio que proceda)

SOLUCIÓN:

1. Vamos a calcular las imágenes de los vectores de la base canónica:

f(1, 0, 0) = (2, 1, 1, 0); f(0, 1, 0) = (1, 1, 1, 1); f(0, 0, 1) = (0, 1,−1, 2)

por lo tanto, la matriz asociada es:

A =









2 1 0
1 1 1
1 1 −1
0 1 2









2. Llamemos P =





1 2 1
2 1 0

−1 0 0



 a la matriz de cambio de la base canónica de IR3 a la base B3, y llamemos

Q =









1 0 0 0
1 1 0 0

−1 2 1 0
2 1 −2 1









a la matriz de cambio de base de la base canónica de IR4 a la base B4, entonces:

R3
R4

R3 R4

P Q

A

M

y tenemos que la matriz pedida es M = Q−1AP .

3. Vamos a calcular f(〈(1, 2,−1), (2, 0, 0)〉), para ello hay que calcular las imágenes de todos los vectores de la forma
α(1, 2,−1) + β(2, 0, 0), es decir

f(α(1, 2,−1) + β(2, 0, 0)) = αf(1, 2,−1) + βf(2, 0, 0) = α(4, 2, 4, 0) + β(4, 2, 2, 0)

de donde f(〈(1, 2,−1), (2, 0, 0)〉) = 〈(4, 2, 4, 0), (4, 2, 2, 0)〉

f({(1, 2,−1), (2, 0, 0)}) = {f(1, 2,−1), f(2, 0, 0)} = {(4, 2, 4, 0), (4, 2, 2, 0)}

En cuanto a f−1(〈(−2, 5, 1, 0), (1,−2, 0, 1)〉) es suficiente con resolver el sistema de ecuaciones con dos parámetros:









2 1 0
1 1 1
1 1 −1
0 1 2













x
y
z



 = α









−2
5
1
0









+ β









1
−2

0
1









Tomamos para ello la matriz ampliada y realizamos las operaciones elementales adecuadas:









2 1 0 −2α + β
1 1 1 5α − 2β
1 1 −1 α
0 1 2 β









F2 ↔ F1









1 1 1 5α − 2β
2 1 0 −2α + β
1 1 −1 α
0 1 2 β









F2 − 2F1

F3 − F1









1 1 1 5α − 2β
0 −1 −2 −12α + 5β
0 0 −2 −4α + 2β
0 1 2 β











F4 + F2

F3/(−2)









1 1 1 5α − 2β
0 −1 −2 −12α + 5β
0 0 1 2α − β
0 0 0 −12α + 6β









Por lo tanto, el sistema tiene solución śı y sólo śı −12α + 6β = 0, es decir, śı y sólo śı β = 2α. Sólo tienen antiimagen
los vectores de la forma α(−2, 5, 1, 0) + 2α(1,−2, 0, 1) = α(0, 1, 1, 2). y su antiimagen se calcula resolviendo:









1 1 1 α
0 −1 −2 −2α
0 0 1 0
0 0 0 0









6 F4

−F2





1 1 1 α
0 1 2 2α
0 0 1 0





F2 − 2F3

F1 − F3





1 1 0 α
0 1 0 2α
0 0 1 0





F1 − F2





1 0 0 −α
0 1 0 2α
0 0 1 0





Aśı que f−1(〈(−2, 5, 1, 0), (1,−2, 0, 1)〉) = 〈(−1, 2, 0)〉

Con respecto a f−1({(−2, 5, 1, 0), (1,−2, 0, 1)}), como ninguno de los vectores son de la forma α(0, 1, 1, 2), se tiene que
f−1({(−2, 5, 1, 0), (1,−2, 0, 1)}) = ∅


