(2) (1.5 puntos) Un estudio ha determinado que la ocupacién de un nifio cuando sea adulto, depende de la ocupacién de
su padre. Se divide el conjunto de los trabajos en tres sectores: A, B y C. El 40% de los hijos de padres del sector A se
dedicardn a alguna ocupacién del sector A, el 50% al sector B y el resto al C. El 50% de los hijos de padres del sector B
mantienen una ocupacién de este sector, el 25% se ocuparan en el sector A y el resto en el C. Por tltimo, el 40 % de los
hijos de trabajadores del sector C' siguen en dicho sector, mientras que el 10 % se ocupardn en el sector A y el otro 50 % en
el B. Supdngase que se elige un grupo cerrado de poblacién en estado ideal, es decir, cada padre tiene un hijo y sélo un hijo
durante un nimero grande de generaciones. Se pide:

1. Plantee matricialmente el problema de cédlculo de las ocupaciones de la generacién n-ésima de una poblacién segun los
sectores planteados.

2. Suponga que inicialmente la poblacién tiene 100000 individuos, jCudntos individuos estardan ocupados en cada sector
después de 20 generaciones?

3. ;Cuadl serd la tendencia de las ocupaciones a largo plazo?

SOLUCION:

1. Llamando A, al nimero de individuos dedicados a la actividad A en la generacién n—ésima, B, al de los dedicados a
la actividad B y C,, al de los dedicados a la actividad C se tendria la siguiente relacién entre dos etapas sucesivas:

An = %Anfl + %anl + %Cnfl An % %.5() % Anfl
B, = %An—l + %Bn—l + %Cn—l - B, = % 15000 15000 B,_1
Co= ittt BB e ) \a) 8 & &) \an
i o5 1 An
Para relacionarlo con la etapa inicial, llamando M = % % % vy Xp,=1| B se tendria que X, =
T v Cn
MX, 1 = M?X,,_5 = --- = M"X,. Vamos a calcular esta potencia n-ésima, para ello obtenemos el polinomio
caracteristico:
AL\ B =+ 1-X 1—-X 1-2X 10 0
p(A) = det = 2 — A = = det -2 = =(1—=A)det| & -A 0
% 5 10 A 6 f0 a0 A 6 T00 10
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Por lo que el polinomio caracteristico serfa: p(A) = (1 — A)(—\) (10 — /\)

Calculamos los subespacios propios y obtenemos:
S(1) = ker(M —I)

_6 2 1
10 100 10 T 0
o5 s [lv]={0])=sm=wz2y
1 25 _ 6 z 0
10 100 10
5(0) = ker(M)
4 25 1
10 100 10 T 0
5 5 5 y | =10 | —S50)=(1-21))
1 25 4 ‘ 0
10 100 10



3 25 1
10 100 10
5 2 5
0 10 10
1025 1
10 100 10
Por lo tanto se tendria que, llamando P =
An
n =
Cy

1/2 % (3/10)" + 1/4

1/2

—1/2% (3/10)" +1/4 1/4

y |=10]|—=S5 (E) ={(-1,0,1))
z 0
1 1 -1
2 =2 0 se cumple:
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0

En este caso se tomaria n = 20 y Ay = 100000 — By — Cy dejandolo todo en funcién de estos dos parametros.

1
Cy 0
A largo plazo, se tendria:
10 0 Ao
im [P| 90 0 |pt] B
00 (55) Co

Por lo que a largo plazo, suponiendo que Ag+By+Cy = 100000, se tendria que en el sector A tendriamos 1

100000

personas, en el B

= 50000 personas y en el C

0 0 100000 — By — Cy
0 0 |p By

20
0 (1) Co

A A

100 0 1/4 1/4 1/4 ’

=p|[ 000 pr| B | = 12 172 172 Bo
1/4 1/4 1/4
00 0 2 o
100000 _ oo

100000

= 25000 personas.



