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NOTA: Esta parte del examen puntiia 4 puntos del los 8 totales del examen escrito. Para aprobar el examen escrito es
imprescindible obtener al menos 1,25 en esta parte.

(1) (0.75 puntos) Se consideran los IK—espacios vectoriales V' y U, la aplicacién lineal f: U — V y el sistema de vectores
de U: S = {u;,ds,...,Un,}, demuestre o niegue con un contraejemplo las afirmaciones siguiente:

1. Si S es libre entonces f(S) es libre.
2. Si f(S) es libre entonces S es libre.

SOLUCION:

1. Esta afirmacién es falsa. Obsérvese el contraejemplo siguiente:

Se considera la aplicacién lineal f: R? — IR? definida por f(x,y) = (x+y,z+y) y sea B = {(1,0),(0,1)}, que es libre,
entonces f(B) = {(1,1),(1,1)}, que es un sistema ligado (se repite un vector).

2. Esta afirmacién es cierta, veamos la demostraciéon. Sean U y V dos IK—espacios vectoriales, f: U — V una aplicacién
lineal, y sea S = {uy,Us, ..., Uy} un sistema de U tal que f(S) = {f (1), f(d2),..., f(d,)} es un sistema libre de V,
entonces si: Oy = iy + Qoiie + - anily, — Oy = on f(@h) + aaf(da) + -+ - anf(@,) como el sistema f(S) es libre,
a1 =ag =---=a, =0y el sistema S también es libre.

(2) (1.0 puntos) Se considera el espacio euclideo IR* con el producto escalar habitual (la base canénica es ortonormal).
Respecto de la base candnica, encuentre la matriz asociada a la simetria respecto del plano = + y — z = 0. (Puede dejarse
como producto de matrices, siempre que estén todas perfectamente definidas)

SOLUCION:

Sabemos que S(1) = {(z,y,2) € R} /ox+y—2z= 0}. Una base ortogonal de S(1) es {(1,—1,0),(1,1,2)}. Como se trata
de una simetria, sabemos que S(1)* = S(—1), por lo que S(—1) = ((1,1,—1)). Se normalizan los vectores y en la base (el

resultado visto en teoria pone como hipétesis base ortonormal, si no se ortonormaliza la base no es correcto, salvo que se

demuestre que la base puede ser sélo ortogonal) B = {(%, —\%,0) , (\/Lé, \/ig, %) , (\/ig, %, —%)} la matriz asociada a

10 0 1/v2 1/V6 1/V3

la simetria serfa: M =1 0 1 0 Llamando P = | —1/v2 1/v6 1/V/3 se tiene el siguiente cambio de base:
00 -1 0 2/vV6 —1/V/3
M
R® — R?® 1/3  —2/3 2/3
P | | P — A=PMP'=pPMP' = —-2/3 1/3 2/3
R*> — R? 2/3  2/3 1/3

(3) (1.25 puntos) En IR® se considera la aplicacién cuya expresién en coordenadas respecto de la base canénica es q(z,y, z) =
322 +4ay + 2y +4rz +2yz + 222 y la familia de endomorfismos cuya expresién en coordenadas respecto de la base canénica
es Ty (2,9, 2) = (ax + (a — 3)y,3y, (3 —a)x + (3 — a)y + 3z) Demostrar que ¢ es un cuadrado escalar, utilizando el método
de Gauss. jPara qué valores de a € IR es T, un operador simétrico, respecto de dicho producto escalar?

SOLUCION:

Apliquemos el método de Gauss a la aplicacion g:

2 2
q(z,y,2) = 32% + 4oy + 2% + dxz + 2yz + 222 = 3 <:c2 + 2z <3y + 3z>) + 2% + 2yz + 222 =
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Como los coeficientes dy, do, d3 son estrictamente positivos, se trata de un cuadrado escalar.La matriz asociada al producto
3 2 2
escalar asociadoseria G = | 2 2 1 |.Paraque el operador sea simétrico debe cumplirse que GA sea una matriz simétrica:
2 1 2

a+6 a+3 6
GA = a+3 a+3 3 — Va € R
6 3 6

El operador es siempre simétrico, independientemente del valor de a € IR elegido.

(4) (1.0 puntos) Supongamos que en una economia simple existen tres industrias que estdn interrelacionadas y son inde-
pendientes de las demds. Llamaremos a las industrias A, B y C. La industria A consume 7/16 del total de su produccién,
3/6 de la produccién de B y 3/16 de la produccién de C'. La industria B consume 1/6 d su propia produccién, 5/16 de la
de Ay 5/16 de la de B. La industria C' consume 8/16 de su propia produccién 4/16 de la produccién de A y 2/6 de la de
B. Considerando una condicién de equilibrio, es decir, los ingresos de cada sector coinciden con sus gastos, determine las
relaciones entre los ingresos de cada sector. Suponiendo que la suma total de los ingresos anuales de las tres industrias es de
1496 millones de euros, calcule los ingresos anuales de cada industria.

SOLUCION:

Llamemos p 4 al precio por unidad de producto de la industria A, pg al precio por unidad de producto de la industria B y
pc al precio por unidad de producto de la industria C'. La relacién que se debe verificar para conseguir el equilibrio es que
precios=gastos, es decir, debemos resolver el sistema siguiente:

pa = =pa+ 3pp + Epc 0=—2pa+ 2ps+ pc
pp = 1gPA+ §ps + 15pc ¢ — 0= {gpa— gpp + 3gPC
pe = 1gpa + 3pB + 1gPC 0= {gpa + §PB — 6PC

Para resolver el sistema homogéneo calcularemos la matriz escalonada reducida de la matriz de coeficientes:

_9 3 3 _9 3 3 _9 3 3
16 6 16 16 6 16 16 6 16
A= 5 _5 5 5 _5 5 1 7 13
16 6 16 F3 —>F3—|—F1 —|—F2 16 6 16 F2 —>2*F2+F1 16 6 16
4 2 8
4 2 8 0 0 0 0 0 0
1 7 13 56 56
LI B 1 =% 13 1 =% 13
— 2 3 E | ——— -9 8 3 [———| 0 —160 120
F1<—>F2 F1<—>16F1 F2+9F1
0 0 0 Fy — 16F 0 0 0 0 0 0
56
1 -5 13 10 -1
S I [
—F2/160 F1—|—F256/3
0 0 0 0 0 O

3
Por lo tanto, la relacién entre los precios es pa = p. y pp = ipc.

Si la suma total de los ingresos anuales de las tres industrias es 1496 millones de euros, entonces:

3 11
1496 = pa +pB + pPC =pc+ 3pc+pe = pc—po =544 — py = 544 — pp = 408



