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Introduccién

Ley de composicion interna

Definicién 2.1

Sea A # () llamaremos operacion interna en A, ley de composicion
interna en A o, de forma abreviada, Ici, a cualquier aplicacion del
producto cartesiano A X A en A:

x: AXA — A
(a,b) — axb=cecA
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.1

i Cudles de las siguientes operaciones son Ici?

a) Suma de ndmeros naturales
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.1

i Cudles de las siguientes operaciones son Ici?
a) Suma de ndmeros naturales

b) Resta de nidmeros naturales
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.1

i Cudles de las siguientes operaciones son Ici?
a) Suma de ndmeros naturales
b) Resta de nidmeros naturales

¢) Producto de nimeros racionales
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.1

i Cudles de las siguientes operaciones son Ici?
a) Suma de ndmeros naturales
b) Resta de nidmeros naturales
¢) Producto de nimeros racionales

d) Producto de nimeros irracionales
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.1

i Cudles de las siguientes operaciones son Ici?
a) Suma de ndmeros naturales
b) Resta de nidmeros naturales
¢) Producto de nimeros racionales
d) Producto de nimeros irracionales

e) Producto de nimeros reales
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Introduccién

Conjuntos y leyes

i Cudles de las siguientes operaciones son Ici?
a) Suma de ndmeros naturales
b) Resta de nidmeros naturales
¢) Producto de nimeros racionales
d) Producto de nimeros irracionales
e) Producto de nimeros reales

f) Division de nidmeros reales
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Introduccién

Ley de composicién externa

Definicién 2.2

Sean A y K dos conjuntos, llamaremos operacién externa o ley de
composicion externa en A (de forma abreviada Ice) con dominio de
operadores en K a cualquier aplicacion del producto cartesiano

K x A en A:

KxA — A
(a,b) — a-b=cecA
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.2

i Cudles de las siguientes operaciones son Ice?

a) Producto de un niimero real por un elemento de R?
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.2

i Cudles de las siguientes operaciones son Ice?
a) Producto de un niimero real por un elemento de R?

b) Producto de un niimero racional por un elemento de R3
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.2

i Cudles de las siguientes operaciones son Ice?
a) Producto de un niimero real por un elemento de R?
b) Producto de un niimero racional por un elemento de R3

c) Producto de un niimero real por un elemento de Q?
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Introduccién

Conjuntos y leyes

Ejemplo 2.2

i Cudles de las siguientes operaciones son Ice?
a) Producto de un niimero real por un elemento de R?
b) Producto de un niimero racional por un elemento de R3
c) Producto de un niimero real por un elemento de Q?

d) Producto de un nimero natural por nimeros reales
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Introduccién

Un grupo es una estructura algebraica formada por un conjunto G
y una l.c.i. x, (G, *) tal que se cumple:

a) Asociativa: ax (bxc) = (axb)xc,Va,b,ce G
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Introduccién

Definicién 2.3
Un grupo es una estructura algebraica formada por un conjunto G
y una l.c.i. x, (G, *) tal que se cumple:

a) Asociativa: ax (bxc) = (axb)xc,Va,b,ce G
b) Elemento neutro: e € G tal que axe =exa=a,Vac G
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Introduccién

Definicién 2.3
Un grupo es una estructura algebraica formada por un conjunto G
y una l.c.i. x, (G, *) tal que se cumple:

a) Asociativa: ax (bxc) = (axb)xc,Va,b,ce G
b) Elemento neutro: e € G tal que axe =exa=a,Vac G

¢) Elemento simétrico: Va € G 33’ € G tal que axa =a' xa=¢e

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez Tema 2: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales



Introduccién

Definicién 2.3
Un grupo es una estructura algebraica formada por un conjunto G
y una l.c.i. x, (G, *) tal que se cumple:

a) Asociativa: ax (bxc) = (axb)xc,Va,b,ce G
b) Elemento neutro: e € G tal que axe =exa=a,Vac G
¢) Elemento simétrico: Va € G 33’ € G tal que axa =a' xa=¢e

Si % es conmutativa, (Va,b € G se verifica que ax b= b x a),
entonces diremos que se trata de un grupo conmutativo o abeliano.
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +4)
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +4)
b) (N,-)
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3
i Cudles de los siguientes pares son grupos?
a) (N,+)

b) (N,-)
c) (Z,+)
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a ,+)
N,-)
Z,+)
Z,-)

o

) (N
)
)
)

g

/\/\/\/\

Q.
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +)
)

S
Z

)
)

o
N

)
)
)

Q.

Z, -

(N,
(N,
(
(Z,)

(Q,+)

D
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +) f) (Q-)
)

S
Z

)
)

o
N

)
)
)

Q.

Z, -

(N,
(N,
(
(Z,)

(Q,+)

D
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

S
Z

a)
)

o
N

)
) (Z,+)
)

)

Q.

Z, -

(N,
(N,
(
(Z,)

(Q,+)

D
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +) f) (Q,)
b) (N,-) g) (Q\{0},")
c) (Z,+) h) (R,+)

Q.

)
)

Z, -

(N,
(
(
(Z,)

(Q,+)

D
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +) f) Q)
b) (N, ) g) (Q\{0},)
c) (Z,+) h) (R,+)
d) (Zv i) (R")
(

)
Q. +)

D

)
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +) f)
)

S
Z

o
N

)
)
)

Q.

Z, -

)

) h)
) )
Q,+) J)

(N,
(N,
(
(
(

D
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Introduccién

Algunos grupos

Ejemplo 2.3

i Cudles de los siguientes pares son grupos?

a) (N, +) f)
)

S
Z

o
N

)
)
)

Q.

Z, -

)

) h)
) )
Q,+) J)

(N,
(N,
(
(
(

D
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Introduccién

Definicién 2.4

Una estructura algebraica formada por un conjunto y dos Ici
(K, +, 0) diremos que es un cuerpo cuando (K, +) es grupo
abeliano cuyo neutro llamaremos 0 y (K '\ {0},0) es un grupo, a
cuyo neutro llamaremos 1 y las leyes cumplen la propiedad
distributiva:

Va, b, c € K, (a+b)oc=aoc+boc
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Introduccién

Definicién 2.4

Una estructura algebraica formada por un conjunto y dos Ici
(K, +, 0) diremos que es un cuerpo cuando (K, +) es grupo
abeliano cuyo neutro llamaremos 0 y (K '\ {0},0) es un grupo, a
cuyo neutro llamaremos 1 y las leyes cumplen la propiedad
distributiva:

Va, b, c € K, (a+b)oc=aoc+boc

Cuando la segunda ley es conmutativa diremos que se trata de un
cuerpo conmutativo o abeliano.
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Introduccién

Algunos cuerpos

Ejemplo 2.4

¢ Cudles de las siguientes ternas son cuerpos?

a) (N, +,.)
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Introduccién

Algunos cuerpos

Ejemplo 2.4

¢ Cudles de las siguientes ternas son cuerpos?

a) (N, +,.)
b) (Z,+,.)
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Introduccién

Algunos cuerpos

Ejemplo 2.4

¢ Cudles de las siguientes ternas son cuerpos?
a) (N, +,.)
b) (Z,+,.)
<) (@ +)
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Introduccién

Algunos cuerpos

Ejemplo 2.4

¢ Cudles de las siguientes ternas son cuerpos?
a) (N, +,.) d) (R,+,.)
b) (Z,+,.)
<) (@ +)
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Introduccién

Algunos cuerpos

Ejemplo 2.4

¢ Cudles de las siguientes ternas son cuerpos?

a) (N,+,.) d) (R, +,.)
b) (Z,+,.) e) (C,+,.)
c) (Q+,.)
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Introduccién

Algunos cuerpos

Ejemplo 2.4

¢ Cudles de las siguientes ternas son cuerpos?

a) (N, +,.) d) (R,+,.)
b) (Z,+,.) e) (C,+,)
c) (Q+,.) f) (Mnxn(R), +,°)
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Generalidades

Espacios vectoriales

Espacios vectoriales

Definicién 2.5

Un espacio vectorial es un conjunto V' # () con una Ici + y una Ice
- con dominio en un cuerpo (K, +, ) que verifican:

a) (V,+) es grupo abeliano
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Generalidades
Subespac
Espacios vectoriales Combi

Espacios vectoriales

Definicién 2.5

Un espacio vectorial es un conjunto V' # () con una Ici + y una Ice
- con dominio en un cuerpo (K, +, ) que verifican:

a) (V,+) es grupo abeliano

b) distributiva para la suma de vectores:
Vae KVi,veV a(i+V)=ald+av
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Generalidades

s
Espacios vectoriales Combinaciones li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio al de las matrices

Espacios vectoriales

Definicién 2.5
Un espacio vectorial es un conjunto V' # () con una Ici + y una Ice
- con dominio en un cuerpo (K, +, ) que verifican:

a) (V,+) es grupo abeliano
b) distributiva para la suma de vectores:
Vae KVi,veV a(i+V)=ald+av

c) distributiva para la suma de escalares:
Vo, € KVi eV (a+ p)i = ai + [d
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Generalidades

s
Espacios vectoriales Combinaciones li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio al de las matrices

Espacios vectoriales

Definicién 2.5
Un espacio vectorial es un conjunto V' # () con una Ici + y una Ice
- con dominio en un cuerpo (K, +, ) que verifican:

a) (V,+) es grupo abeliano

b) distributiva para la suma de vectores:
Vae KVi,veV a(i+V)=ald+av

c) distributiva para la suma de escalares:
Vo, € KVi eV (a+ p)i = ai + [d

d) Vo, € KVi € V a(Bd) = (af)d
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Generalidades

s

Espacios vectoriales Combinaciones li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio al de las matrices

Espacios vectoriales

Definicién 2.5
Un espacio vectorial es un conjunto V' # () con una Ici + y una Ice
- con dominio en un cuerpo (K, +, ) que verifican:

a) (V,+) es grupo abeliano

b) distributiva para la suma de vectores:
Vae KVi,veV a(i+V)=ald+av

c) distributiva para la suma de escalares:
Vo, € KVi eV (a+ p)i = ai + [d

d) Vo, € KVi € V a(Bd) = (af)d

e)VieVli=1u
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Espacios vectoriales b es radores y bases

Propiedades

Propiedades 2

Para cada v € V y para cada a € K se cumple:
a) OV =

%
0
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Generalidades
Subes

Combi sistemas generadores y bases

Espacios vectoriales

al de las matrices

Propiedades

Propiedades 2

Para cada v € V y para cada a € K se cumple:
a) Ov
b) a0

v
0
0
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Espacios vectoriales

sistemas generadores y bases

de las matrices

Propiedades

Propiedades 2
Para cada v € V y para cada a € K se cumple:

%
=0
0
0

—v=0o0biena=0
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Generalidades
Subespacio:
Espacios vectoriales Combi ones stema eradores y bases

Propiedades
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combina es lineales, sistemas generadores y bases

de las matrices

Subespacios vectoriales

Definicién 2.6

Si V' es un espacio vectorial y H es un subconjunto de V, diremos
que H es un subespacio vectorial de V' si, con las leyes suma y
producto por un escalar definidas en V' y restringidas a H se tiene
que es un espacio vectorial.

Se denotard por:
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combina s lineales, generadores y bases
Suma e inte n
Ele rial de las matrices

Caracterizacion

Sea V un espacio vectorial, y H C V con H # () entonces H es
subespacio vectorial de V si y sélo si se cumplen las dos
propiedades siguientes:

a) Vi,veH id+veH
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combina s lineales, generadores y bases
Suma e inte n
Ele rial de las matrices

Caracterizacion

Sea V un espacio vectorial, y H C V con H # () entonces H es
subespacio vectorial de V si y sélo si se cumplen las dos
propiedades siguientes:

a) Vi,veH id+veH

b) Vie HVae K aueH
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combina es lineales, sistemas generadores y bases

de las matrices

Aplicaciones

Ejemplo 2.5

¢ Cudles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de
R2?

a) {(vavz)ER/X+y:]_}
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combina es lineales, sistemas generadores y bases

de las matrices

Aplicaciones

Ejemplo 2.5

¢ Cudles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de
R2?

a) {(x,y,z) eR / x+y=1}

b) {(x,y,2) ER / x+2y = 0}
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combir li s, sistemas generadores y bases
Suma e interseccid
e las matrices

Aplicaciones

Ejemplo 2.5

¢ Cudles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de
R2?

a) {(x,y,z) eR / x+y=1}

b) {(x,y,z) e R / x+2y =0}

c) {(x,y,z) R/ x*+y =0}
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combir li s, sistemas generadores y bases
Suma e interseccid
e las matrices

Aplicaciones

Ejemplo 2.5

¢ Cudles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de
R2?

a) {(x,y,2) eER / x+y =1}

b) {(x,y,2) €R / x+2y = 0}

c) {(x,y,z) R/ x*+y =0}

d) {(x,y,z) e R/ x—3y =0con x > 0}
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combir li s, sistemas g
Suma e interseccid
e las matrices

eradores y bases

Sistemas de vectores

Definicién 2.7
Sea V' un espacio vectorial, y sean Vi, Vs, ..., V, vectores de V, al
conjunto ordenado
{V17 V2,..., Vn}
le llamaremos sistema de vectores de V. Obsérvese que, al ser un

conjunto ordenado, cada vector esta en una posicion, y si
reordenamos el sistema cambia. Ademas se pueden repetir vectores.
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Generalidades
Subes s vectoriales

Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma cién

rial de las matrices

Combinaciones lineales

Definicion

Dado el sistema de vectores
S={V,,...,Vn}
llamaremos combinacion lineal de S a cualquier vector de la forma
0= o1V + aovo + - + apvy

con a1, Qa,...,a, € K
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma e inte ién
El espacio al de las matrices

Subespacio generado por un sistema de vectores

Definicién 2.9
Dado el sistema de vectores

S={v,,...,Vn}
llamaremos generado por S al conjunto

(S ={a1vh + agvo + -+ apVy / a1, 9,...a, € K}

S)y<v

y diremos que S genera (S) o también que es generador de (S)
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma
El espa de las matrices

Sistemas ligados y libres

Definicién 2.10

Un sistema de vectores S = {Vi, Vo, ..., V,} diremos que es ligado,
o también que los vectores de S son linealmente dependientes, si
uno de ellos es combinacion de los demds, equivalentemente, si 0
es combinacion lineal de S con no todos los escalares que
intervienen nulos.
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Generalidades
Subespacios vectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma e inte ién
El espacio al de las matrices

Sistemas ligados y libres

Definicién 2.10

Un sistema de vectores S = {Vi, Vo, ..., V,} diremos que es ligado,
o también que los vectores de S son linealmente dependientes, si
uno de ellos es combinacion de los demds, equivalentemente, si 0
es combinacion lineal de S con no todos los escalares que
intervienen nulos.

Definicion 2.11

Si el sistema no es ligado diremos que es libre y que sus vectores
son linealmente independientes. Esto es equivalente a que la dnica
combinacion lineal nula de S es aquella en la que todos los
escalares son Q.
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma
El espa de las matrices

Sistemas libres

Ejemplo 2.6

; Cudles de los siguientes sistemas de vectores de R3 son libres?
a) {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,1),(-1,1,0)}
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Espacios vectoriales

Sistemas libres

Ejemplo 2.6

; Cudles de los siguientes sistemas de vectores de R3 son libres?
a) {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,1),(-1,1,0)}
b) {(1,0,2),(1,1,2)}
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Espacios vectoriales

Sistemas libres

; Cudles de los siguientes sistemas de vectores de R3 son libres?
a) {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,1),(-1,1,0)}
b) {(1,0,2),(1,1,2)}
c) {(0,1,0),(0,0,0)}
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Espacios vectoriales

Sistemas libres

; Cudles de los siguientes sistemas de vectores de R3 son libres?
a) {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,1),(-1,1,0)}
b) {(1,0,2),(1,1,2)}
c) {(0,1,0),(0,0,0)}
d) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
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oriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma e int

El espacio de las matrices

Definicion 2.12

Si H es un subespacio vectorial de V/, diremos que un sistema de
vectores de H es una base si es sistema generador de H y es libre.
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Generalidades
Subes s vectoriales

Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma cién

rial de las matrices

Bases de subespacios

Ejemplo 2.7
Dado el conjunto

H={(x,y,z) eR® / x+y+2z=0}
demuestra que el sistema de vectores
B=1{(2,0,-1),(1,1,-1)}

es una base de H.
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ectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma n
El espa de las matrices

Coordenadas

Teorema 2.1 (de la representacién tnica)

Sea B = {Vi, Vo, ...Vs} una base del espacio V, entonces, para
cada U € V existe un tnico conjunto de escalares a,ay, . .., ap,
tales que

Vi + ooV + -+ apV, = U
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ectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma n
El espa de las matrices

Coordenadas

Teorema 2.1 (de la representacién tnica)

Sea B = {Vi, Vo, ...Vs} una base del espacio V, entonces, para
cada U € V existe un tnico conjunto de escalares a,ay, . .., ap,
tales que

Vi + ooV + -+ apV, = U

«; es la coordenada i-ésima del vector i en la base B, y a los
vectores «jV; componente i-ésima.
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Espacios vectoriales

Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Sumaei
El e

de las matrices

Sistemas equivalentes

Definicién 2.13

Diremos que dos sistemas, S y S’, del espacio vectorial V son

equivalentes cuando el generado por ambos coincida, es decir,
cuando (S) = (§')

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez

Tema 2: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales



ectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma n
El espa de las matrices

Operaciones elementales

Propiedades 2.13.2

Dado § = {1, Vh,...,Vp} un sistema de vectores, los siguientes
sistemas son equivalentes a S:

a) {Vi,va,...,Vp,a1Vi + Vo + - - Vi }
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ectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma n
El espa de las matrices

Operaciones elementales

Propiedades 2.13.2

Dado § = {1, Vh,...,Vp} un sistema de vectores, los siguientes
sistemas son equivalentes a S:

a) {Vi,va,...,Vp,a1Vi + Vo + - - Vi }
b) {a\71,\72,...,\7,,} con 04760
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ectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma n
El espa de las matrices

Operaciones elementales

Propiedades 2.13.2

Dado § = {1, Vh,...,Vp} un sistema de vectores, los siguientes
sistemas son equivalentes a S:

a) {Vi,va,...,Vp,a1Vi + Vo + - - Vi }
b) {a\71,\72,...,\7,,} con 04760

C) {\72, \71,. 50y \7,,}
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ectoriales
Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma n
El espa de las matrices

Operaciones elementales

Propiedades 2.13.2

Dado § = {1, Vh,...,Vp} un sistema de vectores, los siguientes
sistemas son equivalentes a S:

a) {Vi,va,...,Vp,a1Vi + Vo + - - Vi }
b) {a\71,\72,...,\7,,} con 04760
C) {\72,\7]_,...,\7,,}

d) {\71+a2\72+---an\7n,\72,...,\7n}
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Sumaei

Ele de las matrices

Teorema

Teorema 2.2 (Fundamental de la independencia)

SiB = {1, Vh,...Vp} es un sistema generador de V y
S ={u1,Uo,...Up} es un sistema libre de V, entonces p < n
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma
El espa de las matrices

Espacios de dimensidn finita

Definicion 2.14

Sea V' un K-espacio vectorial. Si existe B = {vi, Vo, ...V,} base de
V diremos que V' es un espacio de dimension finita y llamaremos
dimension de V' al ndmero natural n = dim V. Si V no posee base

finita diremos que es de dimensién infinita, y si V = {5} diremos

quedimV =0
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Sumaei
El e de las matrices

Dimensién de subespacios

Teorema 2.3

Sea V' un K-espacio vectorial de dimension n, si U < V entonces
U también es un espacio vectorial de dimensién finita y ademds
dmU<dimV =n
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma
El espa de las matrices

Dimensién de subespacios

Teorema 2.3

Sea V' un K-espacio vectorial de dimension n, si U < V entonces
U también es un espacio vectorial de dimensién finita y ademds
dmU<dimV =n

Teorema 2.4

Todas las bases de un espacio vectorial de dimension finita tienen
el mismo niimero de elementos.
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Espacios vectoriales

Fijemos una base y expresemos los vectores en coordenadas, como
sigue:

up = (x1,Xx2, ..., Xn)

U2 = (Y1,¥2,- -, ¥n)

Um:(elae27--'aen)

Si la matriz escalonada asociada a

(X1, X2, .., Xn)
(Y1, Y251 ¥n)

(61,62, .. .,e,,)

no contiene filas nulas, el sistema es libre.
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Espacios vectoriales

Sistemas libres y ligados

Ejemplo 2.8

Decide si los sistemas siguientes de R3 son libres o ligados:

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez
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Espacios vectoriales Combinaciones ||nea|es sistemas generadores y bases
Sumaei cio

Ele

(1) ()

= Base &=

(6) (5)

—
w
~

Ecuaciones
implicitas

Ecuaciones
paramétricas

Sistema
generador

1

—~~
~
N
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Espacios vectoriales

Método practico

Ejemplo 2.9

Realizar todos los pasos anteriores para pasar de una descripcion a
otra del subespacio de R®:

U=1(1,1,1,1,1),(2,—1,2,-3,1),(3,0,3,-3,1),(1,1,1,0,0))
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma
El espa de las matrices

Teorema 2.5 (de la base incomplet

Si§S = {Vi,Vo,...Vp} es un sistema libre del espacio vectorial V
de dimensién n, existen Uy, ..., Up,—p vectores de V tales que el
siguiente sistema de vectores es una base:

{Vi, Vo, ... Vp,U1,...,Un—p}
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Sumaei
El e de las matrices

Ejemplo del TBI

Ejemplo 2.10

Si V =R® el sistema
s$=4{(1,1,1,0,0),(1,1,3,2,1),(1,-2,1,1,—-1)} jes libre?. En
caso de serlo, completar a una base de R®.
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma
El espa de las matrices

Base en subespacios de dimensidn finita

Sea V un espacio de dimV =n, y sea S = {Vq, Va,...Vp} un
sistema de vectores de V/, entonces:

a) Si S es libre entonces es base de V
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Suma
El espa de las matrices

Base en subespacios de dimensidn finita

Sea V un espacio de dimV =n, y sea S = {Vq, Va,...Vp} un
sistema de vectores de V/, entonces:

a) Si S es libre entonces es base de V

b) Si S es sistema generador de V, entonces es base.
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Espacios vectoriales Combinaciones lineales, sistemas generadores y bases
Sumaei

Ele de las matrices

Rango de subespacios vectoriales

Definicién 2.15
Se llama rango de un sistema de vectores a la dimension del
subespacio generado por dicho sistema.
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Espacios vectoriales

Rango de subespacios vectoriales

Definicion 2.15

Se llama rango de un sistema de vectores a la dimension del
subespacio generado por dicho sistema.

Ejemplo 2.11

Calcilese el rango del sistema de vectores
5$=1{(1,1,1),(1,0,1),(0,1,0),(2,5,2)} y describase (S) dando
sus ecuaciones paramétricas, implicitas y una base.
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Generalidades
Subes
Espacios vectoriales Combi nes | sistemas generadores y bases
Suma e interseccién
El espacio vectorial de las matrices

Suma e interseccion de subespacios

Definicion 2.16

Dados V' un K-espacio vectorial, y Uy y Uy dos subespacios
vectoriales suyos, llamaremos subespacio interseccion al conjunto

UlﬂUQZ{VEV/VEUlyVGUQ}
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Generalidades
Sube: oS S
Espacios vectoriales Combir li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Suma e interseccion de subespacios

Definicion 2.16

Dados V' un K-espacio vectorial, y Uy y Uy dos subespacios
vectoriales suyos, llamaremos subespacio interseccion al conjunto

UlﬂUQZ{VE V/\7€ UlyVG U2}
Llamaremos subespacio suma al conjunto

U1+U2:{7€V/V:\71+\72 ta/que\71€U1y72€U2}
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Generalidades
Subes
Espacios vectoriales Combina s | sistemas generadores y bases

Suma e interseccién
El espacio vectorial de las matrices

Propiedades 2.16.3

Sea V' un K-espacio vectorial y sean Uy y U> dos subespacios
vectoriales suyos, entonces Uy N Uy y Uy + U, son subespacios
vectoriales de V. Ademas:

Unhb <Ui+U; <V
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Espacios vectoriales g eradores y bases
Suma e interseccién
El espacio al de las matrices

Unién de subespacios

La unién de subespacios no siempre es subespacio, por ejemplo,
dados los subespacios

{(X,y,z)€R3/x:z}, {(X,y,z)€R3/x:y}
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Espacios vectoriales S stemas generadores y bases
Suma e interseccién
El espacio vectorial de las matrices

Unién de subespacios

La unién de subespacios no siempre es subespacio, por ejemplo,
dados los subespacios

{(X,y,z)€R3/x:z}, {(X,y,z)€R3/x:y}

los vectores (1,0,1) y (1,1,0) estan en la unidn y sin embargo
(1,0,1) +(1,1,0) = (2,1,1) no esta en la unidn.
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Espacios vectoriales Combir sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Calculo de la suma de subespacios

Propiedades 2.16.4

Sea V' un K-espacio vectorial, y U1 y U, dos subespacios
vectoriales suyos, S; un sistema generador de Uy y S> un sistema

generador de Uy, entonces S1|J Sy es un sistema generador de
Ui + Us.
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Espacios vectoriales Combinacione , sistemas generadores y bases
Suma e
El espacio vectorial de las matrices

Calculo de la suma de subespacios

Propiedades 2.16.4

Sea V' un K-espacio vectorial, y U1 y U, dos subespacios
vectoriales suyos, S; un sistema generador de Uy y S> un sistema
generador de Uy, entonces S1|J Sy es un sistema generador de
Ui + Us.

Ejemplo 2.12

En R*, calcular una base de la suma del subespacio
U; =< (1,0,1,1),(0,1,1,1) > y el subespacio
U =< (1,-1,0,0),(1,1,1,1),(1,0,0,0) >
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Espacios vectoriales Combir sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Teorema de las dimensiones

Sea V' un K-espacio vectorial, y sean Uy y U> dos subespacios
vectoriales suyos, entonces:

dim(Ul + U2) = dim(U1) + dim(U2) = dim(U1 N U2)
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Generalidades
Subesp. s
Espacios vectoriales Combinac li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Teorema de las dimensiones

Sea V' un K-espacio vectorial, y sean Uy y U> dos subespacios
vectoriales suyos, entonces:

dim(U; + Uz) = dim(U1) + dim(Uz) — dim(U;y N Us)

Ejemplo 2.13

Calciilense una base de la suma y una base de la interseccion de
los subespacios siguientes:

U =<(1,2,1,0),(-1,1,1,1) >

Uy =< (2,1,0,-1),(1,-1,3,7) >
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Espacios vectoriales Combir sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Suma directa

Definicién 2.17

Sea V' un K-espacio vectorial, y sean Uy y U> dos subespacios
vectoriales suyos, diremos que la suma es directa y lo denotaremos
por Uy & Us, cuando cada vector de la suma se descomponga de
forma tnica en suma de un vector de Uy y otro de Us.
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Generalidades
Subes
Espacios vectoriales Combina s | sistemas generadores y bases
Suma e interseccién
El espacio vectorial de las matrices

Caracterizaciones

Propiedades 2.17.5

Sea V' un K-espacio vectorial, Uy, U, < V. Son equivalentes:

a) La suma de Uy y U, es directa.
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Generalidades
Subesp. s
Espacios vectoriales Combinaciones li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Caracterizaciones

Propiedades 2.17.5

Sea V' un K-espacio vectorial, Uy, U, < V. Son equivalentes:
a) La suma de Uy y U, es directa.

b) La union de una base de Uy y una base de U, es un sistema
libre de Uy + Us.
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Generalidades
Subesp. s
Espacios vectoriales Combinaciones li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Caracterizaciones

Propiedades 2.17.5

Sea V' un K-espacio vectorial, Uy, U, < V. Son equivalentes:
a) La suma de Uy y U, es directa.

b) La union de una base de Uy y una base de U, es un sistema
libre de Uy + Us.

C) dim(Ul + U2) = dim(Ul) aF dim(Uz)
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Generalidades
Subesp. s
Espacios vectoriales Combinaciones li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Caracterizaciones

Propiedades 2.17.5

Sea V' un K-espacio vectorial, Uy, U, < V. Son equivalentes:

a) La suma de Uy y U, es directa.

b) La union de una base de Uy y una base de U, es un sistema
libre de Uy + Us.

C) dim(Ul + U2) = dim(Ul) aF dim(Uz)
d) Sith+d,=0coniy € Uy y b € U entoncesﬁlzﬁy
to = 0.
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Generalidades
Subesp. s
Espacios vectoriales Combinaciones li s, sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Caracterizaciones

Propiedades 2.17.5

Sea V' un K-espacio vectorial, Uy, U, < V. Son equivalentes:

a) La suma de Uy y U, es directa.

b) La union de una base de Uy y una base de U, es un sistema
libre de Uy + Us.

C) dim(Ul + U2) = dim(Ul) aF dim(Uz)

d) Sith+d,=0coniy € Uy y b € U entoncesﬁlzﬁy
to = 0.

e) UinNnU, = {6}
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Generalid

Espacios vectoriales cio e generadores y bases

Ejemplo de suma directa

Ejemplo 2.14

Demuéstrese que: ((1,1,1),(1,0,2)) y ((1,0,0),(2,1,3)) no son
suma directa y que ((1,1,1,1),(1,0,1,1)) y
((0,0,1,1),(0,0,0,1)) s lo son.
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Generalid

Espacios vectoriales Combi es sistemas generadores y bases
Suma e interseccién
El espacio vectorial de las matrices

Subespacios suplementarios

Definicién 2.18
Sea V' un K-espacio vectorial de dimension finita, y sean Uy y Us
dos subespacios vectoriales suyos, diremos que Uy y Uy son
suplementarios en V' si

V=U2a&U,
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Generalid

Espacios vectoriales Combi es sistemas generadores y bases
Suma e interseccién
El espacio vectorial de las matrices

Caracterizacion

Propiedades 2.18.6

Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita, y Uy y Uy son
dos subespacios vectoriales suyos, Uy y U> son suplementarios en
V si y sélo si

a) Ui Us = {6}
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Espacios vectoriales Combir sistemas generadores y bases
Suma e intersecc
El espacio vectorial de las matrices

Caracterizacion

Propiedades 2.18.6

Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita, y Uy y Uy son
dos subespacios vectoriales suyos, Uy y U> son suplementarios en
V si y sélo si

a) Ui Us = {6}
b) Ui+ Up =V
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Espacios vectoriales g es line stema neradores y bases
Sumaei
El espacio vectorial de las matrices

Con la suma y el producto por un escalar, el conjunto M pxn(K)
es un K—espacio vectorial.

Una base del espacio vectorial M ,x,(K) es:

{Ej=(ew) /ej=1y e=0con(k,1)#(i,j)}

dim (M mxn(K)) = mn
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Espacios vectoriales g es line stema neradores y bases
Sumaei
El espacio vectorial de las matrices

Rango de una matriz

Dada A = (aj) € Mmxn(K), llamaremos sistema de los vectores
filas de A:

Sf = {(311, a1, ..., al,,), ey (aml, adm2y -, am,,)}
y sistema de los vectores columna de A :
SC = {(311, azil, ..., aml), ey (al,,, Ao2ny ...y am,,)}

rgSr = rgSc = rg(A)
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Espacios vectoriales Combi ones stema eradores y bases
Suma e int 6n
El espacio vectorial de las matrices

Calculo del rango de una matriz

Ejemplo 2.

-1
0
-1
1

€ Muxs(R)

O = O =
O = N
\
N =
= =N W

Calcular rg(A)
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Generalidades

Espacios vectoriales

Suma e interseccién
El espacio vectorial de las matrices

Matrices regulares

Diremos que una matriz es regular si S¢ y Sc son sistemas libres.
Como rgS¢ = rgS¢ la matriz debe ser cuadrada.

Ejemplo 2.16

2
1
1 21 -1
0 11 1

El sistema de las filas de A estd en R® y es
Sr={(1,2,-1,3,-1),(0,1,1,2,0),(1,1,-2,1,-1),(0,0,1,1,1)}

Su rango es 3
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Generalid
Sub
Espacios vectoriales Combina es line sistema neradores y bases
Sumaei
El espacio vectorial de las matrices

Matrices regulares

Diremos que una matriz es regular si S¢ y S son sistemas libres.
Como rg5¢ = rgSc la matriz debe ser cuadrada.

A regular < es inversible.

Ejemplo 2.17

Calcular las matrices inversas de las siguientes matrices:

2 1 00 1 1 1 1
3 200 1 1 -1 -1
1 1 3 4|’ 1 -1 1 -1
2 -1 2 3 1 -1 -1 1
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Espacios vectoriales es sistemas eradores y bases

El espacio vectorial de las matrices

Cambio de base en espacios vectoriales

Sea V K-espacio vectorial, dim V = n, B = {i, tp,...,Un} y

B' = {é,&,...,8&,} dos bases de V. Buscamos una relacién entre
las coordenadas de un vector respecto de la base B y sus
coordenadas en la base B’. Si se suponen conocidas las
coordenadas de B’ respecto de la base B,

€1 = ai1l1 + a1z + - - - an1lp
€ = ajply + axplz + - - - ap2Up
€n = aipll + axplz + - - - applp

Se considera el vector genérico es
V= x1l1 + Xolip + - - Xplip = }/151 +)/2§2 +-- ’yngn-
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Espacios vectoriales g es line stema neradores y bases
Sumaei
El espacio vectorial de las matrices

Relacién matricial

a1 ai12 -+ din n X1
dp1 d2 - azn Y2 X2
dnl dn2 - dnpn Yn Xn

A la matriz
d11 412 - din
a1 axz -+ axp

dnl dn2 *°°  dnn

la llamaremos matriz del cambio de la base 13 a la base 5.
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Espacios vectoriales Combir es linea sistemas generadores y bases
Suma e ir
El espacio vectorial de las matrices

Cdlculo de la matriz de cambio de base

La matriz de un cambio de base es tinica y regular. Ademas P!
representa el cambio de la base B’ a la base B

Ejemplo 2.18

Calcular la matriz de cambio de base de la base
{(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1)} de R3 a /a base
{(1,-1,0),(0,2,1),(0,0,1)}
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Determinantes

Definicidn

dil1 di2 ... din
dp1 dp2 ... aon

A= : : : € Mpxn(K)
anl adn2 ... dnn

Llamaremos determinante de A al escalar

det(A) = Z alll 32’2 .. an’-n(_l)[(ilvi27"'ain)]

(1,02, yin)
permutacion de
(1,2,...,n)
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Determinantes

Ejemplos

Ejemplo 2.19

Contaremos el nimero de inversiones de la permutacion
(3,9,5,2,1,7,8,6,4)
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Determinantes

Ejemplos

Ejemplo 2.19

Contaremos el nimero de inversiones de la permutacion
(3,9,5,2,1,7,8,6,4)

Ejemplo 2.20

Férmula de determinantes de orden 2 y 3
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Determinantes

Ejemplos

Ejemplo 2.19

Contaremos el nimero de inversiones de la permutacion
(3,9,5,2,1,7,8,6,4)

Ejemplo 2.20

Foérmula de determinantes de orden 2 y 3

Ejemplo 2.21
Si A € M,(K) es una matriz triangular, entonces

det(A) = a11a22 ...ann
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Determinantes

Propiedades

@ det(A) = det(A")
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Determinantes

Propiedades

@ det(A) = det(A")
@ Si A tiene una fila combinacidn lineal del resto de las filas
— det(A) =0
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Determinantes

Propiedades

@ det(A) = det(A")
@ Si A tiene una fila combinacidén lineal del resto de las filas
— det(A) =0

© Si intercambio dos filas de A el determinante cambia de signo.
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Determinantes

Propiedades

@ det(A) = det(A")
@ Si A tiene una fila combinacién lineal del resto de las filas
— det(A) =0
© Si intercambio dos filas de A el determinante cambia de signo.

© El determinante no varia si a una fila le sumo una
combinacién lineal de las otras.
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Determinantes

Propiedades

@ det(A) = det(A")
@ Si A tiene una fila combinacién lineal del resto de las filas
— det(A) =0
© Si intercambio dos filas de A el determinante cambia de signo.

@ El determinante no varia si a una fila le sumo una
combinacién lineal de las otras.

© det(AB) = det(A) det(B)
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Determinantes

Propiedades

@ det(A) = det(A")
@ Si A tiene una fila combinacién lineal del resto de las filas
— det(A) =0
© Si intercambio dos filas de A el determinante cambia de signo.

@ El determinante no varia si a una fila le sumo una
combinacién lineal de las otras.

Q det(AB) = det(A) det(B)
Q@ JA ! s det(A) # 0y det(A™!) = [det(A)]
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Determinantes

Menor de una matriz

Dada una matriz A € M,(K), llamaremos menor i j de A al

escalar:
ail aiz ce aij—-1 arj+1 .- ain
ani a2 ce aj—1 aj+1 cee az2n
ij = i—1, i—1, i—1,j— i—1,j+ i—1,n
M;; aji_11 ai-12 aj_1j-1 ai-1j+1 aj_1

aj+1,1 4dj+1,2 --- di+1j-1 di+1,j+1 --- di+ln

anl an2 e a,,,j,l a,,L,-H e ann
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Determinantes

Adjunto de una matriz

Dada una matriz A € M,(K), llamaremos adjunto i j de A al

escalar:
Aj = (=1)

y llamaremos matriz adjunta de A a

Al A
At — Ax A
Anl An2

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez

i+j M;;

Aln
A2n
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Determinantes

Teorema

El determinante de una matriz cuadrada A se puede obtener
desarrollando por los elementos de una fila (columna):

det(A) = a1jA1 + a2iAoj + - - - aniAni =

= aj1Ail + aiAin + - - ainAin

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez Tema 2: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales



Determinantes

Aplicaciones

Sea A una matriz cuadrada:

Q Si A es regular:
—1

det(A) (A7)"
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Determinantes

Aplicaciones

Sea A una matriz cuadrada:

Q Si A es regular:
-1 _ +yt
N det(A)(A )

© El rango de A es el orden de la mayor submatriz de A regular.
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Determinantes

Aplicaciones

Sea A una matriz cuadrada:
Q Si A es regular:
-1 +\t
=—(A
det(A)( )
@ El rango de A es el orden de la mayor submatriz de A regular.
© Regla de Cramer
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Determinantes

Ejemplos

Ejemplo 2.22 (Recta que pasa por dos puntos)

Calcula la ecuacién de la recta en R? que pasa por los puntos
(Xlayl)r (X2a}/2)'
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Determinantes

Ejemplos

Ejemplo 2.22 (Recta que pasa por dos puntos)

Calcula la ecuacién de la recta en R? que pasa por los puntos
(Xlayl)r (X2a}/2)'

Ejemplo 2.23

Deduzca la ecuacion de la recta de R? que pasa por (1,2), (—2,0).

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez Tema 2: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales



Determinantes

El determinante de Vandermonde

Ejemplo 2.24

1 1 1 ... 1

al a» as s an
2 2 2 2
Vn(ai,az,...,ap) = a a a3 Ch
n—1 n—1 n—1 n—1
a; a, az an

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez Tema 2: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales



Determinantes

El determinante de Vandermonde

Ejemplo 2.24

1 1 1 ... 1

al a» as s an
2 2 2 2
Vn(ai,az,...,ap) = a a a3 Ch
n—1 n—1 n—1 n—1
a; ay az an

det(Vn(a1,-..,an)) = (an — an—1)(an — an—2) - - (an — a1)
(a,,_l — a,,_2) v (a,,_l — a1) °o0o0
-+ (a3 — a2)(a3 — a1)(a2 — &)

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez Tema 2: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales



Determinantes

Aplicaciones del determinante de Vandermonde

Ejemplo 2.25

Calcula
2 3
T L2
det , det|{ 1 3 27
1 3 9 27 1 5 125
1 5 25 125
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Determinantes

Cuestiones

Ejemplo 2.26

Sean A, B € M343(R), explica qué propiedades hacen que las
siguientes afirmaciones sean ciertas:

Q det(A%) = (det(A))®
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Determinantes

Cuestiones

Ejemplo 2.26

Sean A, B € M343(R), explica qué propiedades hacen que las
siguientes afirmaciones sean ciertas:

O det(A%) = (det(A))®
@ det(A) — det(A") =0
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Determinantes

Cuestiones

Ejemplo 2.26

Sean A, B € M343(R), explica qué propiedades hacen que las
siguientes afirmaciones sean ciertas:

O det(A%) = (det(A))®
Q det(A) — det(A") =0
© det(AB) — det(B*) det(A) =0
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Determinantes

Cuestiones

Ejemplo 2.26

Sean A, B € M343(R), explica qué propiedades hacen que las
siguientes afirmaciones sean ciertas:

Q det(A%) = (det(A))®

Q det(A) — det(A") =0

© det(AB) — det(B*) det(A) =0
Q det(5A) = 125det(A)
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Determinantes

Cuestiones

Ejemplo 2.26

Sean A, B € M343(R), explica qué propiedades hacen que las
siguientes afirmaciones sean ciertas:

O det(A%) = (det(A))®
Q det(A) — det(A") =0
© det(AB) — det(B*) det(A) =0
Q det(5A) = 125det(A)
1
det(B)

@ Si B! entonces det(B71) =
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Determinantes

Cuestiones

Ejemplo 2.26

Sean A, B € M343(R), explica qué propiedades hacen que las
siguientes afirmaciones sean ciertas:

O det(A%) = (det(A))®
Q det(A) — det(A") =0
© det(AB) — det(B*) det(A) =0
Q det(5A) = 125det(A)
1
det(B)

@ Si B! entonces det(B~1) =

O det(A'A) = det(A?)
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Generalidades

lineales

Aplicaciones lineales

Definicidn

Definicién 2.19
Sean U y V dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo
cuerpo K, una aplicacién f: U — V diremos que es una aplicacion
lineal si verifica:
Al Vi, tp € U se cumple T(uy + tp) = T(u1) + T(i).
A2 Vi € U yVa € K se cumple T(at) = aT(4)
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Generalldades

s lineales
dP una apli
las aplicac s lineales

Aplicaciones lineales

Definicidn

Definicién 2.19
Sean U y V dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo
cuerpo K, una aplicacién f: U — V diremos que es una aplicacion
lineal si verifica:
Al Vi, tp € U se cumple T(uy + tp) = T(u1) + T(i).
A2 Vi € U yVa € K se cumple T(at) = aT(4)

Los axiomas Al y A2 de la definicidén anterior son equivalentes a

Vi, € U Vai,an € K T(Ozll_jl +Oz2l72) = T(ﬁ1)+oz2 T(l_jz)
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Generalidades

a una ap n lineal
en una aplicacién linea

Aplicaciones lineales

Ejemplos

Ejemplo 2.

Comprobar que f(x,y,z) = (2x,x + y) es aplicacion lineal
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en una
a composi

Aplicaciones lineales

Ejemplos

Ejemplo 2.27

Comprobar que f(x,y,z) = (2x,x + y) es aplicacion lineal

Ejemplo 2.28

Comprobar que f(x,y) = (x + y?,y) no es aplicacién lineal
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Generalldades

s lineales
dP una apli
las aplicac s lineales

Aplicaciones lineales

Propiedades

Propiedades 2.19.7
Sea f: U — V una aplicacién lineal, y S = {1, ta, ..., Up} un
sistema de vectores de U, llamaremos sistema imagen al sistema
f(S) = {f(d1), f(d2),...,f(dn)}, entonces:

Q Si S es ligado, f(S) es ligado.
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Generalldades

s lineales
dP una apli
las aplicac s lineales

Aplicaciones lineales

Propiedades

Propiedades 2.19.7
Sea f: U — V una aplicacién lineal, y S = {1, ta, ..., Up} un
sistema de vectores de U, llamaremos sistema imagen al sistema
f(S) = {f(u1), f(tr),...,f(un)}, entonces:

Q Si S es ligado, f(S) es ligado.

@ Sif(S) es libre, entonces S es libre.
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Generalldades

lineales

L . eo e i dP una apli
Aplicaciones lineales a:

las aplicac s lineales

Propiedades

Propiedades 2.19.7

Sea f: U — V una aplicacién lineal, y S = {1, ta, ..., Up} un
sistema de vectores de U, llamaremos sistema imagen al sistema
f(S) = {f(u1), f(tr),...,f(un)}, entonces:

Q Si S es ligado, f(S) es ligado.

@ Si f(S) es libre, entonces S es libre.

© S puede ser libre y f(S) ser ligado.
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Generalldades

lineales

L . eo e i dP una apli
Aplicaciones lineales a:

las aplicac s lineales

Propiedades

Propiedades 2.19.7

Sea f: U — V una aplicacién lineal, y S = {1, ta, ..., Up} un
sistema de vectores de U, llamaremos sistema imagen al sistema
f(S) = {f(u1), f(tr),...,f(un)}, entonces:

Q Si S es ligado, f(S) es ligado.

@ Si f(S) es libre, entonces S es libre.

© S puede ser libre y f(S) ser ligado.
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Generalidades
Matri ociada a una apli

e de una aplicacién lineal
Clasificacién de las aplicaciones lineales

Aplicaciones lineales

Propiedades

Propiedades 2.19.7
Sea f: U — V una aplicacién lineal, y S = {1, ta, ..., Up} un
sistema de vectores de U, llamaremos sistema imagen al sistema
f(S) = {f(u1), f(tr),...,f(un)}, entonces:

Q Si S es ligado, f(S) es ligado.

@ Si f(S) es libre, entonces S es libre.

© S puede ser libre y f(S) ser ligado.
La imagen por una aplicacién lineal del vector nulo es el vector

nulo:
f(0y) =0v
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Generalidades
Matnz asociada a una apllcacmn Ilneal

Aplicaciones lineales

Representacién matricial de una aplicacién lineal

Sean f: U — V aplicacién lineal, By = {1, U, . .., Up} base de U
y By ={Vi,Va,...,Vn} base de V.
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Generalidades
Matriz asociada a una aplicacién lineal
Cambi ba n una apli lineal

Sean f: U — V aplicacién lineal, By = {1, U, . .., Up} base de U
y By ={Vi,Va,...,Vn} base de V.

f(h) = anvi+anvo+ -+ amvm
f(th) = anvi+axih+ -+ amvn
f(’jn) = aipVi +amvo+ -+ amnVm
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Generalidade

Sean f: U — V aplicacién lineal, By = {1, U, . .., Up} base de U
y By ={Vi,Va,...,Vn} base de V.

f(h) = anvi+anvo+ -+ amvm
f(th) = anvi+axih+ -+ amvn
f(’jn) = aipVi +amvo+ -+ amnVm

W = X1l + xol2 + -+ Xplp € V, £(W) = y1V1 + - + YmVim,
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Generalidade

Sean f: U — V aplicacién lineal, By = {1, U, . .., Up} base de U
y By ={Vi,Va,...,Vn} base de V.

f(h) = anvi+anvo+ -+ amvm
f(th) = anvi+axih+ -+ amvn
f(’jn) = aipVi +amvo+ -+ amnVm

W = X1l + xol2 + -+ Xplp € V, £(W) = y1V1 + - + YmVim,

1 d11 412 ... din X1
Y2 a1l a2 ... ap X2
Ym dml am2 .- Aamn Xn
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iada a una ar
bases en

Ses f: U — V una aplicacién lineal. Se conoce la matriz de la
aplicacién lineal en dos bases By y By,

alil ai? e din

dni ano . don
A=

dmli adm2 ... dmn

Conocemos P que hace el cambio de base, es decir, aquella cuyas
columnas son las coordenadas de los vectores de By, en funcién de
los vectores de By y la matriz Q de cambio de base en V/, a la
nueva base B, .

Cuando cambiamos las dos bases, la matriz de la aplicacién lineal
en las bases B}, y B}, seria M = Q1AP.
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Generalidades

Matriz asociada a una aplicacién lineal

Cambio de bases en una aplicacién lineal

Matriz de omposicién d icaciones lineales
de una aplicacién lineal

Clasificacién de las aplicaciones lineales

Aplicaciones lineales

Un ejemplo de cambio

Ejemplo 2.29

Dada la aplicacion lineal de R* en R3

f: R* — R3
(vaazat) = (2X+y—|—Z,X—|—y—|—Z—|—t,y—Z+2t)

Calciilese la matriz de la aplicacion lineal en las bases candnicas de
R* y de R3, asi como la matriz en las bases

B =1{(1,1,-1,2),(0,1,2,1),(0,0,1,-2),(0,0,0,1)} de R* y
B'={(1,-2,-1),(2,1,0),(1,0,0)} de R3.
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E n una apli
la composicién de aplicaciones lineales

. . de una apli
Aplicaciones lineales 2 aF

Composicién de aplicaciones lineales

Supongamos que tenemos definidas dos aplicaciones lineales
f:v-w g:U—-V
Se define la composicién como sigue:

g f
v — V — W

h=fog

donde h(V) = f o g(V) = f (g (V))
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a una aplica
ses en una apli

Matriz de la composicién de aplicaciones lineales
(IP una ph

Aplicaciones lineales

Matriz de la composicién de aplicaciones lineales

Tomando bases fijadas en los tres espacios: By, By y By, y
suponiendo que la matriz asociada a f es A y la matriz asociada a
g es B, entonces la matriz asociada a f o g es AB.

Ejemplo 2.30

Demuestra que si tomas otra base de V/, B!, la matriz de la
composicion sigue siendo AB.
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nposicién de lineales
Nicleo e imagen de una aplica

Aplicaciones lineales e o 5 "
Clasificacién de las aplicac s lineales

El nicleo de una aplicacién lineal

Sean Uy V dos K—espacios vectorialesy f: U — V una
aplicacién lineal entre ambos, se define el nicleo de la aplicacién
lineal como el conjunto

kerf:{ﬁeU/f(ﬁ):(T}gU
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nposicién de lineales
Nicleo e imagen de una aplica

Aplicaciones lineales e o 5 "
Clasificacién de las aplicac s lineales

La imagen de una aplicacién lineal

Sean Uy V dos K—espacios vectorialesy f: U — V una
aplicacién lineal entre ambos, se define la imagen de la aplicaciéon
lineal como el conjunto

Imf ={veV /el f(i)=v}<V

Llamaremos rango de una aplicacién lineal a
rgf = dim Imf < dimV
Sea W < U, llamaremos conjunto imagen de W a

f(W)={f(w)eV /we W}
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Aplicaciones lineales

Clasificacién de las aplicaciones lineales

Determinacién del nicleo y la imagen de una aplicacién
lineal

Ejemplo 2.31

Se considera la aplicacién lineal de R* en R3[x] siguiente:

f(a,b,c,d) = (—5a+ 10b — 5¢c + 4d) + (8a+ 3b — 4c + 7d)x+
(+4a—9b+ 5¢c — 3d)x? + (—3a — 2b + 5¢ + 4d)x3

Calctilese una base del niicleo y una base de la imagen.
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Nicleo e i en de una aplicacién lineal

Aplicaciones lineales R S
Clasificacién de las aplicaciones lineales

Tipos de aplicaciones

Dada una aplicacién f: A — B diremos que es inyectiva cuando
dos elementos distintos de A no tienen nunca la misma imagen en
B, es decir

six,y€Aconf(x)="f(y)=x=y
o también
six,y € Aconx+#y — f(x)#f(y)

y diremos que es suprayectiva si todo elemento de B es imagen de
al menos un elemento de A, es decir, si

VxeB3dyeA/f(y)=x

Marisa Serrano; Zulima Ferndndez Tema 2: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales



e la composicién de aplicaciones lineales
n de una aplicacién lineal

Aplicaciones lineales ) 0 g .
P Clasificacién de las aplicaciones lineales

Caracterizaciones

Dados Uy V K—espacios vectoriales, y dada f: U — V aplicacién
lineal, se verifica:

f inyectiva < ker f = {0}
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Caracterizaciones

Dados Uy V K—espacios vectoriales, y dada f: U — V aplicacién
lineal, se verifica:

f inyectiva < ker f = {0}

Dados Uy V K—espacios vectoriales, y dada f: U — V aplicacién
lineal, se verifica:

f  suprayectiva < Imf =V
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Biyecciones

Dados Uy V K—espacios vectoriales, y dada f: U — V aplicacién
lineal, se verifica, que la aplicacién es suprayectiva si

rgA = rgf =nimero de columnas de Ay es inyectiva si

rgA = rgf =nimero de columnas de A. Asi una aplicacién
biyectiva verifica que su matriz asociada es cuadrada y regular, y
por lo tanto, para que una aplicacién lineal sea biyectiva los
espacios inicial y final deben tener la misma dimensién. La inversa
de una aplicacién lineal biyectiva tiene asociada la matriz inversa,
A1 de la matriz de la aplicacién lineal original.
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Cambios de base como aplicaciones lineales

El cambio de base en un espacio vectorial se puede considerar
como una aplicacién lineal del espacio U es si mismo, considerando
en U como espacio inicial la base nueva, B’, y en U como espacio
final la base antigua, B, esta aplicacion lineal es biyectiva, ya que
la matriz asociada es regular.

UB;,I L UBU
Y — X =PY

La aplicacién inversa de esta aplicacidn seria el cambio de base
inverso:
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Cambios de base en aplicaciones lineales como
composiciones

Realizar en una aplicacién lineal cambios de base en el espacio
inicial y final es equivalente, por tanto a hacer una composicién de
aplicaciones lineales como sigue:

Aplicando lo visto con respecto a la composicién de aplicaciones, y
teniendo en cuenta que Py Q son regulares, se tiene que
M= QAP
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Ejemplo 2.32

Se considera la aplicacién lineal T : Ry [x] — R3 dada por

T (14 x)=(1,0,0), T (x+x?) =(1,1,0) y

T(—1— x+x2) = (0,0,0). Halla la matriz de T respecto de la
base candnica de R [x] y la base

B, ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} de R.
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Teorema del rango en aplicaciones lineales

Sea f: U — V una aplicacién lineal, entonces:

dim(U) = dimker(f) + rg(f)
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Ejemplo 2.33

Se considera la aplicacidn lineal f: R* — R3[x] definida como
sigue:

f(1,1,1,1) = 142x+x3 = £(0,1,1,1), £(0,0,1,1) = —143x+2x>43x3,

Se pide:

a) Matriz de la aplicacion f en las bases candnicas.

b) Base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicitas del
ker(f).

c) Base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicitas de
Im(f).

d) T71(x3,x2+2x3)

e) T1{x3x*+2x3}
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