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Ejercicio 1.  Se considera el P.V.I. | y’(t): -y+1 0<t<1lcon y(O): Yo

(@) Calcular la solucién analitica exacta

(b) Determinar, en funcion de la condicion inicial y del paso h, la expresion del valor
aproximado wy utilizando el método de Euler.

(c) Demostrar que la solucién aproximada tiende a la exacta cuando se aumenta el nimero
de intervalos.

(d) Calcular el valor del tamafio de paso h para, usando aritmética exacta, poder asegurar un

error menor que 0’1l cuando se toma Y,=0. Verificar que los 2 primeros términos

verifican la cota de error. ¢Qué ocurre si se toma Yy, =17.

Apartado (a) Solucién analitica exacta

La ecuacion es lineal de primer orden,de la forma

Y plt)y =) ;

. Cuya solucidn se obtiene integrando dt

dt

alte! ™

)

Aplicando la condicién inicial ¥(0)=Yq sellegaa y(t)=1+(yo ~1)e”

e'y = Ietdx =e' +cte

Apartado (b) Aproximacion utilizando Euler

El Método de Euler parael P.V.1. y'(t)=f(t,y) a<t<b con y(a)=a se escribe como:
W, =w, +hf(t,w,) 1<k<nconw,=ay LY

En este caso se tiene que f(t,,w, )=-w, +1 y por tanto w, , =w, +h(=w, +1)=w,(1—h)+h
Por induccion

W, =h+(L-h)w,

w, =h+(1-h)w,,

W,y =h+@-h)h+@-h)w,,]==hfL+@-h)-+@-h) [+ @-h)"w,

w, =h+(1—h)w,

y por tanto
1-h)" -1 n n
w, = hﬁﬂl— h)'w, =(@—h)"(w, —1)+1
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Apartado (c) Convergencia del Método

limw, =lim
h—0

(1—h)n

1

a-b
} (W, —1)+1=e""(w, -1)+1=1+(w, -1

Apartado (d) Tamafio del paso (Sin errores de redondeo)

Sabemos que |y(t, )—w,|< hZ—T(e(t"a)L —1), siendo L la constante de Lipschitz y M la cota de y”(t).

La constante de Lipschitz se calcula como:
vy, Y, o f(ty)- (Y, ) <Ly, —y,|, de donde |(-y, +1)- (- y, + 1) <|y, - y,|= L =1.

Tomando Yy, =0 la solucion es y(t):l—e’t, y su derivada segunda viene acotada por M=e’=1.

Por tanto

y(t,)-w,|< g(e1 ~1)<01->h <0116 y tomamos h=0"1.

Calculamos todos los términos:

, yt)=1-et w=1-@nf | fv)-w, -1

0 0 0 0

0’1 0°09516258196 0’1 0°004837418036 |0’005258545904
02 0’1812692469 0’19 0’008730753078 001107013791
0’3 0°2591817793 0’271 0’01181822068 0°01749294038
0’4 0’329679954 0’3439 0°01422004604 0°02459123488
0’5 0°3934693403 0’40951 0’01604065971 0°03243606354
0’6 0°4511883639 0’468559 0’01737063609 0°04110594002
0’7 0°5034146962 0’5217031 0°01828840379 0°05068763537
0’8 0’5506710359 0’56953279 0°01886175412 0’06127704642
0’9 0°5934303403 0’612579511 0’01914917074 0’07298015556
1’0 0’6321205588 0’6513215599 0’01920100107 0°08591409142

Tomando vy, =1 la solucion es y(t):l, y su derivada segunda es nula, por tanto se tiene que para
cualquier valor de h el error sera nulo
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Ejercicio 2. Dado el problema de valor inicial y'(t)=f (t,y) a<t<b con y(a)=A

(e) Obtener la expresion general del método de Taylor de orden 2, indicando el valor del
error de truncamiento local.

()  Obtener las relaciones entre ¢y, C;, o y B para que el método de Runge-Kutta dado por
W, =W, +Ck, +Ck, con k =hf(t,w,) y k,=hf(t +ahw,+ k) sea de orden 2.
Determinar los valores que hacen minimo el error de truncamiento local.

(g9 Como aplicacion, resolver y'(t)=y-t+1 0<t<1 con y(0)=1 y h=0.5 por ambos

métodos (Taylor y Runge-Kutta) y comparar el error cometido por ambos.

Apartado (a) Método de Taylor de orden 2

Desarrollo de Taylor de la solucion, denotando por t, =a+nh e y, = y(tn)

_ Vo . p2 Yo pa ¥ (8) _ h d JY"(E)
yn+l_yn+hi+h E+h T—yn+h(f(tn,yn)+§af(tn,yn)j+h BrTh

=y, +h(f (tr,,yn)Jrg{ft (ty ¥a)+ F, (4, ¥,) (tn,yn)}]+0(h3) con & €[y, Vo)

donde O(hg):%g{fn+ftyf+fytf+fyyf2+fy(ft+fyf)}.

De la definicién de error de truncamiento local, se llega a que
Your —{ Yo + DT (t,, ¥, D)} 02 2
r(h)=""2 { - }:E{ftt+2ftyf+fyyf2+fyft+(fy) f}

Apartado (b) Método de Runge-Kutta de orden 2

Para tener un método de orden 2, sera necesario desarrollar hasta términos de orden h®, lo que nos
permite obtener también la expresion del error. Puesto que el orden es de truncamiento local, se
supone que las soluciones de partida son exactas, lo que conduce al siguiente esquema

Y = Yo +CiKy +Ck, con
k,=hf (t,.Y,)
k, = hf (t, +ah,y, +Bk, ) = h{ f +2(ahf, +Bk1fy)+%(a2h2 f, +2ahBk, f, +p’k’ fyy)+0(h2)} -
=h{f +&(chf +Bhff, )+ % (o*h? f, +20ph* ff, +B*h* £, )+o(h*)} =
=hf +h? (of, +Bff, )+ 0 (Lo f, +opffy +1p*F2 1 )+ 0(h°)
Sustituyendo en la expresion inicial

Yo = Yo+ GHF +, {f +1° (o, +Bff ) +h* (1o f, +apffy +3p°F2f, )+ o(h°)]

EDvi_AlIEjR.doc



m Asignatura Célculo Numérico Pagina 4 de 11
-bf?L' f UNIVERSIDAD DE OVIEDO

Y LE
f&l 's ; Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
=  LLLLSEE L) | Tema

[ (Problemas de Valor Inicial)
1/ .
m DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Autor César Menéndez Fernandez

Igualando términos de esta expresion con los del método de Taylor

Taylor Runge-Kutta
h? Y Yo
ht f f(c,+¢,)
h2 14161 c, (of +Bff, )

"’ %{f“+2ftyf+fo2+fyft+(fy)2f} CZ(%azftt+aBﬁty+%B2f2fyy)
se obtiene que ¢, +¢, =1y c,a=c,p=4. No es posible igualar los términos en h’. Asi pues,

2

Se observa que no hay una solucién Gnica, sino una familia de soluciones. Dando valores a c® se
obtienen las diferentes soluciones.

El error de truncamiento local en h? viene dado como

%{fn+2ftyf F 1,2 f (1) f}—cz(%azfn+a[3ffty+%Bzf2fyy)=

= fu (3-Fe02 )+ f, (- cooB) + 121, (=30 )+ 1{ £, (1) 1]

Puesto que los téerminos entre llaves no dependen de los valores de ¢;, C;, a y B, intentaremos anular
el resto de los componentes del error, lo que se consigue tomando c,afp—-3=0—c,=3. La

formula de Runge-Kutta se escribe entonces como:
W, =W, +3k +3k, con k =hf (t,,w,) y k, =hf (t, +2h,y, +2k),

cuyo error local de truncamiento es %{ f, £+ ( fy)2 f}h2
Apartado (c) Aplicacion

y'(t)=y-t+1 0<t<1con y(0)=1

Solucion analitica exacta

La ecuacion es lineal de primer orden, de la forma %+ p(t)y=q(t) con p(t)=-1y q(t)=1-t.

Su solucion se obtiene integrando %(ejp(t)my) =q (t)eI P

e"yzj(l—t)e"dt =—(1-t)e" —'|'—e’t +c=te'+c
Aplicando la condicion inicial y(0)=1sellegaa y(t)=e'+t, de donde y(1)=e'+1[ 3.71828...

Método de Taylor
Puesto que y'(t)=y—t+1, derivando y"(t)=y —1=y—t, de donde el método queda como
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W, =W, +h(w, -t +1+1h(w, —t,))=w, (1+h+1h’)—t, (h+1h®)+h

w, =1

W, =W, (1+h+1h”)—t,(h+1h*)+h =1(1.625)-0(0.625)+ 0.5 = 2.125

W, = w, (1.625)—t, (0.625)+0.5 = 2.125(1.625)-0.5(0.625) +0.5 = 3.640625

el error cometido es por tanto 0.0776568...
Método de Runge Kutta
W, =W, ++k +3k, con

k,=h(w, -t +1) y k, =hf (t, +2h,w, +2k )=h(w, +2k —t, —2h+1)

Realizamos los calculos
w, =1

k,=05(1-0+1)=1, k, =0.5(1+21-0-20.5+1)=1 — w, =1+11+21=2.125
k, =0.5(2.125-0.5+1) =1.3125, k, =0.5(2.125+21.3125-0.5-20.5+1) =1.5833

— W, =2.125+4+1.3125+21.5833 = 3.640625

Coinciden los resultados, como cabia esperar, ya que f,=f =f =0,y por tanto el término
principal del error de truncamiento local es el mismo para ambos métodos.
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Ejercicio 3. La velocidad de descenso de un paracaidista viene dada por E: g——V,
m

donde g es la constante gravitacional, m es la masa y c es el coeficiente de arrastre.

(@) Determinar, en funcion de la condicion inicial y del paso h, la expresion del valor
aproximado wy utilizando el método de Euler.

(b) Calcular la solucion analitica exacta. Demostrar que la solucion aproximada tiende a la

exacta cuando se aumenta el nimero de intervalos.

(c) Calcular el valor del tamafio de paso h para, usando aritmética exacta, poder asegurar un

error menor que 0’1 cuando se toma Y,=0. Verificar que los 2 primeros términos
verifican la cota de error. ¢Qué ocurre si se toma Yy, =17.

(d) Obtener la expresion del método de Taylor de orden 3 asi como su error local.

Apartado (a) Aproximacion utilizando Euler

El Método de Euler parael P.V.I. y'(t)=f(t,y) a<t<b con y(a)=a se escribe como:
b-a

W, =W, +hf(t,,w,) 1<k<nconw,=ayh= -

. c
En este caso se tiene que f (t,,w, ) =——Ww, + g y por tanto
m

C C C
Whea = W +h(—HWk + 9J=Wk(l—ahj+hg =W, (1-ah)+hg con o=

Por induccion
W, =W, (1—ah)+hg
W, =W, ,(1-ah) +hg | Wi =g +(1-ah)[hg +(1-ah)w,_, |=--
: =hg| 1+ (L-ah)---+(1-ath)* |+ (L= ah) " w,
W, =W, (1—-ah)+hg
y por tanto
(1-ah)' -1

W, = h?'ler(l—Oﬁh)n W, = (L-ah)’ (Wo - %)+ %

Apartado (b) Solucién exacta y Convergencia del Método

La ecuacion es lineal de primer orden, de la forma
% +p(t)y =q(t). Cuya solucién se obtiene integrando %(ef p(t)dty) =q(t)e
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at
i(ejmvj — gl i(e"“v) = ge™ > e”v= ge/ +cte
dt dt a

Aplicando la condicioén inicial v(0)=v, se llegaa v(t) = 9. (yo —gje““
o o

Comprobamos la convergencia del método, recordando que h = A

] at
Iimwn:Iim{(l—ah)"(wo—gj g}:lim{(l—ah)ah} (wo—gj+2=e-m(wo—gj+9
h—0 h—0 o o h—0 o (0} o a

Apartado (c) Tamafio del paso (Sin errores de redondeo)

Sabemos que |v(t,)—w,

n

hM a ) _ _
< I(e(tk )L _1) , siendo L la constante de Lipschitz y M la cota de v”’(t).

La constante de Lipschitz se calcula como:
vy, Y, | F(ty,)— F(ty,) < L|y, —y,|, de donde ‘(—ocy1 +9)—(-ay, + g)‘ <aly,-y,|= L=a.

Tomando v, =0 la solucion es v(t)zg(l—e"“), y su derivada segunda viene acotada por

[0

V(1) = ‘—goce’“‘t <goe™ =ga.

Por tanto,, considerando como valor final t, =t

hgo /.. 0.2
sg(e —1)<o.1—>h<m

—aT

v(t)-w,

n

Tomando h =

y calculamos todos los términos pedidos:

0

wo[l—oco'zg j+go'2§ =0.2e™"

W, =W, (1—& 0.2¢ }+O.2e“” =0.2e™" (Z—EJ
g g

Wo

W
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2o -1)
t v(t,) w, v(t,)-w, Sl -
0 0 w, =0
0.2e™™ o2Zen ) | W, =0.2""
h= _911_ % 1
g v(t)==|1-e
0.2e™™ —a%2eut ot a
h= ty=91-¢ "¢ ||w,=02e2-=
A e 2
g o g

Apartado (d) Método de Taylor

Desarrollo de Taylor de la solucién, denotando por t, =a+nh y v, =v(t,)

4 " " Viv
Vn+1:Vn+hV_n+h2V_”+h3V_n+h4 (g):
1! 2! 3! 41

hd h? d? v (€)
v D] (G o f (4,0, ) e £ (1,v,) [+ 0
ot ( ()45 F () g (“V“)}r a1

2
:vn+h(f +g{ft+ fvf}+%{ftt+2fwf +f F24+f2F + fvft}J+O(h4) con & elt,,t,,]

La definicion de error de truncamiento local viene dada por la expresion
_ yn+1_{yn +hT (tn’ yn’h)}

«(n) :

Sin embargo, para obtener el método es mucho mas simple operar directamente en la expresion de f.

c c) c
) V' = g——Vv V" = g-—v
V! v v vy m m m
V., =V +h—1"I +h* L4 h’-0 +h4—(E") =

21 31 41 e C( c j . (_CJS( c j B
Vi=——V=——|g-——V| V'=| — || g-——V
m m m m m
c h? ¢ c h(c) c h (-’ c
“(gaJ?a(ga]?(ﬂ [g‘avn)%(ﬁj (g‘av@jz
c hc h(cY) h*(-c) c
=Vn+(9‘aVnJ[“‘m+a(E) JT(H) (Q‘EV“))

3/ 3
donde el error de  truncamiento  local  es t(h)= h_(_cj (g —Ev(g)j
m
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Ejercicio 4.

(a)

(b)

Se considera el P.V.I. y'(t) =ty O<t<l con y(O): Yo

Determinar, en funcion de la condicion inicial y del paso h, la expresion del valor

aproximado wy utilizando el método de Euler.

Calcular la solucion analitica exacta. Demostrar que la solucién aproximada tiende a la

i, =y(1)

exacta cuando se aumenta el nimero de intervalos, esto es,

(c) Calcular el valor del tamafio de paso h para, usando aritmética exacta, poder asegurar un
, =1 . . P
error menor que 0'1 cuando se toma Yo . Verificar que los 2 primeros términos

- . . =0
verifican la cota de error. ¢ Qué ocurre si se toma Yo ?.

(@) Obtener la expresion del método de Taylor de orden 3, asi como su error local.

Apartado (a) Aproximacion utilizando Euler

El Método de Euler parael P.V.1. y'(t)= f(t,y) a<t<b con y(a)=a se escribe como:

W, =W, +hf(t,,w, ) 1<k<nconw,=oy h-0-2
n

Particularizando
W, =W, +h(-tw)=w, (1-ht,) 1<k<n
Por induccién
W, =W, (1-ht,)
W, =W, ; (1-ht, )| W =W (1-to ) (1Nt )---(1-ht, ) =
5 =w, (1-h*0)(1-h’1)--(1- h’k)
w, =W, (1-ht,)

yportanto
(1—(X,h)n—1 n _ n g g
gm+(1—och) WO—(].—OCh) (WO_A)—’_A

Apartado (b) Solucién exacta y Convergencia del Método

w, =h

La ecuacion es lineal de primer orden, de la forma
dy

m + p(t)y =q(t). Cuya solucién se obtiene integrando %(ef pmdty) =q(t)e
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at
i(ejmvj — gl i(e"“v) = ge™ > e”v= ge/ +cte
dt dt a

Aplicando la condicién inicial v(0)=v, se llegaa v(t) :gJ{y0 —gje““
o

R

Comprobamos la convergencia del método, recordando que h = A

] at
Iimwn:Iim{(l—ah)"(wo—gj g}:lim{(l—och)ah} (wo—gj+2=e-m(wo—gj+9
h—0 h—0 o o h—0 o (0} o a

Apartado (c) Tamafio del paso (Sin errores de redondeo)

Sabemos que |v(t,)—w,

n

< Z—T(e(tk -k —1) , siendo L la constante de Lipschitz y M la cota de v(t).
La constante de Lipschitz se calcula como:
vy Y, | F(ty,)— F(ty, )< L|y, —y,|, de donde ‘(—ocy1 +9)—(-ay, + g)‘ <aly,-y,|= L=a.

Tomando v,=0 la solucién es v(t)zg(l—e’“‘), y su derivada segunda viene acotada por
o

V(1) = ‘—goce"“t

Por tanto,, considerando como valor final t, =<

hgo [ .. 0.2
sg(e —1)<o.1—>h<m

—aT

<goe*=ga.

v(t)-w,

n

Tomando h= y calculamos todos los términos pedidos:

0

wo[l—oco'zg j+go'2§ =0.2e™"

W, =W, (1—& 0.2¢ }+O.2e“” =0.2e™" (Z—EJ
g g

Wo

W
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h(.

t v(t,) w, ‘v(tn)—wn E(e" - )
0 0 w, =0

0.2 —a%2em ) | W, =0.287"
h= v(t)= 91-¢ "9 '

g
0.2e™™ —a2Zeotn a
- g — S I Wil

Apartado (d) Método de Taylor

Desarrollo de Taylor de la solucién, denotando por t, =a+nh y v, =v(t,)

Vv VA V" ViV
Vo, =V, +h1—f;+ h22—”|+ h® =0 4+ h“—(&) =

3 A

hd h? d? v (€)

v D] (G o £ (4,0, ) e £ (1,v,) [+ 0 =
ot ( ()45 F () g (“V“)}r 41

2
:vn+h£f +g{ft+ fvf}+%{ftt+2fwf +f F24+f2F + fvft}J+O(h4) con&elt,,t,,]

La definicion de error de truncamiento local viene dada por la expresién
_ yn+1_{yn +hT (tn’ yn’h)}

0 i

Sin embargo, para obtener el método es mucho mas simple operar directamente en la expresion de f.

! C n C ? C
' " " ViV(E_,) v :g_av v :(Hj (g_avj
vnﬂ:vn+hv—"+hzv—”+h3V'—"+h4 = ; =
1! 2! 3! 41 c, C[ c j N (_cj( c j
Vi=——V=-Z|g-——=v| V'=| —=||g-—V
m m m m m
cveta-Su |- e g Sy o £ gLy o 22 Ly )-
" m") 2'm m ") 3m m") 4'm m
c e h(c)) h'(-cY c
=V +|g—V ||h———+—| — | |[+—| — ——V
" (g m ”J[ 2Im 3!(m)} 4!(m) (g m (i)j

3/ 3
donde el error de  truncamiento  local  es t(h)= h_(_cj (g —Ev(g)j
m
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