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Ecuaciones diferenciales
ordinarias:

Problemas de valor inicial

4 Teoria+1 Practicas+2 Laboratorio
MATLAB
Tmas phasicos de Calculo —

Desarrollos de Taylor — Sistemas
lineales —



Descripcion del problema

e Obtener las funciones que verifican una ecuacion en
que la variable dependiente se relaciona con su
variacion con respecto a la variable independiente.

e Ejemplo: Ley de Newton aplicada al calculo de la
velocidad de descenso de un paracaidista:

_ _dv_DF
ZF_ma—>a—dt ==

e Fuerzas actuantes:
— Gravedad (peso)

- Resistencia del paracaidas &

e Opuesta al descenso

e Proporcional a la velocidad

e Coeficiente de resistencia

dv Y
—=g-c——¢v(t)?
i~ g cm—>¢v()

v(t):%(l—aeﬂ

velocidad

Soluciones para dife

tiempo



e Entender los conceptos de orden, consistencia, estabilidad y
convergencia.

e Diferenciar los conceptos de error de truncamiento local y
global, y su relacion.

e Comprender los métodos de Taylor y la interpretacion grafica
de los de orden mas bajo (Euler, Heun y el poligono
mejorado).

e Entender la base de los métodos predictor-corrector y su
conexion con las formulas de integracion.

e Aplicar los métodos de Runge-Kutta y entender como se
relacionan con el desarrollo en serie de Taylor.

e Aplicar los metodoas anteriores a sitemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

° Reduc_ir una ecuacion diferenciql ordinjaria de n_—ési_mo orden
aun sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden.

e Comprender la inestabilidad de algunos métodos para tipos
especiales de problemas (rigidos).

e Saber seleccionar un método numerico para la solucion de
un problema particular.




Conceptos basicos (1)

e Una ecuacion diferencial es cualquier ecuacion que comprenda
derivadas de una funcion con respecto a una sola variable
independiente.

e Cuando hay varias funciones y una sola variable independiente se
tiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

e Cuando hay una funcién y varias variables independientes se tiene
una ecuacion en derivadas parciales (EDP).

e Cuando hay varias funciones y varias variables independientes se
tiene un sistema de ecuacidénes en derivadas parciales (EDP).

e Siuna ecuacion diferencial se puede escribir como un polinomio, su
orden es el mayor entero positivo de la n-sima derivada presente en
la ecuacion.

e La potencia mas alta con que aparece ia derivada que marca el
orden de la ecuacion se denomina grado.

e Ejemplos

_ y” + X( y')2 + Xy = X3 EDO segundo orden y grado uno
3 2 :
_ (y’) + (xy’) _ y4 — ¥ EDQO primer orden y grado 3
2 3 . )
- )(?'yt + xt ( yx) — (X +t2) EDP primer orden y grado2 ( 2 v.i)
- T, = k (Txx +7,,+ Tzz) EDP segundo orden y grado 1 (4 v.i.)

y"+sin(y')+xy =5 EDO tercer orden sin grado



Conceptos basicos (11)

e Forma general de una ecuacion diferencial de orden n

f (t, v, VY, y",...y(“))=0 xy”’+%—sin(xy) = g

e Una EDO es lineal cuando lo es en cada derivada de igual orden

f. (x) y"W 4. fL(X)y'+f,(x)y=9(x) y”+x(y')2+xy:x3

e Una solucion explicita de una EDO de orden n es aquella funcion
y(x) que satisface la EDO para todo valor x del intervalo.

/ yl(x)ze‘X Si
y+y=0,xeR—> e* x<0
= No
Y2 (x) {2e—x X >0

e Una solucion implicita de una EDO de orden n es aquella relacion

g(x,y) que define al menos una y(x) que satisface la EDO para todo
valor x del intervalo

yy'+x=0—> f(xy)=y’ +x*+c=0
f'(x,y)=2yy'+2x=0




Conceptos basicos (111)

e Una familia de funciones de n parametros % C,,C,,Cq, )— 0 se
denomina solucion general si es solucion de Ia EDO para cualqwer valor de los
parametros y no hay un conjunto inferior de parametros que representen esas

soluciones
) Y, (x) =ce™” No
y'—-y=0 . i
y,(x)=ce* Si

e La funcion obtenida al seleccionar los valores de los parametros se denomina
solucion particular

e f(ty) satisface la condicion de Lipschitz en la variable y (es lipschitciana
respecto a y) en DcR? si existe L positiva tal que |f(t,y,)-f(t,y,)|<L|y,-y,| para

todo (t,y,), (t.y,) €D.
f(ty)=2+5D=[13] > (t.y)-f (t.y,) Iyl y2|< V- ¥

e Sif(ty) esta definida en un conjunto convexo D y [f,| <L en D, entonces es
lipschitciana en y.

e Un conjunto D es convexo cuando dos puntos cualesquiera se pueden unir
mediante un segmento rectilineo cuyos puntos también pertenecen a D.

e Un conjunto D es conexo cuando dos puntos cualesquiera se pueden unir
mediante una curva cuyos puntos también pertenecen a D.

A




EDO 1°" orden: resolucion analitica (1)

y'+p(t)y=q(t) a<t<b
Y(a)zyo

- Existencia y Unicidad de Solucion
Si p(x) y q(x) son continuas en un abierto que contenga a [a,b]
-~ Obtencioén de la solucion

u(t)= ej'o(t)Olt y(t) :ﬁ(]y(t)q(t)dt +C)

e Lineales: {

Ejemplos
_2ty=t 0<t<l e ; tz
{yy(O)y=1 Su(t)=e ™ —e y(t)=e_1t2 (Je tdt+c)=_%+ce
{yy—(s;:l P = e ()= (e ) e
e No lineales {ny(t’y) ast<b M(ty)+N(t,y)y =0
y(a)ZYO

- Existencia y Unicidad de Solucion
Si f(t,y) es continua y lipschitciana respecto a y en en D={a<t<b,-c0<y<w0},
existe solucidn y es unica (Picard)

- Muy dificil obtener la solucion analitica (explicita o implicita) salvo en
casos especiales




EDO 1°" orden: resolucion analitica (11)

e Ejemplo: Solucion no unica

% )
{y =y n(®)=(2) =% _(2y)* No definida para y=0
Y(O)_O yz( ) 0 dy

e Ejemplo: singularidades de la solucién dependen de la condicion
inicial

y=Y 1 y =Y 1
{y<o>=1 BT {<>= AR

e Meétodos analiticos
- Variables separables M (t) +N (y) y=0—>N (y)dy =-M (t)dt
- Ec.homogéneas f (st,sy)=s"f(t,y)— Cambiov= % = var.sep

- Ecuaciones exactas %(P(t, y)) - M (’[, y) +N (’[, y) y=0= My =N,

—  Fact. integrantes (,,u('[, y)? ; %(P(t, y)) = uM (t, y) + uN (t, y) y'=0

uM +uM = N + uN,

N

m=g(t) wu(y)?= -2 =0(y)

Lu(t)?




EDO 1°" orden: resolucion analitica (111)
e Ejemplo: Variables separables
, _ ycost L oy?
1+ 2y? —>+—ydy=cost-dt—>{
y(0)=1
e Ejemplo: Ec. homogéneas
Yyt

In|y|+y? =sint+c

y(0)1 = In|y|+ y* =sint+1

yt —>(t2+v2t2)dt+t2v(vdt+tdv):o_)ﬁ —vdv

t 142V
y(0)=1

> Injt|=-1In[l+2v*|+Inc > (1 +2y*) =c* = t*(t* + 2y*) =1
e Ejemplo: Ecuaciones exactas

3y(t2 —1)dt + (£ +8y—3t)dy = 0 JM =3(t"-1)=N

Jy( ) +( ey )y 9 ( ) t—>P=yt3—3ty+f(y)

\ y(1)=2 | P=[Mdt = [ Nay

—> P, =tP-3t+f'(y)=N>P=yt’-3ty+4y* +c = P(t,y) = yt* -3ty +4y* -2=0
e Ejemplo: Fact. integrantes rMy=2y &ﬂ(t)?:My_Nt_Z(Zy—t)__g

{(t2+y2)dt+t(t—2y)dy=0

%

Voot(t-2y) ot
1) =1 ) My —N,; 2(2y_t)
y( ) N, =2t -2y (,,u(Y)?S_ M (t2+y2)

y': 2 1 {(1+f—j)dt+(1—2%)dy=o y?

<

= P(t,y)=t——+y-1=0
y(1)=1 t




EDO orden superior: resolucion analitica (1)

e EDO de segundo orden

{y”": f(tyy) a<t<b
y(a)="Y, y'(a)=vq
— Existencia y Unicidad de Solucion

Si f(t,y) es continua y lipschitciana respecto ay e y’ en en
D={a<t<b ,-00<y<w0 ,-00<y’<c0}, existe solucion y es unica

— La obtencion de solucion analitica es complicada.,
incluso en casos aparentemente simples, y suelen dar
lugar a métodos de coeficientes indeterminados y series
de potencias

— Caso lineal
{Y"+ p(t)y +a(t)y="f(t) a<t<b
y(a)=1y, y'(a) =V,




EDO orden superior: resolucion analitica (11)
e E.D.O. lineales homogéneas de coeficientes constantes

a,y" +-ay +a,y =0 (1)
Ec. Caracteristica: P(x)=a,x" +---a,X + &,

e Las raices A de la ecuacion caracteristica P(x)
proporcionan un sistema fundamental de soluciones:
— Si A es una raiz real simple de P(x), y=e™ es solucién de la
ecuacion diferencial.(l)

— Si A es una raiz real multiple de orden m de P(x), y=xke,
k=0,...,m-1 son soluciones independientes de la ecuacion
diferencial.(l)

— Si A= a % bi son raices complejas conjugadas de P(x), , y,=e3
cos(bx) e y,=e@ sen(bx) son soluciones independientes de
ecuacion dzferenmal (1).

- Si A= a % bi son raices complejas conjugadas de multiplicidad
m de P(x), y;,=x*e® cos(bx) e y, =x*e® sen(bx) , k=0,...,m-1
son soluciones independientes de la ecuacion diferencial. )
e La solucion general de la ecuacion diferencial (I) se
obtiene como combinacion lineal de las soluciones
simples obtenidas para cada raiz.




EDO orden superior: resolucion analitica (111)

e E.D.O. lineales completas de coeficientes constantes
n
a y" +-ay +ay="f(x) (I

e La solucion general de la ecuacion es igual a la suma de la solucion

general de la homogénea correspondiente, y de cualquier solucion

particular de la ecuacion completa.

e Meétodo de los coeficientes indeterminados: Se toma una solucién particular

de la ecuacion completa del mismo tipo que el término independiente y cuyos

coeficientes se determinan sustituyendo la solucion en la ecuacion.

Si f(x)=P,,(x) y A= 0 no es raiz de P(x), y,=Ax™ +Ax™ 1+ +A .

Si f(x)=P,,(x) y A= 0 es raiz de orden r, de P(x), y,= X(Agx™ +Ax™1+.. +A )

Si f(x)= e®P,(x), y,=€2*.Q.,(x) si a no es raiz de P(x) o y,=x"e®.Q,(x) ) si a es
raiz de P(x) de ordenr.

Si f(x)=e2*(P,,(x)cosbx+Q(x)senbx)), y,=e®(U(x)cosbx+V(x)senbx)), si a + bi
no es raiz de P(x) o y,=x'e®(U(x)cosbx+V(x)senbx)) si a + bi es raiz de P(x) de
orden r, donde U(x) y V(x) son polinomios de grado = max (m,s)



EDO orden superior: resolucion analitica (1V)

y=x> 0<x<1

¢ EJempIO ! 4 "
y(0)=2 y'(0)=-3 y"(0)=4

( )=1
e Solucidn general de la homogénea
P(x)=x*-1-o(P)={£1 i}
Y, (X)=ce* +c,e™ +c,e’cos(x)+c,e” sin(x)
e Solucidn particular

Yy (X) = &X° +ax+a, -

a, =1
Yo -y, =0—(ax* +ax+a,)=x"—>1 a =0
a,=0

e Solucion completa
P(x)=x*-1—-o(P)={£1 i}
Yo (X) =y, (X)+y,(x)=ce* +c,e ™ +c cos(x)+c,sin(x)—x

e Condiciones iniciales

= =1 1y, (0 -3
y.(0)=c, +c, +¢, yc()c+c .

y. (0)=c,—c,+c,=2 vy, (0)=c =4
=y, (x )= e’ —2e™ +2cos(x)—sin ()

2




EDO: resolucion numeérica (1)

e C(Casos

- Laresolucién numeérica se centra en las EDO de primer orden dado que
las de orden superior se pueden reducir a sistemas de primer orden.

ylzy’ rf(":,y1y:|_1y21'“yn)=O
y2=y” y'=y1
F(tyyo Yy ™) =04y, =y¥ b= Y=Y,
-] | .

- Por su interés especifico, a veces se estudian las de segundo orden
(asociadas a problemas de contorno).

e Problema perturbado: perturbaciones asociadas ala EDO y a la
condicion inicial
y'="f(ty) astsb_) 7'=f(t,z)+6(t) a<t<b
y(a)=a z(a)=a+e,

e Problema bien planteado
- El problema tiene solucion unica

- El problema perturbado tiene solucidn Unica y su error respecto al inicial
esta acotado si lo estan las perturbaciones

Ve >03k(e)/|g|<e nVte[ab]:|s(t)<e =|y(t)-z(t) <k(e)e




EDO: resolucion numeérica (1)

e Proceso

- No se obtiene la solucion analitica, sino un conjunto de pares (t,y;) que
representan los valores aproximados de la solucién para diferentes
valores de la variable independiente.

- Los resultados se deben interpolar (o ajustar) si se desean en valores
intermedios.

- Es necesario que el problema este bien planteado ya que los métodos
numeéricos introducen perturbaciones de los coeficientes debido a la
aritmética del ordenador.

- Resolucion numérica e El problema de valor inicial de primer orden esta bien planteado si
aylo f(t,y) es continua y lipschitciana respecto a y en D={[a,b] x(-%0,)}.

e Ejemplo: problema bien planteado
[y=y-t?+1 0<t<2

i y(0)=05

‘f(t’%)_ f(t’yz)‘ :‘)/1_'[2 +1_(Y2 —t° +1)‘ :1|Y1_ y2|

- y(t)=(t+1)" - 0.5¢"

f =1
{Z':(;f;;:i(t) O )= (t+ 1) —(05-5(t)— e, )¢ — (1)

ly(t)-z(t) = ‘(5(t)+ga)et + 5(t)‘ < (2e2 +1)g




Fundamentos

e Meétodos de Taylor

- Discretizan el intervalo total en n subintervalos iguales (puntos
equiespaciados con paso h) y obtiene aproximaciones de la solucion en
€es0s puntos.

- Utilizan el desarrollo en serie de Taylor
{y'= f(ty) a<t<p | V()= T(toy(t)) 1<ks<n t=a+i

y(a)-a 7 v(a)=a _b-a

e Orden de un método: orden de la derivada superior utilizada en el
desarrollo de Taylor o, equivalentemente, grado del polinomio para el
que el método tedrico no tiene error.

e Notacion: w, =~ y(t,)




Método de Euler (Taylor de orden 1)

e Base tedrica y algoritmo

{y'=f(t,y) ast<b

y(a)=a

W, =

! h " h2
— y(tk): Y(tk—1)+ y (tk—l)ﬁ-i_ y (Q)E
t. =a+kh
W, =W, +hf (t_,w_) 1<k<n =b—Ta

e Ejemplo: tomando h=0.25 y h=0.1 resolver y representar la solucion

y’=—%/ 0<t<l y(0)=1-Y(t)=v1-t*

t,=0
t =h=0.25

t,=05
t,=0.75

t, =1.0

w, =1

w, =W, + hf (t,,w, ) = w, —O.ZSt%I0 =1—O.25% =1
W, =W, — 0.25%,1 =1-0.250-25 = 0.9375

W, =W, — o.25t%v2 =0.9375-0250-57 o .- =0.8042

—w.—025%/ — _0.250.75 _
w, =w, —0.25 %3_0.8042 0.250-75/ 045 =0.5710



Ejemplo de Euler

t,=0 | w,=1.0000
t,=0.1 | w,=1.0000
t,=0.2 | w,=0.9900
t,=0.3 | w,=0.9698
t,=0.4 | w,=0.9389
t,=0.5 | ws=0.8963
t,=0.6 | ws=0.8405
t,=0.7 | w,=0.7691
t,=0.8 | w,=0.6781
t,=0.9 | ws=0.5601
t,;=1.0 | w,=0.3994

y=th, 0=t =1 ; y(O)=1

0.9

0.8

0.7

0.6

> 05

0.4

0.3

0.2

01

Analitica
¢ h=0.25
©  h=0.1

0.1 0.2

0.3

0.4

0.5
t

0.6

0.7

0.8

0.9 1



Método de Taylor de orden superior (1)

e Base tedrica y algoritmo

S y(t ) +h Y (b)) ++ vy ()

{y':f(t,y) a<t<b
y(a)=a
{W():a t. =a+kh

w, =w,_, +hT (ht_,w_) 1<k<n h=—=

Ejemplo: tomando h=0.25 resolver para Taylor de orden 1, 2,3y 4

y=- Y 0st<i y(0)=1-Y(t)=\1-t’
y'(t)=-ty (1) T(ty.h)=y(t)
V(1) =y (1+£2y?) T,(ty.h) =T (t, y,h)+'—2y”(t)

2

" — - h "m
y"(t)=-3ty 3(1+t2y z) Tg(t’y,h)sz(t,y,h)+§y (t)

3

() =By (L4 60y 75y ) Tty ) =Ty (L) oy ()



Ejemplo de Taylor (1)

y"(ty) =—3tw, (1+ tozwo‘z) =0
2

T, (W, h Tz(to,wo,h)+h—y”’() 0.125+0=-0.125

h® . 0.25°

)=
y" (ty) =—3w,” (1+ 6t,"w, > + 5t, wﬁ) =-3
) =

T, (t,, Wy, h T3(t0,W0,h)+my'V(t0)=—O.125— g 3= 018625
Wy =W, +hT, (t, w;,h) =1+ 0.25x 0 =1
W; =W, +hT,(t,,wg,h) =1+ 0.25x(~0.125) = 0.96875
W 0.96875

=W, +hT,(t,,wp,h) =1+ 0.25x(-0.125) =
_ 5

1A '4
Wy = W,

hT (+ w? h) 12025+ (N 1ER2E) — N ORNO?
+III4\L0,VV0,II)—J.+U.LJX U.10040 ) = U.y0uUIo

Se repite el proceso con

orden

T1

12

T3

T4

t,=0

w,=1.0000

w,=1.0000

w,=1.0000

w,=1.0000

1.0000

t,=0.25

w,=1.0000

w,=0.9688

w,=0.9688

w,=0.9683

0.9682

t,=0.50

w,=0.9375

w,=0.8698

w,=0.8675

w,=0.8662

0.8660

£,=0.75

w,=0.8042

w,=0.6783

w,=0.6675

w;=0.6631

0.6614

t,=1.0

w,=0.5710

w,=0.2995

w,=0.2361

w,=0.1990

0.0000




Ejemplo de Taylor (11)

e Representacion de resultados para h=0.25 v h=0.1

Y=ty 0=t =1 ; y(0)=1

14 ¢

0.9 -
0.8 -
y=thy 0=t =1 y(0)=1
1 e T T T
>
09 E
08 —
0.7 -
3
0.6 - 5
=05 |
04 R
| | |
07 0.8 0.9 1
0.3+ Analitica |
s T (0
02+ o T,
s T,
0.1} o T,
0 | | | | | | | | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 086 0.7 0.8 0.9 1
t




Tipos de errores y error local

e Error de redondeo (representacion)

e Error de truncamiento global (local+propagado)
y'=th, 0=t <1 ; y(0)=1

Analitica

& Euler

------- tg wi
0.2r nueva anal -

B . I Error

e Un método de diferencias L[ tgyi
WO =a 00 0!1 0.‘2 0!3 0.|4 0.‘5 0!6 0.‘7 0!8 0.‘9 1

W, =W, +he(t ,,w,_,,h) 1<k<n t

tiene un error de truncamiento local dado por

; (h) _ Yk _(yk—l + h(”(h’tk-l’ yk—l)) _ Y Y
‘ h h

¢(h'tk—1'yk—1)




Acotacion del error en Euler
e Sea el problema de valor inicial
y'=f(ty) ast<b y(a)=«a

e El error de truncamiento global del método de Euler
viene acotado por

h —a
|Yk+1 o Wk+1| < Z_I\C(e(tm " _1)
y'(t)

M = sup
L es la constante de Lipschitz de f (t,y) eny

donde ast<b

e El error del problema perturbado viene acotado por

y 1({hM ¢ _a 1-a
|y(tk+l)_Wk+1 SI(7+Fj(e(tk+l )t —1)+ge(t )t

e El error no disminuye indefinidamente con el valor de h




Ejemplo de acotacion del error

e Acotacion del error del método de Euler para la EDO
y'=t(2y+1) 0<t<l y(0)=1 —y(t)=—1+3e"

e Error de truncamiento global con h=0.25

hM (tk—O)L 02599 2t,
|yk—wk|sz(e —1)3 : (e —1)
M =sup y”(t)| =sup|3e" (1+ 2t2) <3e(1+2)
0<t<1 0<t<1
donde 5
—f(t,y)‘=2ts2=L
ay 4 y‘=l2ty+t. Osf =1; y{01I=1
kK [t y w ly-w| cota_| b oz
0 | 0.00 | 1.0000 | 1.0000 | 0.0000 [ 0.000
1]0.25 | 1.0967 | 1.0000 | 0.0967 | 0.991¢
21050 |1.4260 |1.1875 | 0.2385 | 2.62%
310.75 | 2.1326 | 1.6094 | 0.5232 | 5.323¢
4 (1.00 | 3.5774 | 2.4004 | 1.1770 | 9.769




Definiciones y tablas de Butcher

e Logran la exactitud del método sin necesidad de calcular derivadas.
e Expresion General (Runge Kutta explicitos)

{WO =«

w, =w,_, +¢(ht_,w_) 1<k<n
p(h.t W) =ck +ck, +---+ck,
k, = hf (t, w)

k, = hf (t, + ph,w, + a3k, )

Donde €. P, & 0 son constantes
elegidas de forma adecuada

ks = hf (ti + p;h, W + qgk1 + Q§kz)

kn = f (ti + pnh'\Ni +q::k1 +q§k2 +"'+qr?_lkn—1)

e Expresion mediante tablas de Butcher

110 ligg o - o
P,|q; Pol0; o - g
s O3 a0 G5 - 05
P00 - g .oy ar - o
C1 Cz C3 Cn C1 Cz Cs Cn

Explicitos Implicitos



Obtencion de los coeficientes

e Los coeficientes se obtienen, una vez seleccionado el nimero
de términos, por comparacion con los métodos de Taylor

e El método con un solo término coincide ¢on el de Euler
, _ RS
e El método es consistente cuando Pi = ;qi i=2,--n

e Para cada orden hay infinitas formas de seleccionar el valor
de los coeficientes (sistema no lineal indeterminado)

e Existe relacion entre el numero de evaluaciones por paso y el
menor error local que en los métodos explicitos viene dado
por(Butcher)

Evaluaciones (n) | 1-4 S5-7 8-9 >10
Error local O(h") O(h™1) | O(h™2) | O(h™3)




Runge-Kutta de orden 2

e Orden 2 _l

— _ 1 _ 1
C1+C2_1 C,P, =C0; =7

Heun Q
1 ‘1 Yo = Yo +3(K +k,)
k,=hf(t,y,

k =hf (t,+h,y, +k)

Pto. Medio .
t5¥g)
ftpy) o
1/2 1/2 yn = yn + k2 //i -~ ipredicho

| k= hf (t,,Y,) s

y)

0 1 k, =hf (t, +3h,y, +1k,)
Ralston:
% % yn+1=yn+(%k1+%k2)

k,=hf (t,.y,)

1 2
Vs s k, =hf (t,+2h,y, +3k)




Runge-Kutta habituales de orden superior

e Orden 3: Youu=Ya T (k1+4k2+k3)
v | v k, = hf (t,,v,)
1 12 k, =hf (t, +2h,y, +1k)
16 46 1/6 k, = hf (t, +h,y, —k +2k,)
e Orden4: Yo = Yo +2(K + 2K, + 2k, +K,)
o | Ve k1=hf (., V,)
2 |0 7 k, = hf (t, +2h,y, +1k,)
LI k= hf (t, + 2h,y, +1k,)
16 2/6 206 1/6 o = f (&, +h, yn+k)

e Orden5

Ya Ya

Ya Yo Y (

Yo 0 Yo 1 (

%  [3116 0 0 916 ky =hf (t, +4h,y, +3(k +k,))

1 -3/7 27 127 1217 87 k,=hf(t,+1h,y, - 1k +k;)
(
(

Your = Yo + 25 (7K, +32k; +12k, +32k; + 7K;)

k= hf (t,.Y,)
k, = hf (t, +2h,y, + )

n

790 O 32/90 12/90 32/90 7/90 ks =hf (t, +3h,y, + 3k+9k)
ke =hf (t, +h,y, -3k +2k, + 2k, -2k, +2k;)

n




/

...... Ejemplo (orden2):  y=-Y% 0<t<l y(0)=1->Y(t)=V1-t’
W, = a k, = hf (t,_,,w_,)
W =W, +(ck +ck,) 1<i<n k,=hf(t_ + phw_, +ak,)
e Euler modificado (¢c,= %, ¢c,= V2, p=1, q=1)
k1 k2 \Nl
025 0.25(-22)=0 0.25(—2:22) = —0.0625 +1(0-0.0645) = 0.9688
050 0.25(—2%;)=-0.0645 0.25(—52&0% )=-0.1382 0.9688+(—0.0645-0.1382)=0.8674
0.75 0.25(—522)=-0.1441 0.25(—522:0% )= _0.2592 0.8674 +4(-0.1441-0.2592) = 0.6657
0.75 0.25(—5322;)=-0.2817 0.25(—322%_)=-0.6510 0.6657 +(—0.2817 —0.6510) =0.1994
e Punto medio (c,=0, c,= 1, p='%2, q= 12)
t K, K, W,
025 0.25(—28)=0 0.25(—2:22:05) = _(,0313 1+(-0.0313) =0.9688
0.50 0.25(—0?965 )=-0.0645 0.25(—22:0205 )= —0.1001 0.9688+(—0.1001)=0.8686
0.75 0.25(—2%)=-0.1439 0.25(— 5900205 )~ _(.1961 0.8686+(—0.1961) =0.6725
0.75 0.25(—52:)=-0.2788 0.25(—2R:0205 )= —0.4103 0.6725+(-0.4103)=0.2622
e Heun (c,=",c,= %, =%, Q= %)
K, W
9 0.0 0+;/025
5 0.25(-%)=0 0. 25( 7 ) ~0.0417 1+1(0+0.0417 x 3) = 0.9688
0.25(—2&;) = —0.0645 5( 09"6;2*;23245) ~0.1125 0.9688+1(-0.0645-0.1125x 3) = 0.8682
0.25(—%%) =-0.1440 0 5( 08°6§§+§3jj40)_—0.2158 0.8682 +1(~0.1440 - 0.2158 x 3) = 0.6704
0.25(—2L&;) = -0.2797 ( T §§97) =-0.4736 0.6704+1(-0.2797 - 0.4736x 3) = 0.2453




K, K, Ky K, Ks K W,
0.0000 | -0.0313 | -0.0667 0.9681
-0.0646 | -0.1002 | -0.1502 0.8655
-0.1444 | -0.1970 | -0.3044 0.6594
-0.2844 | -0.4230 | -2.5571 -0.0962
0.0000 | -0.0313 | -0.0317 | -0.0645 0.9682
-0.0645 | -0.1002 | -0.1021 | -0.1443 0.8669
-0.1443 | -0.1968 | -0.2036 | -0.2830 0.6613
-0.2835 | -0.4210 | -0.4852 | -1.4199 0.0753
0.0000 | -0.0156 | -0.0157 | -0.0315| -0.0477 | -0.0646 0.9682
-0.0645 | -0.0821 | -0.0822 | -0.1011 | -0.1216 | -0.1444 0.8660
-0.1443 | -0.1694 | -0.1701 | -0.2002 | -0.2366 | -0.2838 0.6614
-0.2835 | -0.3440 | -0.3484 | -0.4510| -0.6610 | -2.3779 0.0354
y Erks Erka Erke
0.9682 1.903x10 2.711x10% | 1.518x10”
0.8660 5.524x104 1.706x10° | 6.660x107
0.6614 2.085x103 1.218x104 | 7.552x106
0.0000 9.621x10-? 7.531x102 | 3.539x102
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Ejemplo (graficas): y=-Y o<t<i y(0)=1-Y(t)=+1-t*

y'=thy, 0=t =1 ; y(0)=1
14

0.9

0.8+

0.7

y=th, 0=t =1 ; y(0)=1

12r

00

0.8 0.9 1

Analitica
ok ¢ RK;
[y RK4
o RK, M
_02 | | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t




Runge Kutta adaptativos

e El tamano de paso depende de la estimacion
del error de truncamiento local J&_

e Algoritmo
— Obtener el valor de w,,, de dos formas diferentes
— Estimar a partir de ambas 6,
—~ Comparar d_,, con la tolerancia 6
® 3., = 0— Estimacion de w,,, invalida, modificar h y
: .. repetir el proceso
- Pasovariable . sazua, < si Estimacion de w,,, valida, modificar h y
calcular el nuevo téermino
e Seleccion de la tolerancia
— Error absoluto 6=¢
— Error relativo 6=¢ y ., donde y ..., =|Y|F|hY'|

e Obtencion de w

- RK del mismo orden con mitad de paso
— Combinar dos métodos RK de orden ny n+1




Adaptacion del tamahno del paso

e Métodos
—~  RK mismo orden con semipaso (RK4) _l
5actual = |TZn (%)| ~ ﬁ(WZH (%) - Wn (h))

q:\/ 15hs
‘WZn(%)_Wn(h)‘

— Combinacion de RK de orden k y (k+1) _l
1 k+1

_k _ k
5actual - Tn+1(h) ~h Wi = Woig

@i‘mllmm- q= li/ il

k+1 k
Wn+1 o Wn+1

e Modificacion de h:
- La modificacién viene dada por

- A efectos practicos, se impoﬂ@ﬂf’c:o@@%mperiores e inferiores
al tamano del paso, asi como porcentajes maximos y
minimos de variacion

g< Ahmin hnuevo =h- Ahmin h
_ Ahmin =g=s Ahmax Ia'nuevo = qh < hnuevo > Ia'matx hnuevo = Ia'matx
g>Ah  h._ —h.Ah_ |w+h._ >b h._ —w —b

nuevo nuevo

nuevo < hmin hnuevo = hmin




Runge Kutta Adaptativos de orden bajo

e RK 1-2 (Euler-Heun)

1 |1 yn+1 yn+k
11/ 1y, Zia=Yot (%kl"'%kz)
2 2

k, =hf (t,,y,)
k, =hf (t, +h,y, +k)

e RK 2-3 (Bogacki—Shampine)

;;2 gz 3, yn+1:yn+(%k1+%k2+%k3)
= = a4 A
- Paso variable 1 1219 Y% 419 Vo (37K + 4k, +5ks +3K,)
29 Vs 419 k.= hf (t,,V,)
724 Vi Vs Va .
kz—hf(tn+1hyn )
Ky = hf tn+3hyn )

k, =hf(t +hy, + 2k +2k, +2k;)

n

(
(




Runge Kutta Adaptativos de orden 4-5

Y Y
3/8 3/32 9/32 Felhberg
12/13| 1932/2197 -7200/2197  7296/2197
1| 439/216 8 3680/513 -845/4104
A 8127 0 -3544/2565 1859/4104 —11/40
25/216 0 1408/2565  2197/4104 ~1/5
16/135 0 6656/12825 28561/56430 ~9/50  2/55
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40
3/5 3/10 -9/10 6/5 Cash—Karp
- Paso variable | 1 -11/54 5/2 70027 35/27
7/8| 1631/55296 175/512  575/13824 44275/110592  253/4096
37/378 0 250/621 125/594 0 51211771
2825/27648 0 18575/48384 13525/55296  277/14336 1/4
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40 Dormand—Prince
4/5 44145 -56/15 32/9
8/9| 19372/6561 -25360/2187  64448/6561 ~212/729
1| 9017/3168 ~355/33  46732/5247 49/176 -5103/18656
1 35/384 0 500/1113 125/192 -2187/6784 11/84
35/384 0 500/1113 125/192  -2187/6784 11/84
5179/57600 0  7571/16695 393/640 -92097/339200  187/2100  1/40



Adaptacion del tamaifno del paso: Ejemplo 1

e Runge Kutta de orden 4 y'=—% 0<t<l y(0)=1-Y(t)=v1-t’

Tiempo h w(h/2) w(h) delta
- Paso variable 0.0000E+000  2.5000E-001  9.6825E-001  9.6824E-001 (6.7509E-007
v 2.5000E-001 3.1250E-001 8.2679E-001 8.2675E-001 | 1.0205E-005
5.6250E-001  3.9063E-001  3.0130E-001 2.9922E-001 | 3.5360E-004
9.5313E-001  4.6875E-002  1.2798E-002  2.6336E-002  1.9253E-002
9.5313E-001  3.5156E-002  1.5003E-001  1.4982E-001 [ 4.0881E-004 |
9.8828E-001  1.1719E-002 -2.0621E-002 -6.7033E-004  1.1350E-001
9.8828E-001 8.7891E-003  7.1107E-002  7.0990E-002 | 8.8438E-004 |
9.9707E-001  2.9297E-003  1.4752E-002 -2.5657E-001 _6.1741E+000
9.9707E-001  2.1973E-003  2.5827E-002  2.5768E-002 | 1.7730E-003 |
9.9927E-001  7.3242E-004 2.1298E-002  4.3152E-002  1.9893E+000

Estimacion del error

0,

actual — |2-2n (%)| ~ ﬁ(wﬂ\ (%) - Wn (h))

Error de truncamiento local: 0.005

Paso maximo, minimo e inicial: 0.5,0.001 y 0.25

Factor de incremento y decremento del paso: 1.25y 0.75

Warning: Alcanzado el valo

o del

paso
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Adaptacion del tamaifno del paso: Ejemplo 2

e Runge-Kutta-Fehlberg: RKS — RK4

Estimacion del error

o)

actual

=z (h) = ]

5 4
n+1'_'VVh+1

n+1

Error de truncamiento local: 0.005

Paso maximo, minimo e inicial: 0.5,0.001 y 0.25

Factor de incremento y decremento del paso: 1.25y 0.75

Tiempo
0.0000E+000
2.5000E-001
5.6250E-001
9.5313E-001
9.5313E-001
9.8828E-001
9.8828E-001
9.9707E-001
9.9707E-001
9.9927E-001

Warning: Alcanzado el valor

h
2.5000E-001
3.1250E-001
3.9063E-001
4 .6875E-002
3.5156E-002
1.1719E-002
8.7891E-003
2.9297E-003
2.1973E-003

7.3242E-004

w5(h)
9.6825E-001
8.2680E-001
3.0194E-001
2.7866E-002
1.5137E-001
7 .5700E-003
7 .3901E-002
-1.5090E-002
3.2772E-002
1.0766E-001
= del

wa(h)
9.6825E-001
8.2680E-001
3.0167E-001
2_.7414E-002
1.5137E-001
7.3305E-003
7.3901E-002
~1.4923E-002
3.2770E-002
1.1234E-001

paso

delta

2. 0317007
8.5413E-006
6.9758E-004

9.6444E-003

| 3.1537E-005 |

2.0436E-002

| 1.1025E-005 |

5.6798E-002

| 9.4326E-004 |

6.3835E+000



Fundamentos

{ ?f)(: y) a S [y @dt= [ (L y()de o

n n

V(ta)=y(t)+ [ F(Ly(D))et

=W, j"” t)dt donde P(t) esun polinomio de interpolacion

Un m_etodo multipaso de paso m (con m>1) para resolver la EDO
anterior es aquel cuya ecuacion en diferencias para obtener la
aprOX|maC|on ent .4 se puede representar mediante

ZaW(Hl +hzb f((|+1 ko Wiiin)x )

donde Ios valores a, y bk son constantes y se dispone de los valores

timiA~iAalAaas 1as

inneldics w.

Si b,=0 se denomina explicito: el siguiente término se calcula
dlrectamente (Adams-Bashford)

Si by#0 se denomina implicito: es necesario resolver una ecuacion
no lineal para obtener la aproximacién (Adams-Moulton)

Inconvenientes:
- Necesita valores iniciales que deben obtenerse mediante otros métodos

- Existen dificultades cuando se plantea con paso variable (se deben
recalcular los pasos anteriores)

- Problemas de convergencia en los métodos implicitos




Obtencion de meétodos (1)

e Adams Bashford (explicitas o abiertas)
tn+1
Wiy =W, + Ln P(t)dt con B, (t)<« {t(i+1)—k’ f (t(i+1)—k’W(i+1)—k)}

m

k=1

f(&,y(g
f(t,y(t)=P,.(t)+ ( — ( ))(t —t)(t=t ) (t =t )
- El método de Adaams Bashford con paso coincide con método de Euler

e Adams Moulton (implicitas o cerradas)
Wn+1 = Wn + J'ttn+1 P(t)dt con Pm—l (t) <~ {t(i+1)—k’ f (t(i+

(m+1)
()= R0 B ettt

1)k Wiien)-k )}k=o

e El error de truncamiento local de un método multipaso
m m
Wi = Zakw(m)-k + thk f (t(i+1)—k’W(i+1)—k)
k=1 k=0

viene dado por

y(ti+1) - kzr:ak y(t(i+1)—k ) m

7,.(h)= - N + kzz(;bk f (t(i+1)—k » Wiisn) )




Obtencion de métodos (I11)

e Adams Bashford de n pasos

n | Formula 7, (h)
2 | w, :W.+1h[3f t, W)—f(ti_l,wi_l)] Sh?y"(u)
3| W, =w +Lh[23f (t,w)-16f (t_,w_)+5f(t_,w_,)] Y g)
oo ih{SSf(ti,W—)—ng(,l, W, )+37F(t,, .2)} iy ()
i+1 i 24
9f(|37 |3)
5 W+ 1901 (t,w,) - 2774f (t,_,, W)+ 2616 f (t, ,,w, ,) 5 15y ()
‘ O _1274F (15w, )+ 251F (1w ,)
- Obtencion y casos
e Adams Moulton de n pasos
n | Férmula 7,.1(N)
1| Wy =w+2h] f(t,w,,)+ f(t,w)] Zh2y"(u)
2 W'+1_W'+112h_5f(l+1’ |+1)+8f(tww) f(ti W 1)] —§4h3yw(;u)
3 | Wiy =W 35N OF (£ Wiy ) +20F (8, w) =5 (Guwo) + Fto W) ] | 520y (u)
4 251f (t +646f (t,w.)—264f(t_,w_ )+ ) y
Wi+1:\Ni+7_$0h (|+1 |+1) ( ) (I—l 1) 16;(3) h5y (,U)
106f(i ) 19f( I3)
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Ejemplo multipaso  y=-Y

e Se utiliza Runge Kutta de orden 4 para arrancar el método y se toma h=0.25
w, =1 w™*=0.9682
e Adams Bashford de 2 pasos

w, =w, +2h[3f (t,w,)— f(t,w,)]=0.9682+20.25[ 3:2& — 2]=0.8714

0.9682

w, =W, +2h[3f (t,,w,) - f (t,w,)]=0.8714+10.25[ 32> — -0 1= (0.6885

0.8714  0.9682

w, =w, +2h[3f (t, w,) - f (t,,w,) | =0.6885+20.25[ 352 — 05 1=0.3518

0.6885  0.8714

e Adams Moulton de 1 paso W, =W, +lh|:f ti+1,vvi+1)+f(ti,wi):|
W, =1+10.25) 02 4 2 |5 w, =1+ 0.125-225 = w, = 0.9677{ 0.0322}

L w, 09677

w, ' 0.8630

w, ' 06453

e Adams Moulton de 2 pasos Wi, =W, +3; h[5f (ti Wy ) +8F (t,w)— F(t_,w,

0.9682

0.9682 1.000

2 +£0.25] 52548502 — 000 |, w, = 0.9682 + 0.0208( <25 — 2.0656) = w, = 0.8650{0.0602)

0.8650 0.9682

0.6547 0.8650

0<t<l y(0)=1-Y(t)=v1-t*

W, =0.9677 +40.25) 25 + -2 | w, = 0.9677 + 0.125(-% — 0.2583) = w, = 0.8630{0.0724}
W, = 0.8630 +$0.25) 212 4 =05 | > w, = 0.8630 + 0.125( 22 ~ 0.5794) = w, = 0.6453{0.1452}
W, =0.6453+30.25) 10 + 725 | > w, = 0.6453+ 0.125( =12 - 0.1623) = w, = {0.25+ 0.25i}

)+ 50,25 5015 4805 — 5825 | — w, = 0.8650 + 0.0208( 22 - 4.3661) = w, = 0.6547 {0.1193}
[ +30.25| 510 +85025 — 65, | > w, = 0.6547 +0.0208( 22 ~8.5862) = w, = {0.2379 +0.2181i}



Predictor corrector

e Los métodos implicitos no se plantean directamente debido a sus
dificultades.

e Se usan para mejorar los resultados obtenidos por un método
explicito
- Explicito: predictor
- Implicito: corrector

e Ejemplo: predictor corrector de 2° orden (truncamiento local h?) con
h=0.25

- Yoosts1 y(0)=1-Y(1)=\1-t

predictor w,, =w, +lh[3f )—f(ti_l,Wi_l)]
corrector W, =w +2h[ f(t,,.w,,)+ f(t,w)]

w, = w " =0.9682
w) =0.9682+20.25[ 3522 — 2| =0.8714 =0.9682 +10.25[ 22 + 22 | = 0.8642

0. 8714 0.9677

wf =0.8642+20.25[ 3520 — 22 1=0.6796 W; =0.8642+1 . £0.25] 7225 + ;25| = 0.6540

0. 6796 0.8642

wf =0.6540+20.25[ 3525 — 250 1=0.2962 W, =0.6540 + 4 . £0.25] 2% + s22 | = 0.0886

0. 2962 0.6540




Representacion

y'=thy, 0=t =1 ; y(0)=1

14
L
0.9+
0.8
0.7+
0.6
> 05+
0.4
0.3k Analitica
o )ﬁ\-l‘\ﬂ1
0.2F o AM,
o A—B1
011 o AB-M,
0 | | | | | | | | |




Representacion
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Ejemplo: Comparativa (1)

t,=0.00 |t,=0.25 | t,=0.50 | t,=0.75 | t,=1.00
Exacta 1.0000 |0.9682 |0.8660 |0.6614 | 0.0000
Taylor (1) 1.0000 | 1.0000 |0.9375 |0.8042 | 0.5710
Taylor (2) 1.0000 |0.9688 |0.8698 |0.6783 | 0.2995
Taylor (3) 1.0000 |0.9688 |0.8675 | 0.6675 | 0.2361
Taylor (4) 1.0000 |0.9683 |0.8662 |0.6631 | 0.1990
R-K (2) Euler 1.0000 |0.9688 |0.8674 |0.6657 | 0.1994
R-K (2) PMedio | 1.0000 |0.9688 | 0.8682 | 0.6725 | 0.2622
R-K (2) Heun 1.0000 |0.9688 |0.8682 |0.6704 | 0.2453
R-K (3) 1.0000 |0.9681 |0.8655 | 0.6594 | -0.0962
R-K (4) 1.0000 |0.9682 |0.8660 |0.6613 | 0.0753
R-K (5) 1.0000 |0.9682 |0.8660 |0.6614 | 0.0354
A-Bashford (2) | 1.0000 | 0.9682 | 0.8714 | 0.6885 | 0.3518
A-Moulton (1) 1.0000 | 0.9677 |0.8630 |0.6453 | ?
A-Moulton (2) 1.0000 |0.9682 |0.8650 | 0.6547 | ?
A-B(2)-M(1) 1.0000 |0.9682 |0.8642 |0.6540 | 0.0886




Ejemplo: Comparativa de errores(ll)

Taylor

Runge-Kutta (2)

10 b ..................... ..................... .....................
5 RK2 (Euler M.)

: : T, (h) : RK, (P.Medio)
10 ................ ............ T4 (h) i 10 ................ ................ RK2 (Heun)

0.4 0.6 0.8 1 0.4 0.6 0.8 1
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M-

Runge-Kutta (3,4,5) Adams
; ; 10 ;




Fundamento

y'=f(tyy) a<t<b

e Dadala EDO {
y(a)=a
¢ Qué condicion debe cumplir para que el método de

Euler sea estable? ;Y converegente?

Sistema rigido es aquel cuya solucion combina
componentes con variacion muy rapida (habitualmente
transitorios), con otros de variacion lenta (que
determinan el régimen permanente).

e Los fenomenos transitorios pueden determinar el
tamano del paso para toda la solucion




Fundamento

e Sistema rigido es aquel cuya solucion
combina componentes con variacion muy
rapida (habitualmente transitorios), con otros
de variacion lenta (que determinan el
regimen permanente).

e Los fendmenos transitorios pueden
determinar el tamano del paso para toda la

solucion
k =hf (t,,y,)
k, = ht (tn+%h’yn+%k1)
ky =hf (t, +3h,y, + 5k +5k;)
k= hf (t, +Eh,y, +igk, — 5k, +2k;)
= {4+, 2B 2k
s =Bt + 20y, + 255K + 52k, + S5k, + 525 K, + k)




Anexos

e Demostraciones y desarrollos




Runge Kutta de Orden 2

e La expresion del método de orden 2 viene dada por _I

Yo = Yo +he(hit,,y,) donde o(h.t,,y,)=ck +c5k,
k =hf (t,,,)
k, =hf (t, +ah,y, + gk ) =
={ f +&(ahf + Bl )+ 5(a’h*f, + 2ahBk T, + B2, ) +o(h’ )} =
={ £ +L(ahf + phff, )+ L(a’h* £, + 2ap0* ff, + F07£26 )+ o(h?)} =
= f+h(af +Bff )+ 0 (Lo, +apfl, +1 2 F21 )+ 0(h?)
Yo = Yo +(C, +C,)hf +c2{h2(aft+,Bffy)+h3(%a2ftt+aﬁffty+%,82f2fw)+o(h3)}

) Comparéndo con el desarrollo de Taylor

2 Yo e ym(g) _ h? 3 ym(‘i) h® 3
Yo = yn+h TRAUE TR T R LA s A yn+hf+?{ft+fyf}+0(h)
e Igualando coeficientes se obtiene
c,+¢, =1 C,0=Cp =3

2
Hfr2hy o0, 12 £ 0 (1) 1] o=cy (3o f, +oplf, + 15171, )2

e Familia de soluciones dependientes de un parametro: Heun, Punto medio, Ralston

c,=3=>{c,=1a=p=1} vy, =Y, +3(k+k) k=hf(t,y,) k=hf(t +hy, +k)
c,=1={c,=0,a=p=%} vy, = yn+k k =hf(t,.y,) k,=hf(t +3hy, +1k)
c,=2={c=%,a=B=3} y, =y, +(3k +2k,) k=hf(t,y,) k,=hf(t,+2hy, +3k)




Paso variable: Runge Kutta orden 4

e Estimacion del error
w, (h) =w,, +he, (t,,,w, ,,h)+O(h*) ( ()= y(t,)-w,

") = h /4 e J h
W08 = 0 (s a ) HO0E) 1oy
WZn(%):W;‘n_l+h¢4(tn_l+%,w2n_l,%)+o(%4) | MUAE .

e Hipotesis: parte principal del error
y(t,)=w, (h)=hz (h)=ch®+o(h®
r;‘(h)zch“+o(h4)—>{ ()= (1) =heo (1) (%)

y(t,) =Wy, (%) = he,, (%) =cLh® +o(h°)
w,, (%)= w, (h) =ch®(1-L)+ o(h®) = ch® ~ L (w,, (%) - w, (h))

@Iﬁl‘"zl-nuu-




Paso variable: Runge Kutta Fehlberg

e Estimacion del error
W:+1:Wn+h¢4(tn’wn;h)+0(h4) 2-n+1
—> <
Wy, =W, +hg; (t,,w,,h)+O(h°)

T

n+1
T:+1(h) = %(y(tnﬂ) i Wr?+1 - W:+1) = Tr?+1(h) + %(Wr?ﬂ - W:+1) ~ %(Wril - W:+1)

e Hipotesis: parte principal del error
T:+1(h) = Ch4 + 0(h4) — Z':+1(Qh) ~ C(qh)4 = q4‘£':+1(h) ~ q4 %(Wril - W:+1)

@.lvnllnuu-

e Calculo del nuevo tamafio del paso

, oh
<§_)q<4ﬁ
Wi — Wi

Lwe —w)

1 _
h n+1 n+1

q




