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Integracion Numerica

4 Teoria+1 Practicas+2 Laboratorio
MATLAB
Tmas phasicos de Calculo —

Desarrollos de Taylor — Sistemas
lineales —



Descripcion del problema

Evaluacion de la integral de una funcion en
un intervalo a partir de los valores de la
funcion
-~ Funcion muy compleja (dificil de calcular su
integral)
— No se conoce la funcion sino solo sus valores en
algunos puntos

- No existe la primitiva de la funcion
e Formulas de mteqramon numerica

_[ dX~Zaf

— Obtencidon de los valores de los coeficientes
— Determinacion del error cometido




e Comprender la generacion las formulas de
integracion numerica de Newton-Cotes.

e Calcular las formulas exactas de Newton-
Cotes para polinomios de primer, segundo y
tercer grado.

e Entender como se aplica el algoritmo de
iIntegracion de Romberg.

e Entender la diferencia fundamental entre las
formulas de Newton-Cotes y la cuadratura
gausiana.

e Comprender el funcionamiento de la
Integracion adaptativa




Introduccion

e [eorema del valor medio para integrales

Sean f(x), g(x)e Cl[a, b] donde g(x) es integrable y no
cambia de signo en [a,b], entonces existe un punto c
en (a,b) tal que

~Introduccié

eDefinicion
Una féormula (de integracion numérica) es de orden n

cuando se anula el error con polinomios de grado
menor o igual a n

FN( f,[a,b]) ordenn <
<:>VPn(x):_[IO

a

P,(x)dx—FN(P,,[a,b])=0




Obtencion de las formulas

e Formulas de Newton-Cotes
Integrando los polinomios de interpolacion
(Habitualmente con puntos equiespaciados)

Inwoduccion ¢ F@rmulas de cuadratura (gausiana)

Utilizando las raices de polinomios ortogonales como
puntos de interpolacion

(Dependen del intervalo y de la funcion)
e Método de coeficientes indeterminados
Plantean un sistema de ecuaciones, dependiendo del

orden de la féormula, cuya resolucion obtiene los
coeficientes




Introducci6

Ejemplo: Mét. coeficientes indeterminados (1)

Obtener los coeficientes de la siguiente formula
para que tenga el mayor orden posible

[ f(x)dx~a,f (0.25)+a,f (0.5)+a,f (0.75)

Planteamiento: debe ser exacta para polinomios
del mayor orden, luego comenzamos en orden
creciente

1
f(x)=1- | ldx=1=a,1+a1l+a,]

f(x)=x— _[01 xdx = % =, (0.25)+,(0.5)+, (0.75)

f(x)=x* > _[:xzdx = % =, (0.25)" +a, (0.5)" +,(0.75)°



~Introduccid

Ejemplo: Mét. coeficientes indeterminados (11)

Resolucion del sistema

(1 1 1 Ve (1) [a,=2
1025 05 075 | @ |=|%|> e =—1

KOZSZ 052 0752/ \a2/ K%) \ aZ :%

[ 1(x)dx=2 £(0.25)-2 £ (05)+% 1 (075)

Orden de la féormula

f =x° ' *d =1;E 0.25 3—1 0.5)° g 0.7 3:£

()= - [ xex- 222 (0257 - (057 + 2(075) - L
172 s 1 s 2 s 37

f(x)=x* = [ x'dx ===2(0.25)" -2 (0.5)" +2(0.75)" = ==

Formula de orden 3



Reglas de Newton Cotes Simples

e Son formulas de tipo interpolatorio que se
definen por el numero de puntos del
polinomio interpolante

e dnewoncoes. @ Las formulas genéricas se toman para puntos
-simp equiespaciados, aunque su metodo de
obtencion es valido para cualesquiera puntos

e Motivacion _ Z”: f(x )L (%): L0 ()

f(x)an(x)+En(x)—><n n
0= g )

. k=

\

J' X)dx = J' x)dx +e(x —>e(x):_[:E(x)dx




Ejemplos de reglas simples

e Interpolante de grado O
— Valor en el extremo del intervalo

[ (x)dx= [ (a)dx+ [ £7()(x-a)dx = f (a)(b-a)+ f'(n)

— Valor en el punto medio

- Sin

_”\Regla}s’d NewtonCotes Lb f (X)dX=I a b)dx+J‘ f[ X:I X )dX: f(aT*b)(b—a)-k f”(n)%(b_ajg

N ‘

como f [X, X, ] = f[X, %5, % (X=X )+ f [ %5, %] yI —20) dx=0
j:f[a—”’,x](x—a—b dx__[ e, x,x J(x—%)(x—22)dx={x =2} =
_ f[ " X1:| JJ)J
e Interpolante de grado1
.[:f(x)dx:.[bP(x dx+ijb f"(£)(x—a)(x-b)dx
J R

R()dx= T (a) | 2= jbx—adx_ )erf(b)(b—a)

a

ah-a

%Jjf”(cf)(x—a)(x—b)dx=%f”(n)ja(x—a)(x—b)dx=—(b_a) t"(n)




Ejemplos de reglas simples

Interpolante de grado 2
j:f(x)dx=j dx+j +f"(& (x—a)(x—aTerj(x—b)dx

— Combinamos trapecio y punto medio

AT r (k- 0) gy (0= e
RPM b P, (x)dx =P, (252) (b~ a)+§(%ﬂ3 R, ()

RT + 2RPM 3b Pz(x)dx=b;2a(P2(a)+4P2 (22)+ P (b))
RSimpson J': f (X)dxzb;(sa(f (a)+4f (%2)+ f (b))

como f[x,a,22 b= f[x,a,22 b, x, |(x—x;)+ f[a,%2,b,x, ]y j:(x—a)(X— ab)(x—

_ f‘VG(n)%(b;a)s

Lb% f'”(f)(x—a)(x—a—;b)(x—b)dx:Lb f[x,a,22,b,2](x—22)(x—a)(x—22)(x—b)dx



Reglas cerradas

e El pol. de interpolacion Sl incluye los extremos del intervalo
Ibf(x)dX:Zaif(Xi) X, =a,% =b X =X, +kh h:b__a
8 i=0

= n
e Tma: Dada una féormula cerrada de n+1 puntos el error es
hn+3 f (n+2) (5) -
(n72) _[Os (s—1)--(s—n)ds  npar
hn+2f(n+1)(§) fE(a,b)
"s(s—1)---(s—n)ds nimpar
e Fdormulas cerradas usuales
— 3 .
n=1 g[f (Xo)+ ¢ (Xl)]_h_z f"(é) Regla del trapecio
n=2 S Regla de Simpson
81 F (%) +4F (%)+ T (x,) —%f“)(g)
" ()43t (%) +31 ( ]—3—h5f
n= 7F (%) +32f (x)+12f (x,)+32f () +7f ( ]—STh;f R. Boole




Ejemplo Jo
n=1 |, (7% —0)
BLf(%)+f(x)]= > [cos +cos(77ﬂ—771 0 77 0.7854
Error < ‘—h—i f "(5)‘ - (%: O _ 03230
n=2 | 1Z | 1Z
BLE(%)+4f(x)+f(x)]= /[cos )+4cos(%)+cos(é)}~10023
h° (%)5_
Error < f (5)‘— % =0.0033
n=3
34| c0s(0)+3cos(%) +
anf f 3f 3f f(%)]= ~1.001
PLF00) 437 (4) 131 () + f (%)) 8 {+3cos(%)+cos(%)
Error < 3 f¥(¢) = 3() =0.0015
80 80

n=4

T7F(%)+32F (x)+12f (x,)+32f (x,)+ 7 (x,) ]| =

2/[7cos +32cos(%)+12cos( )+32cos( )+7cos( )}1.000

Error <|-

5
8h' ¢ (é)‘ = —8(%) =1.2192-10°°
845 845




Reglas abiertas

e El pol. de interpolacion NO incluye los extremos del intervalo
b—a

[ (x)ax=3at(x) %=a+thx,=b-h x =x+kn h="—o
a - n+2

e Tma: Dada una formula abierta de n+1 puntos el error es

hn+3 f (n+2) (5) J‘n+1

s*(s-1)---(s—n)ds  npar

n+2)! <1
( ) e (a,b)
hn+2f(n+1)(§)jn+ls(s 1)--<(s—n)ds nimpar
(n+1)r 22 P
e Fdormulas abiertas usuales
n=0 h® Regla del punto medio




. i f%cgsfx\dyzrsinfxﬂ%:l
Ejemplo Jo COARERA=SINA) |
=0 | 2hf (x,)=2%][cos(%)] =%}/\/§z1.1107
3
3 T
Error < % f"(&) =@=0.1615

1l
—_—

n

(%) + 1 (x)]=

3
Error <

3n° L,
Tf(é)‘—

37
%[cos(%) +c0s(7) | ~1.0729

3
@ =0.1077

n=2

D21 (%) F(x)+2f(x,)]=

Error <

3h° (i
5 (5)‘ -

(7%) - cos(7)+2cos(3%) | ~ 0.9980

=0.0029

3(7)

n=3

SILLE (%) + f (%) + F (%) +11f (x,)]=

5
Error < 95h

(5‘

% 11cos(7,)+cos(%) +
24 cos((3%0))+11c08((2%))

95(/0)

=0.0020

~ 0.9986




Reglas Compuestas

e Subdivision en subintervalos y aplicacion de la regla
simple a cada subintervalo

'f X)dx = lei[

e Reglas mas habituales
-~ Regla del trapecio compuesta

- - Compuesta: J-b X)dX:Z”:J-:i_ dX Z( I:f |1)+f :l__f” j
_(f +7Z ) oL t($)

12
- Regla de Simpson compuesta

I: f (x)dx :Zn:_[::_l f (x)dx :Zn:(%[f (xz(i_l))+4f (Xpiq )+ f (XZi):|_h_5 (& )) _

i=1

[ +4Zf 2,1+22f i)+ ( j b a)h4f(4)(§)




Ejemplo: trapecio compuesta J’O‘cos(x)dx=[sin(x)];/’/2=1

[ (x)dx=%(f (x0)+z'§1 f(x)+ f(xn)j_w ()

e Regla
- 2intervalos (3 puntos)

Z(f(0)+2f (%) + f (%)) =2(1.0+2x0.7071+0.0) = 0.9481

2

- 3intervalos (4 puntos)
Z((0)+2[ (%) + f(%)]+ T (%)) =%(10+2[0.8660+0.5000] + 0.0) = 0.9770

- 4 intervalos (5 puntos)
3
4( F(0)+2) f(iz)+f (%)) = £(1.0+2x[0.9239+0.7071+0.3827] +0.0) = 0.9871

- - Compuestas

e Cotay error real
\

M = sup | f"(&) = sup
ée(a,b) xe(0,74)

2
_ 2intervalos h=2 WM =0.0807 j:f(x)dx—RT =[1-0.9481 = 0.0519

2
- 3intervalos h=% #M 00359 || f(x)dx— RT|=[L-0.9770| =0.0230

- 4intervalos h=% (2=0)() =0.0202 j:f(x)dx—RT =[1-0.9871 =0.0129




L _ - ‘.7/Z/2 ;N s r . \—|7/T/2
Ejemplo: simpson compuesta | “cos(x)dx=[sin(x)]/? =1

b n n-1 (b—a)h4 (4)
Ja f (X)dX :% f (Xo)+4z f (XZi—1)+ ZZ f (X2i)+ f (Xn) 180 f (5)
e Regla = =

- 2intervalos (5 puntos)

Z(£(0)+4[ f(%)+ f (o) ]+2f (>%)+ T (7)) =&(1+4[0.9239+0.3827] + 2x 0.7071+0) =1.0001
- 3|ntervalos 7puntos)

(
+4Z f(e /2)+2Zf 2ind ) + f(i/)) Z(1+4x1.9319 + 2x1.3660 + 0) =1.0000263
- 4 mtervalos (9 puntos)
)+ 42 F(e7%) + 22 f(274) + f (z/)j Z(1+4x2.5629+2x2.0137 +0)=1.0000083
e Cotay error real

M = sup ‘f(4)(§)‘= clin |r~nc(v)|=1
I»J 1 \JUP |\JU\J N | L
a,b

. le.llllllenau‘

e ) Xe(O,%)
4
- 2int. M=% (2_12)(4) M|=2.07x10"* j:f(x)dx—RT‘=|1—1.00013|=1.3><10“‘
- 3int. h=% %M =4.1x10"° j:f(x)dx—RT =[1-1.000026| = 2.6 x10°°

2 P20 MI=1.3x10° [ f(x)dx— RT| =[1-1.000008|=8.3x10°
180 .




Control de error y ejemplo

e Las reglas compuestas permiten controlar el error variando el
numero de subintervalos (modifican el valor de h).

e (Cotas de error

_ 2
- Trapecio %Mz con M, = sup |f"(&)
£e(ab)
. b—a)h i
- Simpson (— M. = § ()
T R AR (£)
e Ejemplo

- Obtener el numero de subintervalos para poder asegurar que el calculo
de la integral indicada mediante las reglas compuestas tenga un error no
superior a una millonésima

- Trapecio
(72-0)h* M, =—=h?<10° —> h </2#/10° =0.0028 - n > 72 5 568.31= 569
12 24 h
- Simpson
(74-0)h’ 2

M, =——h*<10° - h<4%/10° =0.1035 > n>-<2>7.59 =8
180 360 2h




Estabilidad numeérica

e Las férmulas de integracién numérica habituales son estables en h
e Trapecio compuesta (con errores de representacion)

j:f(x)dx=g(( +go)+zz( Dre)+ (f(b)+gN))—%(b—a)h2
I: f (X)dX—RTC(f,[a,b],h) < g(go+2§gk +5Nj
h

—2N(9+M(b—a)h2 =(b—a)(c:+:/|—2(b—a)h2
(

) aye

12

+

-2 12
e Simpsom compuesta (con errores de representacion)

- Estabilidad I:f(x)dx=g((f(a)+eo)+4§:(f(xzk1)+8k)+2NZ( X ) +82k)+(f(b)+8N)]_fiv(g)(b—a)h4

N 180
U: f (X)dX—RSC(f,[a,b],h)‘s

E(go + 4282k_1 + 22 Ex T Ey J
3 k=1 k=1
h

s§6N5+1'\g—0(b—a)h4:(b—a)e+'1\/|—2(b—a)h2

e Caso general (con errores de representacion)

jbf(x)dx:

U X)dx—RN( f,[a,b],h)| <

fiV( ) A
Tog(b—a)h

+

ah(f(%)+& )+ Eyune

-

i=0

N
Z|ai h8k| + Etrunc = h82|a | + Etrunc
i=0

En las reglas simples, se cumple generalmente que o,>0y > ;=1



Introduccion y definicion

e No fija los puntos. Valores 6ptimos para obtener mayor grado
_ Ejemplo f(x)=1 2=al+el |
=X O=aX +aX

100 |
I ( dX~Z“ f( ) indeter (X)=X2 %=a0x§+a1xf
(x)

=X O=aoxg+ale

o,=1

42 2 _ 2 _
X =X X =X

13
. V - A,l(.!.llllﬂil-ll 3> % = (O!O + 0{1))(3 =2X§ =X, = iT —>

[EEN

o, =

@

)

B X EX Doy =

w|& w|

Xo
L%
—>J|' f(x)dx =1 f( )+1 f(%)_po(f()(

e Polinomios ortogonales
-~ Base de polinomios

{25 (X), 0, (X) -, (x),+-}/ grado (g, (x))

— Definidos en un intervalo [a,b]
- Ortogonales para una determinada funcion w(x), denominada
peso

Seaw(x)eCla,b]/w(x)>0: j -0, ()= {>oo z: ::

n




Propiedades

e Relacidon de recurrencia
%(X):l ¢1(X)_X_B (X) ( )§0k 1( ) Ck¢’k—2(x)

Bl:f:xw(x)[¢o(x)]2dx . =I: () @ea(¥)] dx . _ ,[:XW X) @1 (X) @, (X)dx

I:W(X)[¢0(X)]zdx k I:W( X)[ @11 (X :IdX . _[: (X)[ @ (X :|dx

e Orden de las formulas y error
Dado el polinomio ortogonal ¢,(x) con raices {&,, &,, ...&,,}, Se tiene

- Polin. Ortogonales Pt (X) =0, (X) Py (X)+ Ry (X) = Py (&) =, (&) Pa (&) + Roa (&) = Ry (&)

Integrando

b
Ia W( 2n 1

j dx+_[ (X)R,;(x)dx =
.[ X)dx = ZPZM (fk_[ w(x)L* (x)dx =
:Z Pons (fk

Y por tanto el erro ene dado por
f(2n) (g)

) 310~ ()R, 9= w04




mm 'togonales

Familias de polinomios ortogonales

Nombre [a,b] w(X) Notas
Legendre [-1,1] 1 Se impone que su valor en x=1 sea 1
Asociados a la ecuacion diferencial
(1-%*)y"=2xy'+n(n+1)y =0
Tchebishev [-1,1] 1 Uso en interpolacion (aproximaciéon minimax)
1—x? Asociados a la ecuacion diferencial
(1— x2) V' —xy'+a’y=0
Hermite (-00,00) ) Asociados a la ecuacion diferencial
—X
€ y'—2xy'+ Ay =0
Laguerre [0,00) y Asociados a la ecuacion diferencial
e_

xy"—(1-x)y'+ay=0

Jacobi, Gegenbaurer, Appell, Charlier, Jack, Krawtchouk, ...




L (X) =1 N Raices Coeff.

Ly (%) =x 2 +f 1

L, (x)=%(3x*-1) 3 +,/2,0 5.8

L3(x)=%(5x3—3x) 4 3A\/ 25+ 70+/30 3—16(18—\/%)
I N L, (x)=%(35x" —30x" +3) +2/525-7030| (18++/30)

L, (x)=%(63x° ~70x* +15x) |°|° 2

e Norma +22 45—14\/ﬁ9—(1)0(322+13\/7_0)
["P.(x)P,(x)dx = 2| [pa/ass1av0l (s2-1070)
-1 2n +1

Polinomios de Legendre

e Polinomios

e Raices y coeficientes

e Relacion de recurrencia

L ——((2n+1)xP, (x)—nP,_, (x))

n+1




Polinomios de Tchebishev

e Polinomios e Raices y coeficientes
To(x)=1 raices cos(2kn_1%] k=12,
T,(X) =X ok
TZ(X) _oy? 1 extremos COS(FE] k=12,---
T,(x) = 4x* - 3x N| Raices Coeff.

__ - Polin. Ortogonales T, (X) —8x*—8x% +1 2 +242 %ﬂ

T, () =16 — 20° +5x S| V8 a7

e Norma MEESCENG i
IlT"(X)T“(X)dxz{” =02 ir
SN % n=0 +2 %(Si\/g)

e Relacion de recurrencia

Ty (X) =2xT, (x) =T, (X)
T,(x)=cos(nd),0 = arccos(x)

n




m-u 'togonailes

Polinomios de Hermite

e Polinomios

Ho(x)=1

H, (x) = 2x
H,(x)=4x"-2

H,(x) =8x>—12x
H,(x)=16x" —48x* +12
H,(x)=32x> -160x° +120x
e Norma

Jm e H, (x)H,(x)dx=2"nz

—00

e Relacion de recurrencia

H,..(x)=2xH,(x)—-2nH

N Raices Coeff.
2 +1./2 Wr
3] +1J6,0 1Jz,2x
4| +J3(3-+6) 1z (3 f)
-1
+/3(3+V6) |1V (3+6)
5|0 0.945309
+0.958572 0.393619
+2.02018 0.0199532

i1 (X)

H, () = (~1)" ¢ jxnn ()




- Polin. Ortogonale

Polinomios de Laguerre

e Polinomios

)
X) =%(—x* +9x* ~18x + 6)
)=8x"—8x*+1
x) =16x> — 20x° + 5x
e Norma

j e"L, ( (x)dx =1

e Relacion de recurrencia

X n

d” o
L (1) === (xe )

Raices Coeff.
22 %(2 ++/2 )
ARCINNN FLENE)

0.415775 0.711093
2.29428 0.278518
6.28995 0.0103893
0.322548 0.603154
1.74576 0.357419
4.53662 0.0388879
9.39507 0.000539295
0.26356 0.521756
1.4134 0.398667
3.59643 0.0759424
7.08581 0.00361176
12.6408 0.00002337

(n+1)L,.,(x)=(2n+1-x)L,(x)—-nL, ,(x)




Integral en un intervalo cualquiera

e Cambio de variable

ij(y)dy—{y o+ 22 (x - a)}:I:F(y(X))/;—;dX:/;—;jjw(x)f(x)dx

dy = ﬂ 22 dx

= Zn:akf (§k)+&(?)ﬁw(x)[l—[(x—§k )j dx

e Ejemplos ** (2n)!

b7 =z 1 n
1- Ioécos(x)dxz{ydy: (;:X )}z% Jroos(s(x-+1)) ek~ 1Y e F(5)
n=2 %{cos(l(‘—l +1))+cos(2(% +1))} — 0.998472613404115

n=3 %{gcos( (~E 1))+ seos(5(0+1)) + Feos(£( +1))} 1.000008121555498

4(18-V30 )[cos( (5 525+ 7030 +1))+cos( (1\/525+70\/% +1)ﬂ+\

»=0.999999977197115

INSE

+(18++/30) [cos( (3—1 52570 0+1))+cos(( 525-70+/30 +1))}
(322+1370) [cos( 245-14 O+1)+cos(4(21\/245 14\/%+1”+

n=5 Zi+Zcos(£(0+1))+ =1.000000000039

+35(322-18V70 )[cos( (—1\/245+14\/% +1))+cos(%(ﬁ\/245+14\/% +1))}




Integracion de Romberg: Proceso

Utiliza la regla del trapecio compuesta

b
Lf(x)dx=—[ +2Zf j+kh2+k h* +k,h® +
e Se combina con la extrap. de Richardson

s )N (0

N, (h) =
() 4 1 4 1

e Aprovecha las relaciones de la regla
N, (M, =b-a)=4(f(a)+ f (b))
N, (h =) =%(f(a)+2f (22)+ f (b)) =2N, (h,)+hf (a+h,)

(-3

(f(a)
(f(a)+2f (32)+2f (22)+2 (a+3b)+f(b)):
N, (h)+h,(f(a+h,)+f(a+3h,))

w3
2

—1
2




, I nteg g(ﬂl'll-:lllul

NEeY(

o(h)+h,(f(a+h,)+f(a+3h))
=%No(h2)+h3£f(a+h3)+ f(a+3n)+ j
+f(a+5h)+ f(a+7h,)
(f(a+h)+f(a+3n,)+
+f(a+5h,)+ f(a+7h,)+
+f(a+9h,)+ f(a+11h,)+
_+f(a+13h,)+ f (a+15h,)

\




Ejemplo

Calcular, con un error inferior a 106, aplicando el método de integracion
de Romberg

Io%cos(x)dx =[sin(x)]? =1
Aplicamos la formula de Romberg, donde h=(b-a)/n, para utilizar a
continuacion la extrapolacién de Richardson

4N, (5)—Ny(h)  4x0.9480594 - 0.7853982
Nl(h) = 41 _1 = 3

=1.0022799

=0.9999916

Integracion Romberg 42N, (5)-N;(h) 16x1.0001346 —1.0022799
| o)== - 15

=1.0000000

N(h) N3(h) Ny(h)

0.9480594

n/8 | 0.9871158 | 1.0001346

0.9999999

2
4
8 | n/16 | 0.9967852 | 1.0000083
6

n/32 | 0.9991967 | 1.0000005 | 1.0000000 | 1.0000000




Wq N Adaptativa

Motivacion

e Basada en la formula de Simpson compuesta
e Supone comportamiento “suave” de f*)(x)

aib b 1 h5
CE(x)dxt [T F(X)dx=5(a,50) 45 (2 )~ L £ (7

J.a (X) X+J‘%b (X) X (a 2 )+ ( 2 ) 16 90 (77)

Igualando y tomando ™ (77)~ £ ()

1 h5 (4) h5

§(2,152)+5 (3,b)~ L 019 (7)=5 () - 1 (1)

Estimacion del error

‘jaf(x)dx—S(a,aer)—S(aer,bj
. 2 2

Ibf(x)dx:s(a,b)—g—;f(“)(n) con h=52 yS(ab)=2]f(a)+4f(22)+f(b)]



Proceso

1. Calcular | =S(a,b), li =S(a,22),1d =S(22,b),Is=la+ Id

2. Estimar el error como e=|l-Is|

3. Sie<15& tomar Is como valor de la integral sino repetir el

proceso con cada semi-intervalo, dividiendo también por
dos el error admisible

" Integracion Adaptativa  ® Ejemplo: Calcular, con un error inferior a 1 centésima

57
Lf cos(x*) dx = 0.470355208182252 -
8 cos(’)

e Representacion de la funcion |

05-

05+

L I L I I I I I
0.4 06 08 1 12 14 16 18
X



Ejemplo: resultados

| =S(a,b) =%—;%(cos(}§)4 +4c:os(%)4 +cos(%)4) ~-0.2766
[1s—1]~1.2292

. 3/
i :S(a’a_;b):%(cos(}g)“+4cos(%)4+cos(%)4)z0.5715 solasld[  >1o.

~ 0.9526

Id =S(22,b) @(cos(%)4 +4cos (%)’ +cos(%)4) ~0.3812
(4,20) /32 -0.2766 0.5715 0.3812 0.9526 1.2292 0.0100

_@Lﬂuu._uuuu-uun

(12,20) n/32 0.3812 | -0.1969 -0.2272 -0.4240 0.8052 0.0050
(12,16) /32 | -0.1969 | -0.1568 0.0011 -0.1557 0.0412 0.0025




Ejemplo: representacion grafica

Integracidn Adaptativa

1k
05r
ol
Wu.ya\-munuva
-05F
.
| 1 | | | | | |
0.4 D& 08 1 1.2 1.4 16 1.8 2

Integral: 0.5808+ (-0.1569)+ 0.0032+ 0.0081+ (-0.0078)+ 0.0447 = 0.4721




Integracion impropia (1)

e Hay dos formas diferentes de abordar la integracion
impropia
- Usando los polinomios ortogonales adecuados (Hermite o
Laguerre)

_[Og x)dx = _[e ()dx jexf dXzZn:aif(X

- _Utilizan_do un cambio de variable antes de resolver el limite
impropio con una formula abierta

_[af dx j'%‘ tdt

- Nota: Se deb_e verificar ab>0 (el dominio no incluye el
valor nulo), sino es necesario realizar previamente una
division del dominio

[t ()ax=]" f(x)ax+[f

— Donde el valor b se elige lo suficientemente grande
como para que el comportamiento asintotico de la
funcién sea O(x?)




Integracion impropia (11)
e Calcular ["a % 4y _ <
| e dx= |7/ ~1.253314137315500

- Usando los polinomios de Laguerre (simples)

(1.304677973964021
1.187176785267228
1.236879870719581
1.263673857958196  (n

— Descomponiendo la mtegral en dos, utilizando la regla
trapecio para la primera y la del punto medio para la
segunda

Ie/dx _[e/dx+_[e2/dx J'ez/dx+jye%t =

>
Il
N

)
)

4)

5)
a de

0 _y2 o 2
Ioe de:joe e 4+XdXz<

>
Il

N SN S
>
I
w

(1.1741983013 + 0.0507831125 = 1.22498141383 (2|ntervalos)
1.1906738356 + 0.0555665510 =1.24624038672 (4interva|os)
1.1948797590 + 0.0566733473 =1.25155310642 (8interva|os)
11.1959356697 + 0.0569379755 =1.25287364536 (16interva|os)




Integracion multiple (1)

e Las integrales multiples sobre recintos hipercubicos se
resuelven aplicando de forma reiterada las féormulas
simples o utilizando métodos estadisticos (Montecarlo)

ch j: f(x y)dxdy = ch(j: f(x, y)dx)dy
- Ejemplo (utilizando Simpson)
JJ (xyy day =] (I -y) dx)dy =

2-0

(257 T0- 9y gy s 2y Jay = (o 1298y -

1\,

:{i(;*)HG(—l)z —12(—1)+8)+4(6-o2 ~12.0+8)+(6-12 ~12-1+ 8)]} ~ 2

3 3

e Cuando el recinto no es hipercubico la unica solucion
es acudir a métodos estadisticos (Montecarlo)

_Ld _[:((yy)) f (x y)dxdy = _Ld(j:((yy)) f(x, y)dx)dy




d

c

oolx:'

oolx:"

Integracion multiple (11)

(jb f (X,Y)dx)dy =%*J:(f (%, y)+4i f (x2i_1,y)+2ni f(x,,y)+ 1 (szy)jdy _

f(xo,y0)+4jzn:;( Yo )+zzf( Yoy )+ F (1 Vo) +
h 4i;_f (xZi_l,y0)+4jzi; f (x2i_1,yzj_l)+2jz:; f(Xoia Vaj ) + f(x2i1,y2m)}+
: ZE_f(XZi,yO)+4if(x2i,y2j1)+2T2_‘if(x2i,y2j)+f(x2i,y2m)}+ )
(_ +4Zf(x£n s+ 20 1 (s Yoy ) 1 (s Yo )+
(%0 Y0) + ( Vam )+ F (%, yoj)+f(X2n Yom ) +
2 z( (xo,yzj)+f(x2n,y2j))+:( Xorr Yo ) + T (X yzm))}
3 4_g(f (X0 Yaja)+ f(x2n,y2j_1))+§( f (X1, Yo )+ f(XZil,yZm))}
4g§f(x2i,y2j)+s zf(xy)+zzf( - yzj)}+16§gf( rtors)
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Meétodo de Montecarlo (1)

e Calcula
Iz_[abl_[:z---f:" f(xl,xz,---xn)dxldxz---dxl=_[Vf X )Jdx
= (X, %, %) V={xa<x<b,a,<x,<b,,--a,<x <b |

e Proceso: genera una muestra aleatoria uniforme de valores X;
y aprOX|ma la mtegral mediante

Zf )=1(F) con f valor medio muestral de la integral
2 1 < )2
var(f)=c =N_1Z_1:(f(xi)—f)

£(1(7)) =], 1 (e var(1(7)) =L

e Nota 1: El error de la integral es proporcional a su varianza y
por tanto disminuye con O(~/N | (Reducirla a la mitad exige
cuadruplicar el numero de muestras)

e Nota 2: La convergencia depende del numero de muestras,
pero NO de la dimensién del volumen




Método de Montecarlo (I1)

e Calcular [ [ (x-y) dxdy

7.5 ‘

integral

5.5 Il Il 11 ‘ Il Il L1 ‘ Il | | ‘ Il Il 11 ‘ Il Il 11
10 10 10* 10° 10° 107
puntos

o Integracion de Montecarlo

puntos




Meétodo de Montecarlo (111)

e El volumen del elipsoide (%=

a’ b c?
e Viene dado por 4 apbc 2 2 2
3 XSyt oz
e Calcular el volumen del elipsoide — + =+ —-=1 para x,y,z>0
2° 1° 3

X2 yz o pahey X2 yz
j'v3\/1—?—1—2dx—3_[0 jo \/1—?—1—2dx dy ~ 3.142183001731533

puntos

Integracion de Montecarlo

puntos



Resumen

Hay dos formas diferentes de obtener formulas numéricas de
integracion

- Interpolacién: Newton-Cotes abiertas y cerradas

- Cuadratura gausiana

Las formulas de Newton-Cotes compuestas permiten ajustar el
error deseado

Las formulas de cuadratura se obtienen utilizando polinomios
ortogonales definidos en intervalos determinados y para
funciones de peso, y permiten formulas de mayor orden con un
numero menor de evaluaciones de la funcion

La integracion de Romberg se obtiene al combinar la regla del
trapecio y la extrapolacion de Richardson, y permite estimar
numéricamente el error

La integracion adaptativa permite ajustar el error y variar el
tamano del paso

Las integrales impropias requieren usar polinomios ortogonales
0 combinar cambios de variables con reglas de Newton-Cotes
abiertas

La integracion en mas de una dimension se realiza combinando
formulas de una dimensién cuando el dominio es hipercubico o
utilizando el método de Montecarlo en caso contrario



