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Ejercicio 1.- Dada la funcion f (x) =/x en [1,2], se desea generar una tabla de

valores con equiespaciado h

(@) Determinar el menor numero de puntos necesarios n y el valor de h para que al
usar interpolacion mediante un polinomio de segundo grado entre tres puntos

consecutivos el error sea menor que €=0.001. Se exige que n sea impar.

(b) Acotar el error que se comete al aproximar la integral de dicha funcién por el
conjunto de polinomios cuadraticos en cada terna de puntos consecutivos,

suponiendo que h=0.25.

(c) Calcular el valor exacto de la integral y el valor aproximado para h=0.25

justificando la féormula numérica utilizada, y verificar que cumple la cota anterior.

Apartado (a) Numero de puntos necesarios
Sabemos que, al interpolar mediante un polinomio de segundo grado
f(X) =P, (X)+ X, X, %, X] (X=X, ) (X=X )(Xx—X, ) con

()
3!

P(X) = f X ]+ fF[X0u % J(x=% )+ f [ % X % ] (X=X ) (X =% ) Yy f[X0, %, %, X]=

()

Para asegurar el error pedido, es necesario que max (x=%)(x=%)(x—x,) <& pero

xeoxe]l 3!
fm(é) fm(x)
T3 (X)) (x-xa) < mai—3 =5 ma (x-) (x-x) (x|

Acotando cada término por separado
1‘(x):x}/2 f’(x):}gx’}/2 f”(x):"%x’% f’”(x):%x’%

puesto que f’”(x) es monotona decreciente y siempre positiva en el intervalo [1,2]

max|fm(x)|smax|%x% Smaxji <=
izl 31 |7 ehdl| 31 |7 xel2)[1%31] 16

Por otro lado, denotando por x—x, =sh se tiene x—x, =(s+1)h y x—x, =(s—-1)h
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Xg}xgpx(z](x—xo)(x—xl)(x— )= sTaﬁ‘W (s+1)s(s- 1‘ ‘h3 m 11‘3 —s‘ ‘h Q(s)‘

buscamos los extremos de Q(s)=s’-s

Qw=atmos=s o o ¥ |R(Hial o[ Ka) - Y-
5 6 G\ T3

Por tanto

max L(a)(x—x )(x=%)(X—=X,) <L 2n° <e=0.001— h~0.3434

xelxo%]| 3l 0 21716 343

b-al 2-1 :
Estoes, n> +1> +1> 4,y por tanto se necesitan 5 puntos.
h 0.3434

Apartado (b) Error en la integracion

Se tiene que
O ek O ke .
Ib f (x)dx = ZI f (x)dx = ZI {P,(x)+E,(x)} dx, que es la regla de Simpson compuesta.
a k=0 Xak k=0 Xak

El error de esta regla viene dado por

—h*
180

E=

(b—a) f™ (&) con &£ e[L,2]

0.25* 15

y COMO f“v)(x):*l%6 X 2, entonces E = 5 (2- l)ED 2.034x107°

Apartado (c) Solucion exacta y comparacion de cotas
Solucion analitica exacta

J{ = 2"

: f = #(+/8-1)111.2189514164974601940...

Solucién aproximada mediante Simpson

jb f (x)dx z%{ f (a)+2ni f (x2k)+4§": f (Xpes)+ f(b)} , esto es

L2 Jxdx ~ %[\ﬂ +241.5+4\1.25+41.75 + \/E} =1.2189451568570861539...

y la diferencia entre ambas resulta 0.625964...x107, valor inferior a la cota obtenida.

DIN__EjOOAIIR.doc



el . o L
_I‘;}M%ﬁ UNIVERSIDAD DE OVIEDO Ultima Actualizacién 16/02/2007 Pagina 3 de 31
g B
— Af;._ v | Titulaciéon / Centro Ing. Gedlogo - E.P.S.G. Schultz
7N '
m DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Asignatura Andlisis NUmérico
©CMF | Tema Derivacién e Integracion Numérica

Ejercicio 2.-
(@) Obtener la regla general de integracion numeérica cuando se aproxima la funcion

f (x) por un polinomio de primer grado.

b
(b) Calcular el valor de 5 para que j(x—a%b—5j(x—a7m+5jdx=0

a+b a+b
c) Particularizar la regla anterior cuando se toman hl -9/, s +0 | como
(c) g > >

puntos de interpolacién. Acotar asimismo el valor del error cometido.

(d) Utilizando el resultado hallado, calcular la regla de integracion compuesta cuando

b-a
el intervalo (a,b) se subdivide en N intervalos de ancho h= N

Apartado (a) Obtencién de la férmula de interpolacion

Sabemos que

Jo 100k = [LR () a1 Do XJ(c-0) (k3 bk con R(x)= £ () =+ 1 () 2

Integrando el polinomio, se tiene

L:)Pl(x)dx:f(xl)“‘b X=% dx+ f (xz)_[b X=X gy = f(x) )[(x—xz)z} +L2))[(x—x1)1

aX1_X2 aXZ—Xl 2(X1_X2

esto es

IbPl(x)dx:

G GRSV U CER

2(%, — %,

Apartado (b) Determinacion del valor de &

E(X—aTm—5j[x—aTm+5jdx: :{(x—%b]z 52}dx=%{(x%b)3£52[x]2
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Apartado (c) Aplicacion de la regla a los valores hallados

Tenemos que J': X)dx = J' x)dx +E, (x), siendo En(x)zj':f[xl,xz,x](x—xl)(x—xz)dx

Por tanto, se obtiene la siguiente regla de integracion,
f(x,—9) b f(x,+5) b

JR(ax = (o, -0 | 4+ (x40 | =222 (%, -0)+ 1 (x,+6)}

a

Determinamos ahora el error cometido E, (x) :I: f X, %, X](x =%, ) (x—x, ) dx
Como J'(x—aTb—5j( —aTerJréjdx 0,y recordando que

f[X1 KXoyt Xo ]: f[X11X21"’Xn’Xn+1]+ f [X1’X21'“Xn1xn+l1x](x_xn+l)

se llega a que

En(x):j: f X0 %0 Xg, X](X =% ) (X=X, ) (X — X, ) dx

Figura 1. Representacion de las funciones (X-x1)(X-X2) ¥ (X-X1)(X-X2)(X-X3)

Debemos elegir el valor de x3 de forma que el producto no cambie de signo o su integral sea nula.
Lo primero es imposible de conseguir, mientras que anular la integral se logra tomando x;=(a+hb)/2.

Con este valor, la integral es nula de nuevo, obteniendo

b 2
E, (x) =L f %0 %0 Xg, X, X] (X=X ) (X=X, ) (X=X, ) dx
Puesto que ya no se consigue anular la integral del producto ni mantener su signo (ver Figura 1), es

necesario subdividir el intervalo para poder aplicar el Teorema del VValor Medio para Integrales.

Teniendo en cuenta que
b b b
Lg(x)dxs Lg( )dx| < dx‘ U ‘ Ing(x)dx‘

y que en cada subintervalo el producto no cambia de signo, se llega finalmente a que

‘g (x)dx‘+
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5 (4) (4)
()= ' 4(!51)(18+@)+‘f N [ ‘f i A
Que se puede acotar como
9+\/— ‘f

‘(b a)

E. (x ‘_
1620 4!
Apartado (d) Regla de integracion compuesta

b = exa & X + X: h X + X; h
f(x)dx = f(x)dx~— f i i+l + f i i+1 +
J.1() OJ (%) 22’{ ( 2 2\/5] ( 2 2\/5]}

(9+IN1\f“ \5 (9++3)[F“(¢)
(EE 1620 Z;‘ 71620 41

h*(b—a)

Ejercicio 3.-
(@) Utilizando el desarrollo en serie de Taylor en los puntos {a—h,a+h}, obtener las
férmulas de derivacion numérica para f'(a) y f"(a).

(b) ¢Es posible conseguir dichas férmulas de tres puntos a partir del polinomio de

interpolacion en los puntos {a—h,a+h} ?. Justifiquese la respuesta.

(c) ¢Se puede emplear el método de extrapolaciéon de Richardson para obtener una
férmula de cinco puntos {a-2h,a—h,a,a+h,a+2h} para f'(a)a partir de la

férmula anterior de 3 puntos?. En caso afirmativo, calcularla.

(d) Justificar que el resultado de la formula de derivacién de 3 puntos no mejora

cuando h— 0. ¢A qué es debido?.

Apartado (a) Obtencién de las formulas por desarrollo de Taylor

Partimos de los desarrollos en serie de Taylor de orden dos en los puntos {a—h,a+h}:

2 3

f(a+h)=f(a)+h- f(a)+h f”(a)+h— f’"(él(x)) a-h<&(x)<a+h
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h? h*
f(a-h)=f(a)-h- f’(a)+§~ f”(a)—g- f"(£,(x) a-h<&,(x)<a+h

Restando:
3
f(a+h)-f(a—h)=2-h- f’(a)—g[ f7(&(x)+ £7(&(0)]
Si f"(x) es continuaen [a—h,a+h], aplicando el T™ del Valor Medio, existe & € (a—h,a+h) tal

que F7(E00)+ F7(&(x))=2- F7(&) y por tanto
fath)-fa-h) h?

f'(a) = f" con a—h<&<a+h
(a) T 3 () 5
De forma similar, si sumamos los desarrollos de orden tres
h? h? h*
f(a+h)=f(a)+h- f’(a)+§- f”(a)+§~ f"'(a)+F f@ (&) a-—h<&(x)<a+h

2 h3 4

— ' h " m h (4)
f(a-h)=f(a)-h-f (a)+5-f (a)—ﬁ-f (a)+z-f (&) a-h<¢&,(x)<a+h
Obtenemos la formula de la derivada segunda (con un tratamiento andlogo del término del error):

f"(a)=h—12-[f(a—h)+ f(a+h)-2- f(a)]—g- f@(&) a-h<f<a+rh

Apartado (b) Obtencién de la férmula de tipo interpolatorio
Expresando el polinomio de interpolacién en forma de Lagrange, se tiene
P(X) = Lo(x)- T (%) + Li(x)- )+ L (x)- F(x;) =

— (X_Xi)'(x_xz) 'f(X)+ (X_XO)'(X_XZ) f(X1)+ (X_XO)'(X_Xl) f(X)
(Xo_x1)'(xo_xz) ()(1_Xo)'(x1_xz) (Xz_xo)'(xz_x1) ?

Y la funcién se puede escribir como:

0

f(X):ZLj(X)‘ f(xj)+ f'"(eg(x)). (X—XO)-(X;!X;L)-(X—XZ)

Diferenciando:

09 =3 100 fx)+ 0| LV LR o)

L =) (x ;!Xl)-(x—xz) D, [ f"(£()]

Para x = x; el ultimo término se anula, y la relacion se reduce a:
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00 =3 L0 1 06)+ £7(206) T 06 %)

2-X=X — X, gy 2 X=X =% L7 (x) = 2: X=Xy — X%
(Xo_xi)'(xo_xz)'Li(X) (X1_X0)'(X1_X2)y Z(X) (X2—X0)-(X2—X1)

Tomando x, = a, se tiene que x,=a—h, X, =a+h y x=a+sh, obteniéndose de nuevo

donde L;(X) =

fath)-f(a-h) h?
2-h 3!

Para obtener la formula de la derivada segunda derivamos la expresion de la derivada

f'(a) = (&)  a-h<&<a+h

primera:

F'() = Z Li(x)- f (X,-)+%- F7(E00) [(X=X)(X=%,) + (X=X ) (X=X, ) + (X =% )(X = %) |+

+ (x— Xo)’(X;!Xl)'(X_ X,) Cf@ (f(X))

f"(x) = :ZOL}’(X)- f(xj)+%- f7(E(X)-[2-(X= %) +2-(X=X) +2- (X=%,) ]+

+§[(x—x1)-(x—xz)+<x—xo)~(x—x2)+(x—xo)-(x—x1)]. £ (£(0)+

RN oo

De nuevo, para x = x; el Gltimo término se anula, quedando

f'(x)= JZi;L;’(Xi)' f(Xj)"'%' fm(é:(xi))'[z'(xi —Xp) +2- (% = %) +2-(X _Xz)]"'

#2003+ = 30) (6 %)+ (6 =)+ (%= 3)- 05 = x)]- T (6(x)

" _ 2 " — 2 " = 2
donde LJ(x) = )% L/(x) = % —x)-(x —%) y L(x)= (X, — %) - (% — %)

Sustituyendo para X = Xi:

; ]f(xm[ -
(Xo _Xl)(XO _Xz) (Xl _XO)(Xl _Xz)

2 l "
+LXz - ]f(XZ)jLG'f (E0x,))-[2- (%, =) +2- (%, =x,) ]+

Xo)(xz - Xl)

f7(x,) { ]f(xl)Jr

*é'f(‘”(a(x»-[(xl =Xp)- (%, =X;)]

DIN__EjOOAIIR.doc



Ultima Actualizacion 16/02/2007 Pagina 8 de 31

Titulacién / Centro Ing. Gedlogo - E.P.S.G. Schultz

{ Jeo”  UNIVERSIDAD DE OVIEDO
s ‘@:.‘E;

bLLLY :
=
g '
m DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Asignatura Andlisis NUmérico

©CMF | Tema Derivacién e Integracion Numérica

Tomando x, = a, se tiene que x,=a—-h, x,=a+h y x=a+sh, obteniéndose de nuevo
f”(a)_— [f(a—h)+f(a+h)-2- f(a)]—— f (5) a-h<&<a+h

Apartado (c) Extrapolacion de Richardson

La formula de 5 puntos se obtiene utilizando la extrapolacion de Richardson a partir de la formula
de tres puntos. Si se hubiera desarrollado Taylor hasta orden cuatro, se tendria que

f(a)_—[f(a+h)—f(a h)]-— il f’”(a)—%f (£) a-h<d<a+h M
Sustituyendo h por 2h:

f'(a):rlh-[f(a+2h)—f(a—2h)] an” -f"(a)- 1162% (77) a-2h<d<a+2h (I
Eliminando entre (1) y (11) el término en h?

3 £/@) =2 [f(@+h)- f@-h)] - f @+20) - f(a- 2h)]—h—0f )+ 212 £6) (1)

Si f es continua en [a-2h,a+2h], entonces existe un & e (a—2h,a+ 2h) tal que:

2h h* 3
()=t (¢)==-h*. {0
5 )55 )5 (€)

Obteniendo finalmente la férmula de cinco puntos

(a) = —~ [ f (a—2h)—8- f (ah)+8- _ b e _
f(a)_12h [f(a—2h)-8-f(a—h)+8- f(a+h) f(a+2h)]+30 fY(&) a-2h<&f<a+2h

Apartado (d) Pérdida de precision cuando h — 0

Partimos de la formula

h2

f'(a)=N(a,h)—§-f’"(§) con N(a,h): f(a+h)—f(a—h)

2-h

Pero al operar con aritmética finita se tiene que

f(a+h)—f(a=h) _ f(a+h)+5-f(a-h)+g donde
2-h - 2-h

sentacion de la maquina. Asi pues

N(a,h)= |e|.|e,| < € es el error de repre-

(h)=|f"@-N(ah)|<|f'@-N(ah)+N(ah)-N(ah)= ':' M+%
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siendo M > max f”’(x)‘
a—h<x<a+h

- ;- 38 Errar
El error tiene un minimo en h,, =3 /—
M

En la practica no podemos calcular el valor de h

Error de truncamienta

Optimo, ya que la cota del error de representacion

Errar Tatal

depende de la maquina y M depende de la funcion y

del intervalo en estudio.

Errar de representacion

Ejercicio 4.- De un movil cuyo desplazamiento viene dado por S(t) se conocen los
valores de S(0), S(1),5(4),S(5),5(7),S(9), asi como su velocidad para t=0 y t=9.
¢ Existe algun método de interpolacién que nos permita acotar el valor maximo de
la aceleracién para Ost<'9 sabiendo que SM(t) esta acotada para 0st<9 y 0<k<5?.

En caso afirmativo, calcular dicha cota.

Los métodos de interpolacion polinomial clasica permiten acotar el error entre la funcion y el
polinomio interpolador. Pero cuando se deriva dicho polinomio, el error con la derivada de la
funcion sélo se puede acotar en los puntos de interpolacién, y no en todo el intervalo. Por tanto
tendremos que acudir a otro tipo de interpolacion, mediante splines cubicas. Puesto que nos dan el
valor de la derivada de la funcion en los extremos, debemos usar una spline sujeta. En este caso, la
férmula del error cometido viene dada por

H £09(x) - S(k)(x)\L <c.h** H f (4)()()H0c donde c, :%, C, :%, C, zg y h= miax(xi+1 - xi)

Por tanto, si H i “”(x)”w < M entonces

_2Ty

" _Qnr .§ 2
|f"(x)-$ (X)”‘*’S83 M =2

Nota: esta acotacion es muy grosera, puesto que la formula anterior era aplicable cuando h—0, y en

este caso es valor de h es ain muy grande.
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Ejercicio 5.- Una particula m que se desplaza por un fluido esta sujeta a una
resistencia viscosa R, la cual es funcién de la velocidad v. La relacion entre la

resistencia R, la velocidad v , y el tiempo t viene dada por la ecuacion

t= Lv((:)—m du. Sea R(v) = para un determinado fluido, donde R se da en N

R(u)
y v en m/s. Si m=10Kg y v(0)=10m/s, aproxime el tiempo que la particula tarda en
reducir su velocidad a 5m/s.
(@) Utilizando la regla del trapecio compuesta con un error inferior a 0'1s.
(b) Utilizando el método de integracién adaptativa de Simpson con un error inferior a
0'0005s.
(c) Utilizando integracion analitica. Utilicese este resultado para verificar las cotas de

error de los apartados anteriores.

a) Regla del trapecio compuesta

Al aplicar la regla del trapecio a n intervalos se obtiene

[ f(x)dx_—{f(a)+22f X )+ f(b)} D=8z ¢r(e) donde h=2"2 y x =a+kh.
a n
Se debe asegurar un error ¢ inferior a 0’1 s, esto es
b a 2¢nm
‘j f(x)dx—— f(a)+2zf +f(b)} ——Zh*fr(g)l<e

El enunciado indica que f (x)=-mx*, por tanto f'(x)= gmx‘% , F7(x) = —% mx 2 y al ser f”

negativa y monotona creciente en el intervalo

"(x)|<|7(5)| = 1310x57% ~ 0'1341640787...
x€[5,10] 4
Por tanto
‘b—ahz <[22y (%) = 2222 h20'1341640787.... < 0'1 = |n| <1'3375...
12 2 xl510] 12
: lb—a| [5-10] :
lo que exige que n > = ~ 3'7384, esto es, 4 intervalos.
h  1'3375
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_f;%dng[f(aHZZZ; f(x)+ f(b)}:%’zs[f (10)+2{f (8'75)+ f (7'5)+ f (6'25)}+  (5)] =

=-0' 625[—0.3162 +2 {—0.3864 —0.4869 - 0.6400} — 0.8944] =2'6482
b) Integracion Adaptativa

. b-a a+b .
Denotando la regla de Simpson por S (a,b) = e f(a)+4f — + f(b) |, se ha visto que,
bajo las hipétesis de un valor similar de las derivadas de f(x), se tiene que

‘S(a,b)—{s(a,a;b)+8(a;b,bj} N f(x)dx—{S(a,a;bj+8(azb,bj}

Realizando las operaciones

<Eg

<15 =

Intervalo S (a,b) [ g (a,222) 2l g (22,b) B 12]+[3] [1]-[2]-[3] 15¢ ¢Valido?
[10,5] 2.6318 0.9785 1.6422 2’6208 0’0110 0’0075 NO
[10,7°5] 0.9785 0.4367 0.5417 0’9784 070008 0’003625 SI
[7°5,5] 1.6422 0.6970 0.9443 1’6414 0’0001 0°003625 SlI

La integral vendra dada como 1°6414+0°9784=2"6198

c) Integracion analitica

5
5 —10 20 20 20

—dx=|—=| =—-—=26197...
LO X\/; {\/;lo \/g v10

Regla del trapecio compuesta: |2°6197-2’6482|=0"0285 mucho menor que el error exigido.

Regla adaptativa: |2°6197-2°6198|=0"0001 mucho menor que el error exigido.
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Ejercicio 6.- Dada la funcion f(x)=x sen(x)

(@) Se pretende tabular mediante puntos equidistantes. Determinar el niumero de
puntos necesarios en el intervalo (0,n) para que al interpolar linealmente entre dos

de ellos se obtenga un error menor de una milésima.

(b) Determinar el polinomio de interpolacion que coincide con la funcion en {0,n/2,1} y
con su derivada en los extremos. Acotar el error que se comete al sustituir la

funcién por un polinomio.

(c) Acotar el error cometido cuando se utiliza la derivada del polinomio anterior para
aproximar a f'(n/2). Compara dicha cota con el error real ¢ Se puede acotar el error

en todo el intervalo? En caso afirmativo, cual es la cota.

(d) Calcular la integral definida en el intervalo y acotar el error cometido. Comparar

dicha cota con el error real

Apartado (a) Tabulacion de valores

En el caso de interpolacion lineal, se tiene que f (x) =P, (X)+ f[X,, %, X](X—X,)(x—x,) con

P (x)=f %]+ f[%:%](Xx=%) Yy f[X.%.X]= f;(!i).

Para asegurar el error pedido, es necesario que max

Xe[Xg, %] |
fﬂ(a) fﬂ(a)
Pero. max |51 (X =) (x =) < max| =, max f(x=0) (=)
Acotando cada término por separado
f (x)=xsinx f'(x)=sinx+xcos f”(x)=2cosx—xsinx

El maximo de la funcidn se obtiene para f”’(x) =0 — x =-3tan x, ecuacion que no admite

solucion analitica. La representacion aproximada de la funcién nos muestra un extremo en el

intervalo [r/2, ©]. Realizando una acotacion grosera, tendremos

max

0<x<m

f”(x)‘s max

0<x<m

2cos x|+ max

0<x<m

—xsinx|=2+n

DIN__EjOOAIIR.doc
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Representacion de f’(x) en [0, 7]

Por otro lado, denotando por sh=x—Xx, se tiene x—x, =(s—-1)h y x—x, =z—-h

XEPX%](X—XO)(X X 5e01‘h2 S 1)‘
Por tanto
f" 2
max ,(é)(x—xo)(x—xl)£2+nh—<s:0.001—>hz0.0395
xelonl| 72 4
ynxXi=% _ =0 446
h 0.0395

Apartado (b) Interpolante que coincide con la funcion en {0,n/2,x}

Por las condiciones exigidas se deduce que se trata de un “spline sujeta”, o bien tendremos que
acudir a formulas de diferencias divididas generalizadas.

Comencemos aplicando diferencias divididas generalizadas:

f(zk) f[zk’Zk+1] f[zk""zk+2] f[zk""zk+3] f[zk1"'zk+4]
= 0
Z, = 0 f'(0)=0

I\JN
JE
N
=
-
3

Z;

0 -1 —% —%2

2y =7 L t(m)=-x %'2 %2_% %3_%2

Puesto que, utilizando la forma de diferencias divididas generalizadas, se tiene que

DIN__EjOOAIIR.doc
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N k
=2 % Xk]HX %)+ [, x X] [T (x=
k=0 i=0

el polinomio de interpolacion pedido sera

4 k-1 —
:kzz(; f [xo,---xk]li:)[(x—xi):0+Ox+§x2—ﬂix2(x—%)+8 ”27z X2(X—2)(x—7) =

=0.0554x* —0.6620x> +1.5465x%>

cuyo error viene dado por

E () = f [X, N,x]]_‘[(x—xi):%(x—oﬂx—g)(x—ﬂ)2
Acotando, se tiene que

(%)
5!

T
|E, (x)|<(r)gxa<>; max|(x - 0)? (x——)(x r)? /2<

< max |5sen X+ XCOSX|

S9.56%(5-1+7z-1) =0.649

Repetimos ahora los calculos utilizando “splines” sujetos. Tendremos que

2, (X—=%;)° + by (X=%,)* +Cy(X—X,) +d, X€|:0,%:|
S(x)=
(KX + B 400 %)+, xe] Tor)

Denotando por h, = x, — X, :% y por h, =X, — X =% se llega al sistema

2h, b 0)(h, f (% %)~ '(0)
ho 2(ho+h1) h1 b1 =3 f(X21X1)_ f(XO'Xl)
0 hy 2h )\ b, fi(z) = (%, %)

Calculando los coeficientes y resolviendo

7 #wl2 0 \(hb, 1 by 1.4049
wl2 27 #l2| b |=3] -2 |—>|Db |=|-0.9099
0 #/2 7« )\b, 1-7 b, 1.5901

Sustituyendo los valores para obtener los coeficientes de la “spline” sujeta en cada intervalo
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Intervalo a - b,.-b b ¢ = [xi+1,xi]—b‘*1+2bi d = f(x)
3h 3
{o g} a, =—0.4923 b, =1.4099 c,=0 d, =0
2
d, =1.5708

{;z } a, =-0.1444 b =-0.9099 c, =0.7854

Obteniéndose finalmente

—0.4923x3 +1.4099x>
S(x) = )

3
—0.1444(x—£j —O.9099(x—£j
2 2
El error que se comete al sustituir la funcion por dicho polinomio vie

5001« max| 19 ()| =2 max|— Al
| f(x) S(x)|§384max‘f (5)‘h _384max| 4cosx+xsenx|(2j

4
<> (4147 -1)(5] —0.566
384 2

o5

+0.7854(x—%)+1.5708 X e [%ﬂ:l

ne dado por:

<

Se observa que, en este caso, la “spline” sujeta consigue la menor cota de error, aunque la

comparacion de ambas (ver figura) no muestra claramente dicha ventaja.

wsing  H

Comparacionn de f(x)con el polinomio de diferencias divididas generalizadas y la spline en [0, 7]
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Apartado (c) Acotacién de la derivada

Utilizando polinomios de interpolacion no era posible acotar la derivada salvo en los puntos de
interpolacion. Para poder acotarla en todo el intervalo es necesario utilizar el “spline * sujeto. La
expresion del error para ambos casos viene dada por

53 55+

3
| £/(x)=S'(x)| 32—14max‘ f (&) h? 22—(4+ﬂ)(%] =1.15 respectivamente, si bien se ha de

)

S+x(rx !
=——oI|—=| =0413 Yy
51 {2

1
4
destacar que solo la “spline” sujeta acota el error en todo el intervalo.

Puesto que f ’(%) =1 el error real en cada caso sera:
P’(x) =0.2215x> —1.9986x” +3.0930x — P(%) =0.7854 = E =0.2146

—1.4767x% +2.8197X X e [o,%}

S'(x) = , N S’(ZJ:O.78S4:> E =0.2146
V4 T T 2
—04331()(—5) —18197(X—E)+07854 Xe [E,ﬂ':l

La similitud de ambas funciones se puede observar en la siguiente figura

35 1 | | 1 | | I
0

Comparacion de las derivadas de f(x),el polinomio de diferencias divididas generalizadas y la spline en [0, 7]
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Apartado (d) Acotacién de la integral

Integramos cada uno de los dos casos, acotando su error. Previamente integramos la funcion
[ xsinx dx =[sin x—xcosx]; =7

0 0
En el caso del polinomio, el error viene acotado por

J; ((0)-P(x){ -

= £7(5) 2 6 2 f (77x
fy 51 (=0 (=) (x| <

j‘( ~ 0 (x=2)* (x- 7’| <

6*” 3.5956 = 0.0457

y el error real por
[7(F(0=P(x))dx =] f(x)dx— | P(x)dx =z -3.1487 =-0.0071
En el caso de la spline

T T 5 5 A !
F(x)=S(x))dx = [*——Mhdx =——(4+7)| Z| 7=1.7785
Jo (F00=5 () X‘ o 382" ¥ =354 +”)(2j "

y el error real viene dado por

0

7 (x) -8 (x))a=]f (x)ox— [ 775 (x) e J;, 8 (x)dx=7-3.1134=0.0282

Como se ve en la figura siguiente, en este caso la aproximacion de Hermite consigue mejores

resultados, aungue no tan destacables.

AEy

251

1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Comparacion de las primitivas de f(x),el polinomio de diferencias divididas generalizadas y la spline en [0, 7]
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Ejercicio 7.- La determinacion de la cantidad de calor AH (en calorias) requerido

para elevar la temperatura de un material desde una temperatura inicial T, hasta

T, depende de su capacidad calorifica c(T) (en cal/g °C) mediante la expresion

T,
AH =m[c(T)dT
T
Se desea calcular el calor necesario para elevar la temperatura de 100 g de un
material cuya capacidad calorifica viene dada por

c(T)=0.132 +1.56x107*T +2.64x10'T? desde —100 hasta 200°C.

(@) Calcular el calor de forma analitica exacta.

(b) Utilice la regla del trapecio simple para aproximar la integral. Calcule la cota de
error y verifiqgue que es mayor que el error real. Repita los calculos subdividiendo
la integral en dos, la primera de —100 a 0 y la segunda de 0 a 200. ¢Cuantos
puntos serian necesarios para calcularlo de forma aproximada utilizando la

férmula del trapecio compuesta con un error menor que 1 caloria?.

(c) ¢Qué formula de aproximacion numeérica de las estudiadas seria mas adecuada

para calcular esta integral?. Justifiquese la respuesta.

Apartado (a) Valor analitico de forma exacta

T, 200
AH =m|[¢(T)dT =100 [ (0.182+1.56x10°T +2.64x107T*)dT =

T -100

=100[0.132T +7.8x10°T2 +8.8x10°T* | =4273.2

Apartado (b) Formula del trapecio

(b-a)
12

La regla viene dada por '[: f(x)dx = b—Ta( f(a)+ f(b))-

(<), asi pues

200
AH =100 [ ¢(T)dT ~ 22220

-100

100(c(—100)+¢(200)) =150(11.904+17.376) = 4392

DIN__EjOOAIIR.doc



Ultima Actualizacion

16/02/2007 Pagina 19 de 31

Titulacién / Centro

i(@f:/: UNIVERSIDAD DE OVIEDO

Ing. Gedlogo - E.P.S.G. Schultz

]
it '
“\ DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Asignatura

Analisis Numérico

© CMF

Tema

Derivacién e Integracion Numérica

3
= 302 5.28x107° =

(200+100)°
—— MmaX

12 -100<x<200

con cota de error E <

Crr(--l- )‘
El error real es |4273.2-4392|=118.8

Tomamos ahora los 2 intervalos indicados

0 200
AH =100 [ ¢(T)dT +100 | c(T)deO+1OO
0

-100

100(c(-100)+¢(0))+
=50(11.904+13.2) +100(13.2+17.376) = 4312.8

cuya cota de error viene dada por

(0+100)’ y ey (20040’
T BTl ma e (T

El error real es ahora |4273.2-4312.8|=39.6

Se observa que en ambos casos la cota coincide con el error.

3 3
E< :100 +200

La formula del trapecio compuesta para n+1 puntos viene dada por

118.8

200-0

100(c(0)+c(200)) =

5.28x10° =39.6

n-1 b-— h2 _

[ 1= 1 @)+25 1) 10)]- 5™ 17(0) con s,y donce =22

a = n
siendox, =a+ih.
Puesto que el error debe ser menor que 1 caloria, se tiene que

b—a)h? 200+100)h?
E= &f"(g) su5.28xlo‘5<1cal —>hs\/ 12 — =27.52 y por
12 300-5.28x10
tanto nzb_—a+1: 300 +1=12
h 27.52

Apartado (c) Férmula adecuada

Puesto que c(T) es un polinomio de segundo grado, lo mas adecuado seria utilizar formulas

simples cuyo error contenga ¢/ (T), donde k >3 para poder asegurar

un error nulo. Aunque

existen formulas de Newton Cotes abiertas y cerradas que verifican esa condicion, la méas simple

viene dada por la regla de Simpson

5
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Ejercicio 8.- Fugacidad f es un término que se emplea en ingenieria para describir
la energia disponible en un proceso isotérmico. Para gases ideales coincide con

la presion, pero en gases reales viene dada por la expresion

donde C es el factor de compresibilidad, determinado experimentalmente, y Pe la
presidon a que se mide la fugacidad. Cuando la presion tiende a cero, el valor de C
se aproxima a la unidad a mayor velocidad. Los valores del factor de

compresibilidad para el metano vienen dados en la siguiente tabla.

P(atm) |1 10 20 40 60 80 120 160 250 400

C 0.9940 |0.9370 [0.8683 |0.7043 |0.4515 |0.3429 |0.4259 |0.5252 |0.7468 |1.0980

(@) ¢Cual es el orden de las formulas del trapecio y del punto medio?. Suponiendo
gue el valor de C varia linealmente entre los valores tabulados ¢ se obtiene el

mismo resultado con ambas férmulas?. Justificar la respuesta.

(b) Manteniendo la hipotesis de que C varia linealmente entre los valores tabulados,
obtener el valor de la fugacidad a 70 atm. utilizando la regla de Simpson

compuesta.

Apartado (a) Orden de las férmulas

Ambas formulas son de orden 1, esto es, exactas para polinomios de primer grado o menor.

Regla del trapecio: J':g(x)dx=w(b—a)—(b;—;)g”(a) donde a<&<b
a+b (b-a)’

Regla del punto medio : I: g(x)dx = g(T)(b—a)+ 9"(¢) donde a<{<b
Los resultados de ambas coinciden cuando la funcidn es lineal, pero aunque el comportamiento de

) ., C(P)-1
C es lineal, la funcién g (P) :% no lo es, y por tanto

g(@)+g() _C(a)=1 C(b)-1 a+b c*P): “U7Ch C(a)+C(b)-2
2 2a 2b 2 ad ad a+b

2 2
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Apartado (b)
Se necesita determinar In— _J' OudP para lo cual es preciso primero conocer C(70). Puesto

gue nos dicen que varia linealmente entre los valores tabulados, interpolamos su valor en el

intervalo [60,80] mediante diferencias divididas de Newton

C(60)-C(80)
60-80

C(P)=C(80)+(P-80) , esto es, C(70) = 0.3972.

Los puntos de la tabla no estan equiespaciados, por lo tanto no podremos plantear el uso de la regla

de Simpson compuesta, sino que es necesario aplicarla a cada subintervalo, asi tendremos
70 1 10 20 40 60 70
[ g(P)dP=] g(P)dP+[ g(P)dP+[ ‘g(P)dP+][ ‘g(P)dP+][ g(P)dP+][ g(P)dP

y COMo

se tiene que

Iolg(P)szi( 2 ALu0%402 4 09940 1) —0.010 (puesto que I|m =0)

J-log(P)dP zmT_(oggfo 14 4 0.9940+0.9370- 2+09370 1)_ -0.1122

1 1+10

20

g( )dP 20— 10(09370 l+409370+08683 2 + 09370 1) 01295

10+20

10

40

g( )dp 40— 20(09370 l+408683+07043 2+O7043 l)_ 02831

20+40

20

60

g( )dP 60— 40(07043 1+407043+04515 2+O4515 1)_ 0 3353

40 40+60

I;OOQ( )dP 70— 60(04515 1 4 404515:03972-2 03972 1) -0.1773

60+70

y por tanto

In 7i0 ~-1.0474 — f ~70e™%" = 24.56

Ejercicio 9.- Aproxime las siguientes integrales

1) jmldx 2 [ —dx+f°1dx
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(@) Mediante las cuatro primeras foérmulas de Newton Cotes cerradas. ¢Son las
exactitudes de las aproximaciones compatibles con las férmulas de error? ¢ Cual

seria la mejor aproximacion?

(b) Mediante las cuatro primeras férmulas de Newton Cotes abiertas. ¢Son las
exactitudes de las aproximaciones compatibles con las férmulas de error? ¢ Cual

seria la mejor aproximacion?

Apartado (a) Férmulas de Newton Cottes Cerradas

10 10] 10
Comenzamos por calcular el valor exacto L f(x)dx = J'l ~dx= [Inx]” =In10=2.3026

y sus sucesivas derivadas £

En las formulas cerradas de Newton-Cottes para calcular _[ dx con n+1 puntos se toma

h:—a,yportanto X, =a+kh. Asimismo x, <J <X, .
n

n=1: Regla del trapecio

" h L
[ £ (ae=2(F (%) + £ (%)) 15 (<)
3 3
1) J‘loldx 10— 1(1+ 1) 4.95 con error E<9—max2—; 22 1015
1ox 2 \1 10 1210xc10x 12

2) f’sidﬂ jmid £ 25 1(1+ L j+10_5'5(i+%j=2.6591+o.6341=3.2932 con error

X 55 2 (1 55 2 55
3 1 | 3
E<45 max |— 2! + max 2! :4'5 2 1+L =15.28
12 | 1=x<55 X3 5.5<x<10 X3 12 5.53
n=2: Regla de Simpson
X2 h h5 IV
LO f(x)dx:g(f(xo)+4f(x1)+f(xz))—%f '(¢)
5 1 5
1) Ilo 1 +4i L =2.7409 con error E < 4 max 45 4512 _ 246.0375
55 10 90 1xx<10
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2) IS'Sldx+ledXz2'25(}+4 L —j —5( = j 2.4079 con error
1ox 55 X 3 1 325 55 3 (55 775 10
5 1 1 5
E< 2.25 max i + max 4! 2 25 ——| |=15.3804
00 | 1=x<55| x| s5<x<10|x°
n=3: Reqgla de Simpson de tres octavos
% 3h 3h° )
LO f(x)dx=—(f(x0)+3f(x1)+3f(x2)+f(xs))—ﬁf '(¢)
s |
1) I ( 3— 3£+ij:2.5634 con error E£3 3 max |— 4 =218.7
4 7 10 80 1=x<1o|x°
2 [~ —dx jwld N (1 +31 g 31+ij+ﬁ(i+3l+3i+ij=2.3598 con
1 25 4 55 8 \b6 7 85 10
.1 5° I I 1 5°
error E£3 L5 max |— 4! + max 4! 3 L5 411 1+ i =6.8357
80 | 12xe55| x| s5excto| x5 80 5.5°
n=4
[ (x)dx = 2h(7f( )+328 (1) 4121 () +32F (x,)+7F (x,))— S 109 (¢)
% 45 945
1) jml (71+32i+12i+32i+7ij:2.3857 con cota de error
1 3.25 55 775 10
. 7 I
E< 8:2.25 max 6—7 =1779.3784
045 1=<x<10|x
jssld J.loid 3'1'125(71+32 1 +12 1 +32 1 +7ij+
2) 1 55 X 1 2.125 3.25 4375 55
3'1'125(7i+32 1 +12 1 +32 1 +7ij=2.3148
8 55 6.625 7.75 8.875 10
. 7 | | . 7
con error Esm max |— 6! + max 6! %6! 1+L =1.7377
045 | 1sxess|x7 | ssex<io| x7 945 5.5’
Presentando los resultados de forma tabular:
Valor Cota Error
n |l 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1) [4.95 |2.7409 |2.5634 |2.3857 |121.5 |246.0 | 218.7 | 1779 | 2.6474 | 0.4383 | 0.2608 | 0.0831
2)(3.2932 |2.4079 | 2.3598 [ 2.3148 |15.28 |15.4 |6.8 |1.7 |0.9906 |0.1053 [0.0572|0.0122
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En todos los casos el error real es inferior a la cota, siendo preferible el segundo por tener menor
cota de error. De todas formas, al ser la cota muy elevada, el valor calculado resulta de poca
utilidad. Representdndolo en forma de tabla se observa que al subdividir el intervalo, la cota del
error disminuye drasticamente. Es asi facil de justificar el interés de la integracion compuesta.

Como era previsible, el menor error corresponde a la formula de 4 intervalos (5 puntos).

Apartado (b) Férmulas de Newton Cottes Abiertas

. b
En las formulas abiertas de Newton-Cottes para calcular J' f ( x)dx con n+1 puntos se toma
a

h=— Z,YDor tanto X, =a+(k+1)h. Asimismo x; <¢'<x,;.
n+

n=0: Reqla del punto medio

[ £ (x)dx = 2nf (x0)+%3 £(¢)

X1

3
1) IlOEdXz2-4.5 L ) _1.6364 con error E <> max
1 X 5.5

3 1x<10

2!

X3

3
_ 4.5°2 _60.75

2) | L ix+ j”idXz2-2.25L+2-2.25i+:1.3846+0.5806=1.9653 con error
Lox 55 X 3.25 1.75

3 | 1 3
E< 2.25 max 2 + max 222 g+ 2 . 7.5938+0.0456 = 7.6394
3 1<x<55| 3| 55<x<10| x3 3 1 55°
n=1
X 3h 3h3 "
J'Xilf(x)dx:T[f(x0)+f(x1)]+Tf (&)
. 3 ] 3
1) jmldx zﬁ 1+i =1.7679 con error E sﬁmax 2—3 _332 =40.5
1 X 2 44 7 4 1=<x<10| ¥

2) j“ldx+ jmldxz%(1+i)+&(i+ij=1.4625+o.5861:2.o486 con error
! 55 x 2 (1'55)" 2 (55 10

3 3
e 315 (max 24, max 2_3'j= 315 (33+i3j=5.0625+ 0.0304 =5.0929
4 | 1=xs55|x3|  s5<x<10|x 4 (1" 55
n=2:
% 14h° (4)
7 ()= 421 (%)~ F (%) +21 (%) ]+ =2 1(&)
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1) Imld & 225(23—125—5—15+27—175j:2.0749 con error
4

X°

14.2.25°
—MmaX
45 1<x<10
J~5-5£dx+J-10£d ~4'1.125(2 1 1 L9 1 )4_4'1.125(2 1 1 49 1 j:
2) hox 55 X 3 2125 325 4375 3 6.625 7.75 8.875
=1.6359+0.5973 = 2.2333

E< =430.5656

con error
. 5 I | . 5
ES% max i+ max 4— :w ﬁ-l— 24 =13.4552+0.0027 =13.4578
45 1<x<55| x®|  55<x<10| x° 45 1%  55°
n=3
X 5h 95h° (@)
[ 1 () dx =128 (%) + F () + F (%) +11f (%) ]+ 7 (&)

1) jmldx 518( 11t i+118i2j:2.1164

1
—+
X 24 28 46 64
8°

41

—(=299.1816
X

con cota de error E <

max |—
144 1=x<10

js'sldx+jl°ld 509(11— s i+11ij+5'09(11i+i+i+11ij=
2) b X 5 x 24 \""19 28 37 46) 24 64 73 82 91

=1.6515+0.5975=2.2490

con error
.09° I I .009° | I
< 95-0.9 [max is + max isj: 95-0.9 (45 4! Sj 9.3494+0.0019=9.3513
144 1<x<55| X 55<x<10| X 144 1 55
Presentando los resultados de forma tabular:
Valor Cota Error
ni1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1)|1.6364|1.767|2.074 | 2.116 | 60.750|40.500 | 430.565 | 299.18 [ 0.6662 | 0.5347 | 0.2277 | 0.1862
2)(1.9653(2.048|2.233 |2.249 | 7.6394 |5.0929 | 13.4578|9.3513|0.3373|0.2540 | 0.0693 | 0.0536

En todos los casos el error real es inferior a la cota, siendo preferible el segundo por tener menor
cota de error. De todas formas, al ser la cota muy elevada, el valor calculado resulta de poca
utilidad. Representandolo en forma de tabla se observa que al subdividir el intervalo, la cota del
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error disminuye drasticamente. Es asi facil de justificar el interés de la integracion compuesta.

Como era previsible, el menor error corresponde a la formula de 4 intervalos (5 puntos).

Ejercicio 10.- Dado el soporte de puntos {XO'X X }

(@) Obtener la forma de Newton del polinomio de interpolacién. Acotar el error cometido

tomando puntos equiespaciados y denotando por M, :§n(1ax)
&( %0, X2

esa acotacion cuando se extrapola?. Justificar la respuesta.

f¥(¢). ¢Es valida

(b) Obtener el polinomio de interpolacion tomando los valores de f (x) =x® en el soporte

{-1,0,1}. Determinar el error cometido al evaluar el polinomio en 0.5 y comparario

con la acotacion teodrica.

(c) Obtener la férmula de integracion
Xy 1 2 1 3
LO f(x)dx:(xz—xo)f(x0)+§(x2—xo) f[Xo,Xz]—g(Xz—Xo) f X0, %, %, ]+E

determinando el error que se comete. Particularizar la formula de integracién y el

error para el caso de puntos equiespaciados.

Apartado (a) Formulas de Newton de interpolacion con tres puntos

La forma de Newton del polinomio de interpolacion viene dada por:

:gf[x ljx X )+ f X0 Xy ]lj(x—xi)
(N-+1) (é) K

Kk
donde f X, Xy, X][[(x-x)= (N+1)l H (x=x),% <&<x, eselerror,y las diferencias
i=0 i=

divididas se calculan mediante la regla de recurrencia

Ene | caso propuesto, se tiene
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P, (x)=
E, (X) = f [ X, X, %, X] (X =% ) (X =%, ) (x—

f %]+ f [ %0 % (X=X )+ F %o X, %, ] (X —

XO)(X—Xl)
1)=& () (k- %) (x- %)

3!

Si los puntos estan equiespaciados con paso h, haciendo el cambio de variable x = X, +sh se tiene:

EZX:L@)sHhshs—lh Mhmaxs—s
(x)] = 5 (s+1)hsh(s=1)h| <

max

=i

max‘s —S‘ S —S‘

Sel

ax ‘53—5‘—>352—1:0—>s:i% y por tanto

B

La cota del error es entonces ‘Ez (x) < o/ h®

Esta acotacion es valida para interpolacion, pero no para extrapolacion puesto que los maximos
calculados lo son ene | intervalo definido por el soporte. Vedmoslo con un contraejemplo:

f(x)=x*en {-1,0,1}

. M 2
Operando, se obtiene: P,(x)=xy |E,(X) <—=h*=——
P 2( ) Y ‘ 2( )‘ 9\/§ 3\/§
Se cumple que max f(x)-P,(x)|= Xrl?%)‘ﬁ - x‘ < % pero cuando x=2, |E, (2)| =6> —3\/_

Apartado (b) Particularizacion para f (x)=x’en {-1,0,1}

Aplicamos las diferencias divididas

f(Xk) f[Xk’Xk+1] f[Xk’Xk+1’Xk+2]
X =-1 [-1
= 0 - —(-
x =0 f[XO'Xl]:f(Xl) f(xo):O ( 1):1
X, — X, 0-(-1)
= 1 —_ —_— —_—
X, =1 f[Xsz]—f(X;) fx)_1 0_, f[X01X11X2]:f[X1’X2] f{%%] _
2 X 1-0 X, =%

P, (X)=-1+1(x+1)+0(x+1)x =
El error cometido en x=0.5es f (0.5)-P,(0.5)=%-4=2

Y la acotacion para ese punto viene expresada como
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E, (0'5) = ! l;(;g)

(0.5+1)(0.5-0)(0.5-1)=2
Se observa que ambas coinciden.

Apartado (c) Integracion de Simpson

Calculando el polinomio de interpolacién tomando el soporte {x,,,,x,} se obtiene

J‘ X)dx = J' [% ]+ F [Xo0 X (X=X )+ [ X5, X, %, ] (X=X ) (X=X, ) )dx+ E

con E = :%(F)(x—xo)(x—xl)(x—xz)dx

Operando

J‘: f(x)dx= f [xo][x]z + f [XO,XZ]{wl +f [xo,xi,xz][xg—x?z(x2 +x0)+xx0x2E +E

1 1 3
=(X,—%) f (x0)+5(x2 —-%,)* f [xo,xz]—g(x2 —X%) f XX, % ]|+E
Particularizando para puntos equiespaciados se debe obtener la regla de Simpson, esto es

j f (x)dx:2(f(xo)+4f (%)+ f (xz))—gf M (g).

Su verificacion es simples in mas que sustituir:

(k%) £ ()4 206 =50 £ %] 20 =) T [0, =
F0e)=F (%) T0u)=f(x)

S TICATE Tehputtal mulC 1 9C) N N N
= f(%)(2h—h=2)+ f (x)(&+2)+ f(x,)(h-&)

N
|

Ejercicio 11.-

(@) Describir las ventajas e inconvenientes de utilizar, en general, la formula de Gauss-
Legendre de 3 puntos frente a la regla de Simpson (precision, limites de integracion,

etc.).
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(b) Deducir la regla de Simpson® compuesta, asi como la estimacién de error.

(c) Una particula de masa m que se desplaza por un fluido esta sujeto a una resistencia
viscosa R que es funcion de la velocidad v. La relacion entre resistencia R, velocidad

_ vit) m
‘- V(O)R(u)du

v y tiempo t viene dada por la ecuacion . Para un determinado fluido

R(v):—v V' Usando la regla de Simpson compuesta, determinar con error menor
de 107s, el tiempo que tarda una particula de 10 kg que se mueve a v(0)=10 m/s en

reducir su velocidad a v=5m/s. ¢ Cudl es el error real cometido?.

Apartado (a) Comparacion entre Simpson y Gauss-Legendre

En ambos casos la funcion se evalla en tres puntos. La regla de Simpson se expresa como

jbf(x)dx:b;;‘[f(a)+f(a_;bju(b)Hb;ajsfi;ff) con ¢ e(ab)

mientras que la formula de Gauss-Legendre viene dada por
1 vi
[, f(x)dx=05f(0.7746)+0.8f (0)+0.5f (-0.7746)+kf " (¢) con ¢ e(-11)

la vista de ambas expresiones, se observan claramente las diferencias entre ambas. Por un lado, la
formula de cuadratura tiene mayor orden (es exacta para polinomios de mayor grado). Mientras que
Simpson es exacta para polinomios de tercer grado, la formula de Gauss-Legendre lo es para
polinomios de grado 5. Por otro lado, la regla de Simpson es aplicable a cualquier intervalo,

mientras que la férmula de cuadratura esta definida en el intervalo (-1,1).

Apartado (b) Formula compuesta

Partiendo del intervalo total y dividiéndolo en n subintervalos de anchura 2h se tiene

[ 00x= 3077 1 ()x= DA (k)41 () £ ()] So52)

2k-2 k=1

donde x, =a+kh y &, € (X, Xy ) -

*Regla de simpson: [ £ (x)dx=b_Ta[f (a)+ 1 ("%b} f (b)Hb‘aT fwggg ) con ¢e(ab)
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Operando por separado sobre ambos términos

> [f (Yo 2)+4F () + T (30)] = { 0)+4§f(x2kl)+z:zjf(x2k)+f(xzn)}

ihsfiv(érk) i >hSn.':iv(ér):thz;ha.fiv(éz):h4(b_a)1:iv(é/)
90 if“’({k )=nf¥(¢) 90 90 180

se obtiene finalmente

Ib f (x)dx:h{f (x0)+4zn: f (x2k_1)+2ni f (% )+ f (in)}_h“(b—a) (¢) con ¢ e(a,b).

a 3 180

Apartado (c) Aplicacion
Se debe calcular
vt 5
t= Jv((o))%du = 10%%
mediante Simpson compuesta, con un error inferior a 10s. Utilizando la férmula anterior

*(b-2) (<)
180 |

<107

—4725

Puesto que f (x)=-10x" se tiene que f"(x)=—rp— y Vxe(5,10) ‘f'”

4725
8x” N<gar

8.5”%

~ 0.0845.

Despejando el valor de h

10180
= 2% 4/0.4259 ~ 0.8079
{[5—10]0.0845

: . : b-a
se obtiene que el nimero de intervalos es n > % >3.09=4 y h=0.625.

Evaluando la funcidn en los puntos indicados

X 10.0000 | 9.3750 | 8.7500 | 8.1250 | 7.5000 | 6.8750 | 6.2500 | 5.6250 | 5.0000

F(x) | -0.3162 | -0.3484 | -0.3864 | -0.4318 | -0.4869 | -0.5547 | -0.6400 | -0.7496 | -0.8944

y sustituyendo en la formula, t~2.6198.

r 5
De forma exacta, t = .[5 10 du= _—20} =2.6197, y por tanto el error real es inferior a 0.0001.
10

oufu [V
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