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1
(1+x)

Ejercicio 1.  Dada la funcion f (x)= -

(@) Obtener el polinomio de interpolaciéon de Taylor de segundo grado TZ(X) en torno al

. : . f(5
punto x=4. ¢;Qué error se comete con esa aproximacion al evaluar ( )?. Acotar el error
gue se comete al usar dicho polinomio para interpolar en el punto x=5 y en todo el

intervalo [0,9].

(b) Obtener el polinomio de interpolacion de Lagrange E (X) tomando {0,4,9} como puntos

. . L f(5
de soporte. ¢Qué error se comete con esa aproximacion al evaluar ( )?. Acotar el
error gue se comete al usar dicho polinomio para interpolar en el punto x=5 y en todo el

intervalo [0,9].

(c) Determinar el nimero de puntos equiespaciados necesarios para poder asegurar que la

interpolacion segmentaria lineal tiene un error inferior a 0’001 para todo el intervalo.

Apartado (a) Polinomio de interpolacién de Taylor

La aproximacion de una funcion en el punto x=c mediante el polinomio de Taylor viene expresada
como

F() =T, (})+ Ry (%)
donde

c)k

To(x)= f(C)+¥(X—C)+¥(X—C)Z+-~+ f(:.(c) Z £ (c (x=
f(n+l)(égx)

— (x—c)"" con & e(x.c)

Rn+1(X) -

Particularizando para c=4 y n=2

()= £ (@) ey T gy T gy con g e (0

3!
f(x)=(1+x)72 f’(x)=—2(1+x)f3 f”(x)=6(1+x)74 f”’(x):—24(1+x)75

f4)=25  1'(4)="%s £"(4)= %2

Por tanto
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X)= Vo5~ Ho5(x~4)+ Yo5(x—4)" =11945 ~ 305 x + Fgp5 X’
5) = Y5~ Hgs(5-4)+ Hps(5-4) = ;?3 61285

y el error real vendra dado por

£ (5)-T,(5) _| 18 28 o0

(1+5)° 625| 22500
y la cota del error mediante
|1 (5)-T,(5)|= ﬁ(5—4)3 < max 18| _ oy |24 1=141-0.0013

3! &e(45) 3l &<(49)16(1+ X) 5

Para acotar el error en todo el intervalo, se tiene que
max| ()T, (0] = max 22 (- ) < ma o) - | = |29 47| =500
xe[0,9] xe[0,9] 3! xe[0,9] 3! Xe[O 9] (1+ O)

Apartado (b) Polinomio de interpolacion de Lagrange en {X,, X, X, } ={0,4,9}

El polinomio de interpolacion de Lagrange se puede calcular en su forma candnica (resolviendo el
sistema), como combinacidn de los polinomios de Lagrange o en forma de diferencias divididas. En
cualquier caso, se tiene que

F(x) =P (%) + By (%)

donde

(n+1) h
Em(x):f[xo,xl,...xn,x](x—xo)(x—xl)-u(x—xn):f—(é) (x=x) con & e(%,X,)
(n+1)! 4
Su expresion mediante diferencias divididas viene dada por

i-1

SDILIUR | (CETARE A PRIPA (CEPAERI PAPS (R IR

k=0
y mediante polinomios de Lagrange por

Zf ) donde L?(x)= HX_Xk

k=0 X — X

k=i

Comenzamos calculando la tabla de diferencias divididas
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X f [Xk] f [Xk ' Xk+1] f [Xk’xk+1’xk+2]
0 1
f[0]= =1
g (1+0)*
‘ 1 _1 f[4]-£[0]_ s
f[4]= == _ _-6
[ ] (1+ 4)2 o5 f [0,4] 120 >
9 1 1 f[9]-f[4] -3 13
f[9]= =— _ _ £]0,4,9] = ——
[ ] (1+ 9)2 100 f [4’ 9] 9_4 500 [ ] 500
Por tanto

Pz(x):l—625(x—0)+1%00(x—0)(x—4)

Si el célculo se realiza con polinomios de Lagrange

Pz(x): }/5 }/00

En cualquier caso P, (5) = —400 y el error real vendra dado por

1 7| 2
(1+5)° 1oo|_ 225

~ 0.0978

| f (5) -k (5)|

y la cota del error en ese punto mediante

|f (5)-P, (5)| -

24 20
31(L+x)°

—f"'?ffx)(5_0)(5_4)(5 9) <

[ ]

puesto que la funcidn es positiva y monétona decreciente

max| 24 5|£| : |
xe[o,9]|3!(1+x)| |(1+0)5|

= |f(5)-P,(5)|=4x20=280
Para acotar el error todo el intervalo, se tiene que

2
o 110

Se debe acotar también el valor del polinomio, para lo cual lo evaluamos en los extremos del
intervalo y en aquellos valores que anulan su derivada (extremos relativos).

p(x)=x(x-4)(x=9) p'(x)=3x"-26x+36=0 — x=2155169367,1.7299}
p(l3 f)} max{OO 182122ﬂ’182+122f} 42.0315

61 61

(3)

24

max | (x)—P,(x)[<m O

XE[O,Q]

5| max|(x—0) (x~4)(x-9)

09]

XE,

max|p | max{|p(0)|,|p(9)|,‘p(13*3@)

Xe 0 9]
y por tanto
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max | f (x)—P,(x)|<42.04x4=168.16

Xe[0,9]

Apartado (c) Nuamero de puntos de interpolacion lineal segmentaria

En el caso de interpolacion lineal segmentaria con puntos equiespaciados una distancia h se tiene
f(x)=P*(x)+E"(x) con xe[X_;,X] Y X =X,+kh donde
k _ f f _ k _ f"(éx) _ _ .
P (X)— [Xk—1]+ [Xk—l’xk](x Xk—l) y E (X)_T(X Xk—l)(x Xk—l)’é:x E(Xk—l7xk)
Asi pues

max | f (x)-P(x)|= max( max

xe[0,9] k=1,.n \ xe[Xy_1.%]

(0= 1)< |

f" §X
SrkT—]fl..)r{XEr[Ql,xk] é! )jmla)ﬁ((x Xk_1)(X—Xk)|)
como
max| max f(gx) :maxf(x)gmax 3 =
k=1,.n| xe[X5.%] 21 xe[0,9] 21 [0,9] (1+ X)
h2
vk: max (X_XH)(X—XH)FT

xe[ X1, % |

para asegurar el error pedido es preciso que

2
max | f (x)—P(x)|< 3%3 0.001=> h <0.0365,

Xe[0,9]
y el nimero de intervalos vendra dado como

nxf=a_ 9-0 5547

h 0.0365
con lo que el nimero de puntos debe ser 248.
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Ejercicio 1.  Se conoce la siguiente tabla de valores de una funcién f(x):
X 1 -1 2 -2

f(X) -2 -3 A 137

(@) Obtener el polinomio de interpolacién en la forma de Newton.

(b)

Obtener los polinomios de interpolacion de Lagrange {lo(x), [1(x), 2(x), ls(X)}y la

expresion del polinomio de interpolacion en la forma de Lagrange.

(c)
entre ambas bases.

(d)

Obtener el polinomio de interpolacién en la base {L X, xz,xs,x“} y la matriz de paso

Evaluar el polinomio de interpolacion y su derivada en el punto x=1 utilizando la regla

de Horner. Obtener la regla numérica de derivacidbn numérica que genera el mismo

resultado.

(€)

Apartado (a) Polinomio de Interpolacion

Demostrar que el polinomio de interpolacion tiene al menos una raiz real positiva.

DX X X = X Xz X

Recordamos de teoria que f [)g 2 X greees >§+k] =

Xiik1 ™ Xk
Xi | fIxi] | f[xi s Xisa ] f[XiaXi]+11Xi+2 f[xi,xi+]1,...xi+3
1| -2
13|
21 % % Zo
2\ % K% % o

P,(X)=-2+05(x-1)+0.7(x-1)(x+1)+ 0.1 x—1)(x+1)(x-2)

Apartado (b) Interpolacion de Lagrange

L os polinomios de L agrange vienen dados por I{"” (x)=] |

(XD (x=2)(x+2) X+ x*-4x-4
=y T .

(X—l)(X—Z)(X+ 2) B X — X2 —4x+ 4

A T i R
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C(x=)(x+1)(x+2)  xP+2x*-x-2

A R P T R\ NE ST
()= XD D(x-2) _ x-2x —x+2
T (2200) (<24 1) (—2-2) 0

Y € polinomio de interpolacion se escribe como
B (3) = 2 T O (%) = =2 (%) =3 (%) + 341, (X) = 5% (x) =
i=0

XC+x2—Ax—4 _XC-x*—4x+4 XC4+2x2 —x-2 XC—2x* —X+2
_ +% _1%

—6 6 12 -12

.

C

Apartado (c) Polinomio de interpolacién en la base candnica

Puesto que e polinomio de interpolacién es Unico, lo Unico que varia es la forma de
representarlo, la obtencion del polinomio en la base candnica puede obtenerse a partir de las
formas de Newton o Lagrange:

Forma de Newton
P,(X) = -2+(x-1)(05+(x+1)(0.7+0.1(x~2))) = 0.1x° + 0.5%" + 0.4x~3

Formade Lagrange

P(X) =X (3+B3+5+8)+ X (2+23+ 3+ B+ X(B+2+ 3+ B)+(R+B+2+B)=

— 133, 1y2 2
=X +3X +£X-3

Otra posibilidad hubiera sido a partir del sistemalineal generado a hacer:
P4(>§)=0c3()§)3+0L2()§)2+0L1(>§)+0L0 =f(%).i=0123
11 r r o, -2 o, -3
1 (<) (1) (-0 || o | -3 a | | %
1 2 2° 2 || o, 2.6 a, JA
1 (-2) (-2)° (-2 \os) \-12) \o) \Hy
L a obtencion de la matriz de paso se obtiene a partir de larelacion:
s K KLY ([l
-2 2 ¥ I X I
Yo Y Yo Yol X l,
Y % Bh %)\ |
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P, (X) = oty + o X+ 0,X7 + 00X = Boly (X) + Byl (X) +Bol, (X) +Bals (X) =
P2 N P \(Bo %o
Asi pues, s T2 Vo || B| |
%
BV o | B A,
B P Yoo T )\Bs) o

Apartado (d) Hornery derivacion numérica

Yo v % -3
1 %o % 1

Yo % 1 -2
1 Yo Ho

%0 %O 1%0

P(1)=-2y R (1)="%.
Laregla numérica se obtiene facilmente derivando laforma de Lagrange del polinomio

Pn(x):iZi; f ()1 (X)=f (%)l (X)+ F ()1 (X)+ F (%), (X)+ f(x5)15(X)
Pr(x)=f (%)l (X)+ T ()1 (X)+ f ()5 (x)+ f(x)13(x) y
PI(%) = f ()16 (%) + F (})1(0%)+ f ()15 (%) + f (%)13(%)

operando

() = XA BB )
|1(X)=XS_X26_4X+4—>|1'(X)=3X2_62X_4—>I1’( ):_71
|2(X)=X3+2):(LZZ_X_2—>|£(X)=3X2-;;X_l—>|é( ):%
109 =200 = F ) -

Pi(%) =21 (%) + 7 F(x)+ % T 00)+ % T (%) =K+ 3%+ o+ ="

Apartado (e) Raiz real positiva

Tenemos que P,(x)eC”(R). Ademés P,(x )= f(x ),y puesto que f(1)f(2)<0, aplicando
el Teorema del valor intermedio, existe al menos un punto en ese intervalo en que la funcién se
anula.
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Ejercicio 1.

Las torres de soporte de una linea de alta tension tienen un vano de 400m. Se

ha medido la altura a que se encuentra el \cable\ en distintas partes del recorrido

obtieniéndose los siguientes valores

Distancia(m) |0 120 230 310 400
Altura (m) 50 [43.28 42.18 44.42 50.00
T a T, “\‘
B £
(a)

(b)

Obtener la forma de Newton del polinomio de interpolacion y utilizarla para obtener la
flecha maxima (punto medio de la catenaria).

Utilizando el método de los coeficientes indeterminados, obtener una regla numérica

que permita calcular la pendiente en el punto medio.

Apartado (a) Forma de Newton del polinomio de interpolacion

Recordamos de teorfaque f[X,X,,..., %] =

F X0 X Xwea] = F [ X Xz X

| Naturaleza Cu— Al - Aleac. Al - Alma
|

—| Comentario [CMF1]: Valores

habituales paraAl, Cu
Resistividad (p): 0,03/ 0,018 Q mm2/ m
Densidad (d) 2,7/ 8.8 kg / dm®
Cargaderotura(c ) 15/ 25 kg/mm?
Calor especifico (c) 0,21/ 0.09
Precio (p) 400/ 800 Pts/kg

Otros cables - Hilos en AGS
Numero de cables 61 / 61
Didmetro (mm) 2.91 / 3.04
Seccién (mm2) 406 / 442
Diametro (mm) 26.2 / 27.35
Masa (kg/km) 1120 /1221
Ruptura (daN) 13194 / 14339

Resistencia eléctricaa 20° C (Ohm/km)
0.0821/0.0757

| Acero

|| Peso especifico (gr/iem®) 8,89 -2,7-2,7 -
| 7.78

| Diametro(mm) 1a7.5-1.25a550-14a
| |4-125a4,75

| | Cargaderotura (Kg/mm?) 45a37- 20216
| | —30-133

‘ Médulo de elasticidad final

| | (Kg/mm?2.) 12.000 - 6.750 — 6.500 —
| | 20.000

Coeficiente de dilatacion lineal por 1° C: 17
|| -23-23-15

Resistividad 2 20° C Ohm. mm?/m: 0,01759
|| - 0,02826 - 0,03250

|| Coeficiente de variacion de resistividad: O,
|

Comentario [CMF2]: Laecuacion de
flechaen lacatenaria es

f= I(COShX—P—lj ydela
P T

Px?
parébola Y =

donde P es el peso

unitario del cable, T laméximatension
soportaday x se mide desde el punto més

bajo. La aproximacion es valida paravanos
inferiores a 1000m.

Xk ™ Xk
Xi | D] D Xien ]| X0 Xisn s Xis2 | fXi, Xiex yore Xies | fXi ) Xie1 1er Xiva
0| 50
120|43.28| -0.056
230|42.18| -0.01 0.0002
310|44.42| 0.028 0.0002 0
400| 50 | 0.062 0.0002 0 0
Representando el polinomio de interpolacion de forma encajada, se obtiene

P(x) =50+ X(~0.086 + (x~120)(0.0002-+ (x - 230) 0+ (x~310)0) )

El resultado es razonable, ya que la ecuacion del cable es una catenaria, pero se puede aproximar
con buenos resultados por una parabola cuando € vano es menor de 1000m. Para obtener la
flecha (diferencia de aturas respecto a los apoyos) debemos comenzar calculando la altura en €l
punto medio
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P(200) =50+ x(~0.056 + (200 —120)0.0002) = 42
Laflecha maxima es de 8m.
Apartado (b) Método de los coeficientes indeterminados

Se desea obtener unaregla numéricade laforma
f'(B) = Zn:ai f(x)— £'(200)=a,f(0)+a,f (120)+a,f (230) +a, f (310) + a, f (400)
k=1

Para obtener los coeficientes o, ,k=1,2,---5 exigimos que la férmula sea exacta para e mayor
nimero posible de funciones de la base candnica de |os polinomios, esto es

f(x)=1->0=01+ a1+ a,l+a,l+ ol
f(x)=x—1=0,0+ 0,120+ 0,230 + 0,310 + ;400
f(x)=x* - 2-200= 0,0 + 0,120% + ;230" + 01,310 + 05400°
f(X) = % = 3-200° = 0, 0° + 0,120° + 0, 230° + 01,310 + 1, 400°
f(x)=x*—4-200° = 0,0 + 0,120" + 0,230" + 0, 310" + 1,400
Planteamos el sistema de ecuaciones

1 1 1 1 1)(q 0

0 120 230 310 400 | |a, 1

0 120° 230* 310° 400° |-| o, |=| 2-200

0 120° 230° 310° 400°| | a, 3-200°

0 120* 230* 310" 400*) | as 4.200°

La matriz del sistema es de tipo Vandermonde, y por tanto serd un sistema mal condicionado.
Resolviéndolo

f(200) =10°[ 0.5388 (0) - 7974 (120) + 3.488 (230) + 4.716 f (310) — 0.7680f (400) ]

=-1.80410"°
Comparando este resultado con €l obtenido mediante el polinomio de interpolacion

P’(x) = —0.056 + 0.0002( X + (X —120))
P’(200) = —0.056+ 0.0002( 200 + (200—120)) = 0

La diferencia es debida a las imprecisiones numéricas de las operaciones.
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Ejercicio 1.-

Se deposita una bola en la superficie de un fluido y se suelta, degjandola hundirse

mientras se toman medidas. Al cabo de un segundo, se ha hundido 2.8383m, y 7.5458 al cabo de

dos segundos.

(@) Obtener el polinomio de interpolacién, considerando que en el instante inicial la bola tiene

velocidad nula y esta sometida a la aceleracion de la gravedad (g=9.81m/s?).

_ 5 g(2t-1+e™)/
(b) Sabiendo que la solucién exacta es S(t) = 2 indicar el error que se comete

al utilizar el polinomio de interpolacion.

(c) Se desea saber cuanto tarda la bola en alcanzar los 100m. Utilizando la solucién exacta,

¢cual es el método de intervalo mas adecuado para calcular el tiempo?. Justifiquese la

respuesta y realicense 2 iteraciones..

(d) Obténgase una funcién de punto fijo y un intervalo que cumplan las condiciones de

convergencia y sirvan para solucionar la ecuacién planteada en el apartado anterior.

Realizar dos iteraciones a partir del valor t=25.

a) Polinomio de interpolacién

Poniendo en forma tabular los datos, setiene que

t | S(t) St | S”(Y)
0| Om Om 9.81m
1 | 2.8383m

2 | 7.5458m

Lo que indica que debemos utilizar la forma de diferencias divididas
generalizadas del polinomio de interpolacion, donde

f[zl’...zn]_ f [Zo""zn-l]

f[20-2]=

%2,

Z,~ 7%
z,

LTS

Comencemos aplicando diferencias divididas generalizadas:

n!

f(z) fz.2.4] | 2. 2.] [z Zus] | 20 2]
2,=0 0
=0 0 f'(0)=0
2=0 %% P(0)=0 | (%) _ 45050
z,= 1 2.8383 2.8383 2.8383 -2.0667
z,= 2 7.5458 4.7075 0.9346 -0.9518 0.5574

Puesto que, utilizando laforma de diferencias divididas generalizadas, se tiene que

k

f(0)=3 {72l J0-2)+ (22X [(-2)

€l polinomio de interpolacion pedido sera

ITP_Ej04R.doc
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P, (t) =0+0(t—0)+4.9050(t - 0)° - 2.0667(t - 0) + 0.5574(t - 0)*(t 1)
cuyo error viene dado por

£ =S - 0pe-pe-2

b) Error de interpolacion
g (2t ~1+e™® )
4

_ T2y E, (1) - -0.6546 (- D(t - 2)

, entonces S (1) o

Dado que S(t) =

¢) Métodos de intervalo

g(2t-1+e®)

g(2t-1+e™)
Se debe resolver S(t) = f =100—> F (t) = —100 mediante un método de

intervalo. Utilizamos Bolzano para asegurar la existenciade laraiz
9.81(40-1+e™) 9.81(50-1+e™)

F (20) -100=-4.3525 F (25) = —100=20.1725

Existe unaraiz en [20,25], pero para esos valores de t, tenemos que

g(2t-1+e™) g(2t-1) _

— a2 100~ — 4 —100, que es la ecuacion de unarecta. Por tanto el método més adecuado serd

“RegulaFalsi”, que aproxima por unarectala funcién. Aunque sélo es necesario realizar las iteraciones con el método
seleccionado, lo comprobamos con todos métodos estudiados:

Biseccion: X, = a“%b”
OB _ 55 1(225)>0 :2()+—222'5’:21.25—> f (21.25)>0
lteracion a f(a) b f(b) X f(x)
1 20.0000 - 25.0000 + 22.5000 +
2 20.0000 22.5000 + 21.2500 +
c 3 20.0000 21.2500 + 20.6250
% 4 20.6250 21.2500 + 20.9375 +
3 5 20.6250 20.9375 + 20.7813 -
@ 6 20.7813 20.9375 + 20.85%4
7 20.85%4 20.9375 + 20.8984 +
8 20.85%4 20.8984 + 20.8789 -
9 20.8789 20.8984 + 20.8887 +
Regula Falsi: X, =a, — f (an)a”;b”
f (an ) - f (bn)
X =20—f (20) 20-25 =20- (—4.3525) 20-25 =20.8874— f (20.8874) =1.7664-10°

f (20) — f (25) -4.3525-20.1725
No es necesario redlizar més iteraciones
Regula Falsi Modificada

Lasucesién se generaigual que laanterior, por lo que obtendremos € mismo resultado

ITP_Ej04R.doc



b ;--.:Wl! UNIVERSIDAD DE OVIEDO Asignatura Calculo Numérico Pagina 3 de 4
— L 6 | Tema Interp_olacmn (DllferenC|as divididas y
Py T ) ecuaciones no lineales)
‘0! '\ DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
Autor César Menéndez Fernandez

Muller
En este caso, la aproximacion de lafuncidn se hace mediante un polinomio de segundo grado que pasa por tres puntos

{a, b, m} . Se comienza calculando los coeficientes de la parabola

ocz(x— m)2 + ocl(x— m)+ o, mediante el sistema

(a-m)° a-m 1)\ (f(a) ay = (m)

(b—m)2 b-m 1|l |=| f(b) |- (a—m)2 a-m (azj:(f(a)—f(m)),yportanto
0 0 1{la, f(m) (b-m)* b-mla f(b)-f(m)
Al

“E=N . :(a—m)2 a-m :(a—m)2 f(a)-f(m _|f(a)-f(m) a-m

- : (o—m)’ pom (b—m)’ f(b)—f(m)yAz ‘f(b)— (m) b-m
A

Unavez obtenidos | os coeficientes, se calculan los puntos de corte con €l ge X utilizando laférmula alternativa
2a
0

2
a, T4o; —4do,0,

y eligiendo el signo de laraiz de formaque & valor absoluto del denominador sealo mayor posible. Laraiz asi
calculada estara entre my uno de los extremos a 6 b; si estaentre my a (respectivamente b), se sustituye b
(respectivamente &) por my mpor r.

Comenzamos €l agoritmo afiadiendo a los dos extremos, el punto medio

r=m-

m:b;;:22.5—> f(m)=7.91

S 5 12 -12.2625 -2.5
A= 25 25 =31.25 A= 2 52 12.262 =153.2812 A, = =
25% 25 25 12.2625 12.2625 25
31.25 31.25

Se observa que la parabola ha degenerado en unarecta, y a aplicar laférmula se obtiene e mismo valor que con Regula
Falsi

r=225- 2791 =20.8874— f (r)=1.7664-10"

—4.9050—+/4.9050% —4-0-7.91

¢) Método de iteracion funcional

Para emplear |os métodos de punto fijo, se debe seleccionar adecuadamente la funcién de forma que
vxe(a,b):g(x) e(a,b) A[g'(X)|| <1. Aungue en lamayoria de los casos, esa seleccion no essimple, si lo esen
e gemplo, puesto que alavistadel apartado anterior sabemos que la funcidn se comportade forma casi lineal en el

f(x

intervalo que la contiene. Por tanto, g(X) = X—Q, donde m es la pendiente en el intervalo, es una buena eleccion
m
delafuncion de iteracion.
g(2-2¢™) g
En este caso se tiene que F’(t) =~y F’(ZO) ~ F'(25) = > =4.905. Por tanto, lafuncion de
iteracion sera
2F(t) 200 _ _

g(t)=t- —t+ ; ~i(2-1+e™)=211-1e®
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Comprobamos gque cumple las hip6tesis
1. g(x)eC[ab]
Al ser combinacion de sumasy exponenciales
2. Vxelab]:g(x)e[ab]
g(20) = %+%—%e‘40 ~ 20.8874 ~ g(25)

3. vxe[ab]:|g'(x)|<k<1

git)=e*<e®<1
Realizamos | as iteraciones pedidas, probando con ambos extremos

% =20 x=0(%)=9(20)=20.8874 x,=g(x)=9g(20.8874)=20.8874

% =25 %=0(%)=9(25)=20.8874 x,=g(x)=9(20.8874)=20.8874
También se habria podido despejar de lafuncion inicial

2t-1+e? t)=21(%9 +1-e*
F(t):—g( . )—1oo—> (1) =374+ )
4 g, (t) =—2In(%9;+1-2t)
Analizando por separado cada funcién para valores positivos del tiempo
0,(t)=3(%+1-e*) > gj(t) =€

0, (t) espositivay montona creciente acotada por [ 09,(0), 9, (oo)] = [20% 2090 + ﬂ . Tomamos un intervalo que
incluyalaimagen, per iemplo el [20,25].
0; (t) espositivay monétona decreciente acotada superiormente en por [20,25] por g (20) <5-107*.

Asi pueslafuncion gl(t) verificalas condiciones de punto fijo. Realizamos | as iteraciones
X =20 X =0,(%)=0,(20)=20.8874 x,=g,(x)=0,(20.8874)=20.8874
% =25 %=0,(%)=0,(25)=20.8874 x,=g,(x)=g,(20.8874)=20.8874

R () :w—loo% {gl(t) = 3(%%+1-?)

, 1
9 (0)=-Hn(%+1-2) > (0=
9

9, (t) es mondtona creciente acotadainferiormente por g, (0) = —4In (4% +1) ~ —1.8661 y su dominio es
[O, 2000+ %] ,. Antes de seleccionar €l intervalo, comprobamos |a condicién sobre la derivada.
g; (t) €s positivay monétona creciente hasta la discontinuidad en t = 20% +% . Esta acotada por la unidad cuando

t< 20% .Pero g, (t < 20%) =0, y por tanto no hay ningun intervalo que verifique las condiciones.
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Ejercicio 1.- Dados los siguientes pares de valores {(0,1),(1,2),(3,0)}, obtener el polinomio de

interpolacion segmentaria siguiente:

(@) Cuadratico con condicion natural en el extremo izquierdo (f'(0)=0).
(b) Cuadrético con condicién sujeta en el extremo derecho (f'(3)=1).
(c) Cubico con condiciones naturales.

(d) Cubico con condiciones sujetas (f'(0)=0y f(3)=1).

a) Polinomio de interpolacién segmentaria cuadratico con condiciones naturales

Recordando lateoria, €l polinomio de interpolaciéon segmentaria S(x) de grado k viene definido

mediante S(x)={R (x) conxel,} con [a,b]anJIk :O[Xk_l,xk] , donde € soporte esta
k=1

k=1
ordenado a=x, <X <X, <-- <X, <X =by SXx) verifica S(x ) =R (%) =P (%)= (%)
y S(x) e C**[a,b].
En este caso € polinomio es cuadrético, por tanto
Ro(X) =8 (x=%)" +B (X=%)+ 6 conxe b, =[x, %]
Al imponer las condiciones de continuidad de lafuncion y su derivada,
R(%1)=f(X%)AR(X)=T(x) k=12-n
R(%)=R.(x) k=12--n-1

sellegaa
— t1<+1_b>< :h<+1_h< k=12...
™ 2(% —%c4) 2h, b2

Go= (%) k=121

2f [inxk—l]:bk +h<+1 k=123:---n
Que, planteado matricialmente conduce al sistema

110 0 0)(h f[%.%]
011 00||b f[%,%]
00 1 0 0f| ! |=2 :
P b, F X020 X0]
000 1 1){h, f %0 %]

Imponiendo la condicion ' (0)=a., setiene b;=a., lo que conduce a
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100 00 a
110 00 o 2f %, %]
011 00 b2 21 [x%]
001 00 A - ;

' _ bn 21 [X, 20 %4]
000 1 1)~ 2f [%,4: %]
Particularizando para e g emplo
10 0)(b 0 0 b =0 a = b-h _ 270 _

2(%,-%) 2(1-0)

1 1 0||b|=[2f[x.%]|=| 2|>1b =2 - b, b, 4o

01 1)\b) (2f[x%]) (-2) |b=-2-b,ob=-4 |a= -

2(6-%) 2(3-1) 2

L os polinomios de interpolacion vienen dados por

[0,1] R (X)=1(x-0)*+0(x-0)+1=x* +1
[1,3] P (x)=2(x-1)"+2(x-1)+2=2x*-5x—2

Resolucion alternativa
Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, 1o que no exige llegar a plantear €l sistema.
Primer intervalo [0,1]:

F’l(x):al(x—o)z+bl(x—0)+c1 P'(x)=2a,(x-0)+b
Condiciones

R(0)=1(0)>c -1

R(0)= (0) > =0
R1=f(1)>a+b+c=2->a-=1

Segundo intervalo [1,3]:

Pz(x):az(x—l)2+b2(x—l)+cz P (x)=2a,(x-1)+b,
Condiciones

P2(1)= f(l)—)02=2
P(1)=R(1) > b, = 2.1(1-0)+0=2
R,(3)=f(3)>a,4+b2+c,=0—>a,=-3

b) Polinomio de interpolacion segmentaria cuadratico con condiciones sujetas

Repitiendo & proceso visto en el apartado anterior, sellegaa sistema

3 B _ b, —b __—3-5 _ 4
0 1 1f|b|=|-2|>b=-2-bj>b=-3> b,—b, 1-(-3)
0 0 1)(b 1 b,=1 a, = = =1

2(x-%) 2(3-1)
ITP_EjO5R.doc
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L os polinomios de interpolacion vienen dados por

[0,1] R (X)=~4(x~0)"+5(x~0)+1=—4x* +5x+1
[1,3] P, (x)=1(x~1)" +(-3)(x~1)+ 2= x*~5x+6

Resolucién alternativa

Se pueden aplicar las condiciones a cada interval o, comenzando por €l ultimo, lo que no exige
llegar a plantear €l sistema global.

Segundo intervalo [1,3]:

Pz(x)=a2(x—l)2+b2(x—l)+c2 P (x)=2a,(x-1)+b,
Condiciones

R (1)= 1 (1) >c=2

R(3)=f(3)> a4+b2+c,=0 b,=-3
P(3)=1>  2a,2+b =1 ﬁ{afl

Primer intervalo [0,1]:

Pl(x)zai(x—O)2+bl(x—O)+cl P'(x)=2a(x-0)+hb
Condiciones

R(0)=1(0)>6-1

R()=f(1)- a11+b11+cl:2}_>{b1:5

P(1)=PF(1)> 2al+b=-3 a=-4

¢) Polinomio de interpolacion segmentaria cubica con condiciones naturales
Recordando lateoria, €l polinomio de interpolacion segmentaria clbica viene definido mediante

R (%) =8 (x= %)  +B (x=%)+6 conxel, =[x %]
Al imponer las condiciones de continuidad de la funcion y sus derivadas,

Po(X1)= T (%) AR(X)=f(x) k=12-n
Fi’(xk):a’ﬂ(xk) k=12---n-1
R/(%)=PRla(%) k=12-n-1

sellegaa
— bK+l_bK :bK+l_bK Kk=12-..
> S(Xk_xk—l) 3hk L&

G f[xk’xkl]_whk k=12,---n

d = f(%,) k=L12-n

3(f [Xew %)= F [ % 1]) =hh +20, (h +h.)+b M, k=123--n-1
Que, planteado matricialmente conduce al sistema
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h 2(h+h) h, 0 0O 0 0) (b 6] 1%, %]
0 h  2h+th) h O 0 0110 | 4 flex]-f[xx]
0 0 0 o - h1—1 z(hn—1+ hw) hn bn+l f [Xn—l’xn]_ f [Xn—Z’Xn—l]
Imponiendo las condiciones naturales S’(a) = S"(b)=0=b, =b,,, =0 se obtiene
1 b 0
2(h+h)  h, 0 0 b, f %% ] = f [%, %]
h  2(h+h) - 0 0 b, f 6] 1% %]
: : : : |t =3 :
0 0 Z(hw—z + hn—l) hn—l bn—l f [Xn—Z’Xn—l]_ f [Xn—S’Xn—Z]
0 0 hn—l Z(hn—l+h1) bn f [Xn—l’Xn]_ f [Xn—21Xn—1]
1 b 0

Particularizando para el g emplo

1 0 0)(b 0 1 0 0)(hb 0 b =0
h 2(h+h) h || b, =3 Fx,%]-f[x,x]|—>|1 6 2||b|=-6|>b=-1
0 0 1)\h 0 0 0 1)\h 0 b,=0
Recuperando los valores del resto de los coeficientes

b-b_-1-0_-1 b2+2bl ~1+2.0, 4
= =——=— ¢=f 1-——1=—
= 3 3 [ x]-=7—h = 3 3
b,—b, 0-(-1)_1 b3+2b2 0+2(-1), 1
= = == ¢ =f[x,x]-=—2h =-1-— " Vo=
%" e - &= fhex]-—===h 3 3
L os polinomios de interpolacion vienen dados por
[0,1] B (X)=—4(x=0)"+0(x=0)" +4(x—-0)+1=—1x* +4x+1
[1,3] B (X)=2(x=1)" +(-1)(x-1)" +1(x-1)+2=1x* - 2x® + L x+1

Resolucion aternativa

Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, 1o que exige finalmente plantear € sistema
globa

Primer intervalo [0,1]:

R (x)=a(x-0) +b (x-0)" +¢ (x-0)+d,

P/(x)=3a (x—0)"+ 20 (x-0) +¢ P/(x)=6a,(x-0)+2b

Condiciones sobre valores conocidos

Pl(0)=f(0)—>dl=1 Pl”(O)=O—>bl=O Pl(1)=f(1)—>a1+bl+cl+dl=2—>a1+cl=1
Segundo intervalo [1,3]:

P, (x)=a,(x-1)*+b,(x-1)° +¢,(x-1)+d,

F’Z’(x):3a2(x—1)2+2b2(x—1)1+c2 Py(x)=6a,(x—1)+2b,

Condiciones sobre valores conocidos
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P2(1)= f (1)—>d2 =2 I32(3)= f (3)—>a28+b24+022+d2 =0—->4a,+2b,+c,=-1
I32"(3)=6a22+2b2=0—>6a2+b2=0
Condiciones de continuidad en ambos intervalos:

R(1)=R(1)>c,=3a+2b+c=3a+c PF(1)=FR(1)—>2b,=6a+2b =63

Planteando el sistema global y resolviendo

b=1 d=1 d,=2

38, =b, — b, =33
6a,+b, =0

a+g=1 [gq=1-&
3a,+c¢ =c, C,=2a +1

6a,+3a,=0 —a,=-1a
4a,+2b,+c,=-1 |4(-%a,)+2(3a)+(2a+1)=-1 —6a =-2

I
|
N

_>

NN TS R
[
ENINNIPN

d) Polinomio de interpolacién segmentaria cibica con condiciones sujetas

Repitiendo &l proceso visto en el apartado anterior, sellegaa sistema

Recuperando los valores del resto de los coeficientes

2h h by
2(h+h) h, 0 0 b,
h, 2(h, +h,) 0 0 b,
0 0 Z(hw—z + hn—l) hn—l bn—l
0 0 h. 2(hy+h) || by
h, 2h, b,.,
Particularizando para el gemplo
2hy h  0)(hb f[%.%]-1'(a)
ho2(h+h)  h b (=3 f[x.%]-f[x.%]|>
0 h, 2h) (b F'(b) =[x, %]

f [Xn—2’ Xn—l]_ f

b 3

2 10
16 2| b|=|-6>
02 4

b, 6

b,-b _7%-%_-5 b, +2b T+2:-%
- = =22 o =flx,x]-2"Dp 1 LTk
&= 3 3 @ [k ]-==5=N 3
b,-b, _%-7,_5 b, +2b, %+2(%), 1
= = =2 o =fx,x]-21Tep =BT B =
%= 6 5 - O 2 3
L os polinomios de interpolacion vienen dados por
[0,1] B (X)=—5(x=0)" +&(x=0)"+0(x-0)+1=—-5x +2x* +1
[1,3] B (X)=8(x-1) —Z(x-1)" +3(x-1)+2=5xX - 2x2 + Bx 2

Resolucidn alternativa

[X 50 %, 5]

f %% ] = T [ %2 %]
£'(0) = f[%4:%,]

b =%
b, =-7%
b, =5

Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, lo que exige finalmente plantear € sistema

globa
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Primer intervalo [0,1]:

F;(x):al(x—0)3+bl(x—0)2+cl(x—0)+d1

P/(x)=3a,(x—0)"+ 20 (x-0) +¢ R(x) = 6a, (x—0)+2h

Condiciones sobre valores conocidos

R(0)=f(0)>d,=1 R(0)='(0)>¢=0 P(1)=f(1)>a+h+g+d=2-

Segundo intervalo [1,3]:

I32(x):az(x—l)3+b2(x—1)2+c2(x—l)+d2

P1(x) = 33, (x-1)" + 20, (x-1)" +c, P/(x) = 6a, (x-1)+ 25,

Condiciones sobre valores conocidos

R(1)=f(1)—>d,=2 B(3)=f(3)—>a8+b4+c,2+d,=0>4a,+2b,+c,=-1
P (3)=f'(3) > 3a,4+2b,2+c, =1—>12a,+4b,+c, =1

Condiciones de continuidad en ambos interval os:

R(1)=R(1)—>c,=3a+2+c=3a+2y PF(1)=R(1)—>20=6a+2h

Planteando el sistema global y resolviendo

¢=1d=1 d,=2

ITP_EjO5R.doc
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a+h=1 b=1-a a=-%
3a,+2b =c, c,=a,+2 a =%
3a,+b =b, > b, =23 +1 Sib =¥

12a, +4b, +c, =1 12a,+9a +6=1 —a,=-32a-3 b, =%
da,+20,+c,=-1 |4(-3a-%)+2(28,+1)+(a+2)=-1 —>2a=-2 c,=%
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Dado el punto z=n/4 y la funcion f(x)=sen(x)cos(x), de la que se conoce su valor en el soporte

{0,n/6,7/3,27/3}:

(@) Obtener, escogiendo los puntos de forma Optima para interpolar en z, polinomios de
interpolacion de grado 1, 2 y 3 con los datos anteriores. Acotar, utilizando la férmula de

error, el error cometido en el punto z. Comparar el resultado con el error real en el punto z.
{1 pto.}

(b) Sise usara el polinomio de interpolacion segmentaria lineal en todo el intervalo ¢Cudl es el
menor nimero de puntos suficientes para asegurar que el error es siempre inferior a 0.01?

Evaluar, en ese caso, el valor en el punto z. {0,5 ptos.}

(c) Obtener el polinomio de interpolacion segmentaria cuadratica (spline cuadratico) tomando
como datos el valor de la funcién en {0,n/6,n/3} y el de la derivada de la funcién en el

extremo izquierdo. Evaluarlo en el punto z. {1,25 ptos.}

a) Polinomio de interpolacién segmentaria cuadratico con condiciones naturales

Puesto que piden polinomios de interpolacion de grado creciente (1,2 y 3), eso significa que van
aumentando los puntos de interpolaciono (2,3 y 4 respectivamente). Si bien se puede emplear
cualquiera de los métodos vistos, el méas adecuado es el de diferencias divididas, puesto que permite
aprovechar los resultados de los cél cul os previos.

Por otro lado, se havisto que
f(x)=P,(X)+E,..(X)
donde la expresién del polinomio de interpolacién mediante diferencias divididas viene dada por

R00=2 1 Dotk

= T Do)+ F [0 6] (=% ) +o B P ] (X =% ) (X =) (X=X,

i-1

I (x=%)=

k=0

y

%ﬁ(x—xk) con &, (%, x%,)

k=0

B (X) = F[ %000 % X] (X =%, ) (X =% ) -++(x =%, ) =

Esto es,
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Por tanto, a la hora de seleccionar 1os puntos, se deben tomar de forma que e intervalo que definen
contenga €l valor ainterpolar y que hagan la cotalo menor posible. Como resulta obvio,

(%% ]c[X % ]=

f(n+1) (X)
(n+1)!

Xe(Xa % )

£ (x)
(n+1)!

Xe(Xs 1 Xq )

(z=%)(z=%,)| <|(z=%) (2= %,)| vz [ X, %]

Seleccién de los puntos de interpolacion

f(x)=sin(x)cos(x)=%sin(2x)

f(x)=-2sin(2x) "(x)=—4cos(2x) " (x)=8sin(2x)

n | Puntos M kn (z—x, )‘ Cota
=0
1 {ﬁ ,1} sin (1) -1 = > ~0.0685 % ~0.0685
6 3 2 i 7
2 {0, ’é , ’; } %cos(o) _ % Wlﬂs ~0.0538 Lﬂa ~0.0359
3 {O,% %%”} %gn(g)zg W‘Zfzo.oms ﬁzo.ouo

A lavista de lo anterior se puede redlizar la tabla de diferencias divididas para los cuatro puntos,
seleccionando posteriormente los val ores adecuados.

f(%) F[%es Xt ] F[Xer Xeoas Xerz ] F X Xeas Xz Xeoa ]
% =0 f[x]=0
o f —f
s f[xo,><1]=—[xj(l]_xo[x°]
33 oe7
2
_z J3 % %)= 1 %]
%% S _
3| fle]= f %% ] = =
= 0433 _=93 7807
7[2
_2 3 f f flx%,%]-f[x, f[%0 %0 %, %] =
%= f[xﬁ-—% f %, %] [X)l(l]_)%[xo] f %%, %] = [ X;j_xl[Xl d f %%, %] = f [ % %% ]
~—0.433 3\/5 _3\/5 X=X B
=N° 0827 - ~ ~0.5265
2 i = 9@ ~0.1257 |
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Puesto que f (z)= f(%j=— setiene
n | Puntos P.(x) R.(2) Pn(x)—f(x)|
1 ~0.
6 3 4\/— 6 4
2 T —9\/5 T T 9\/5 ~0.0129
_,_,O = _— _— _— — U
{6 : } () =R+ Gj(x 3) AN
3 {7[ r 27[} 9./3 r s 7143 ~0.0196
— =0 —¢ | B(X)=P(X)+—=| x== || x—==|(x-0 ~ 0.4804

Como ya se ha visto en teoria, 10s errores reales son menores que |as cotas, y generalmente a menor
cota, menor error.

Para verificar lo anterior, vamos a estudiar todo € resto de casos factible, aunque no fueran
Optimos.

Puntos P, (x) P.(2) Cota | f(z)-P, (z)|
T 33 3J3 72 ~0.1742
= = (x- == ~0.324 Z_ =
{o, 3} 0+ ~(x-0) 1~ 03248 e 0.2056
2 ~
{Z,Zl} £_£( j VB _omar | 57 _ganyy | 02113
6 3 4 6 6 144
2 ~
{o 2—”} 0—£(x—0) 23 _ 01604 | 57 Lozgy | ~O0%
3 87 32 48
T 7 2n J3 ) 3J3 T T 133 573 ~0.0309
{6 373 } T"(X‘EJ‘?( EJ( _Ej ag APt | g™ 00897
b) Interpolacién segmentaria lineal
Puesto que lainterpolacion eslineal, setiene
f ”(X)
!l 1 (Xk Xk)2 M — SJp
maxfo gm— (x— = con xe(xexes)| 2!
XX Xea] i )| X[ X 1,;[ %) 4 )
X, =a+k-h
siendo h la separacion entre los puntos. Como esto se debe cumplir para todos los intervalos, se
2r 0
) I
tienequeM=1y 1h—<0.01:> h<0.2.Y dadoque n-h=b-a=n> b-a _3 = 10z ~10.47
4 h 0.2 3
Asi pues son necesarios 11 subintervalos, y h= % :
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Parainterpolar en z=n/4, es necesario saber previamente el intervalo [ x, x,,,]a que pertenece, para

T
——a —-0
lo cual se debe cumplir que x, <%< X1 —> K< 4h :27:%:4.125. Asi pues € intervalo

33

87 107

viene dado por [xél,xs]_[?’3 3

} Aplicando diferencias divididas para calcular € polinomio e

interpolar, sellegaa

f (%) IR
87 8r
=— P 0.4994-0.1415| x
5=2 04004 2 (x)~ ( 33j
107
%1=33 |0.4725 -0.1415 R(2)~ 04961

¢) Polinomio de interpolacion segmentaria cuadratico con condiciones sujetas

Recordando la teoria, € polinomio de interpolacién segmentaria S(X) de grado k viene definido
mediante  S(x)={R (x) conxel,} con UI U X1, %], donde e soporte estd
ordenado a=x, <X <X, <:--<Xx , <X =b y SXx) verlf:(c; S(% ) =R (%) =P (%)= (%)
y S(x)eC**[a,b].

En este caso € polinomio es cuadrético, por tanto

R (%) =8 (x=%)" +b (x=%)+6 conxel, =[x, %]

Al imponer las condiciones de continuidad de lafuncion y su derivada,

R (%)= f(x)AR(X%)=F(x%) k=12--n

Ri(%)=Ria(%) k=12--n-1

sellegaa
— kq<+1_b>< bK+l h< K = 2
> 2(Xk _Xk—l) 2h< -

6 =f(X,) k=12-n
Zf[xk’xk—l]:h(—’_hul k=12,3-n
Que, planteado matricialmente conduce a sistema
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110 0 0)( b f[%, %]
011 00O0||b f[%,%]
0 01 0 0| : (=2 :

: C b, f (%000 %04]
000 1 3by) | Fxux]
Imponiendo la condicion f' (0)=a., se tiene bi=a., |0 que conduce a
100 00 a
110 00 % 2f %, %]
011 00 bz 2f [%,%]
001 00| . - :

: .o bn Zf[xn—2’xn—1]
0 00O 1 1)~ 2 [X, 4. %]

Particularizando para el g emplo

1 b =1
1 0 0)\(b cos(2-0)
1 1 0||b,|=|2f[x.x]]|= # - b2=¥—1z0.6540
0 1 1)\b) (2f[x.x%]) | |
b, =133 L 06540
T
a-_20 =_6”+29J§z—o.3304
206-%) 7
” 8V3
a =P 677183 o400
20%-%) 7

L os polinomios de interpolacion vienen dados por

2
T

2
F ﬁ} Pf(x)=6”_—128@[x—%j +[%— J(x—%}?z—l.mgoxz +1.9620x—0.2518

[O,z} pll(x):_GLg\/‘;’(x—O)z+1(X—O)+0z—0.3304x2+x

6'3 T T

~ 0.5186

Evaluando e segundo polinomio en € punto z, B? (%) = 9\/34_ il

Resolucion aternativa
Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, 1o que no exige llegar a plantear €l sistema.
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Primer intervalo {0%}

Fi(x):al(x—o)2 +b (x-0)+c, PB/(x)=2a(x-0)+b

Condiciones

R(0)=(0) > =0

R(0)- 1(0) > -1

R(74)=f (1)»ai(%)ﬁbl%m:?ﬁalzwf—o.ssm

T

undo intervalo 1,1
Seg [6 3}

Pz(x)=a2<x—7%)2+b2(x—7%)+c2 I32'(x)=2a2(x—7%)+b2

Condiciones

R (74)=1 (%)_)q:ézmsso
AVAE Pl’( )—>b2 - 2~_6L29@(%—0)+1=¥—1z0.6540

P(7a)= 1

N

N

T
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! =, f,(X)=In(1+x) y f3(x):& y el soporte

Ejercicio 1. Dadas las funciones f,(x) :ﬁ
+X

formado por {0,4,9}

(@) Obtener la expresion de los polinomios de interpolacion. (Nota: NO es necesario desarrollar

las expresiones de Lagrange o Newton). {0.5 ptos.}

(b) Evaluar el polinomio de interpolacién de f1(x) en x=5. Comparar el valor obtenido con f;(5) y

obtener el error real. Acotar el término de error obtenido cuando se usa dicho polinomio para

interpolar en el punto x=5y en todo el intervalo [0,9]. {0.5 ptos.}

(c) Determinar el nimero minimo de puntos equiespaciados suficientes para poder asegurar

gue la interpolacién segmentaria lineal de f;(x) entre dos consecutivos tiene un error inferior

a 0’001 para todo el intervalo. {0.75 ptos.}

(d) Obtener el polinomio de interpolacion segmentaria cuadratica (spline cuadréatico) tomando

como datos el valor de la funcién fi(x) en {0,4,9} y el de la derivada de la funcion en el

extremo derecho. Evaluarlo en x=5. {1.0 pto.}

Apartado (a) Interpolacion de varias funciones sobre un mismo soporte

Se ha visto en teoria que cuando el soporte no varia para varias funciones, e método més adecuado
es la interpolacion con polinomios de Lagrange, ya que a depender exclusivamente del soporte (y

no de lafuncién), su cllculo es Unico paratodas las funciones. Se havisto en teoria que:

(n+1) n
0=R00 T 0x) 221 =)

k=0

con X) = o L (x) donde L' (x)= (X_Xo)"'(x_Xi-l)(x_xi+1)"'(x_xn) _ L X=X
(0= 2, T (0 () done L (x) =2 e (%)~ (%),

ki

Particul arizando

0 B (0(9) ) (x-0)(x-4)

2 (0-4)(0-9) (4-0)(4-9) (9-0)(9-4)
y
0 1 2 1 0 1 1 1 2
f, x): fl(O) L+ fl(4) L + f1(9) L :1_2L2+¥L2+EL2
f,(X) = £,(0) LS+ £,(4) L5 + £,(9) 2 =In(2) LS +In(5)(4) L} +In(10)(9) L2
f(X) = £5(0) L2+ £y ()5 + (9 L2 =OLS + VAL + oL
ITP_EjO7R.doc
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Aungue se indica expresamente que no es necesario desarrollar la expresion anterior, se tiene

fl(x)=%(x_4;(6x_9) +5—12(X_0)2(;(_9) +%(X_oigx_4) - 515’0x2 —14235X+1z 0.0260x — 0.3440X +

x—4)(x-9)

f,(x)= In(l)(

_ (M _ ﬂj W + (‘4' n(10) , 9In(5) j X ~ —0.0293x? + 0.51960x
45 20 45 20

x—0)(x—-9)

+|n(5)( (x=0)(x-4)

+In(10)(

fs(x):ﬁ(x_géx_g) +ﬁ(x_(i)2((;(_9) +@(X_021(5X_4) =;—;X2 +%X=—O.O§X2 +0.63x

N N N

Resolucién alternativa

También se puede realizar usando diferencias divididas de Newton, pero e resultado seria el
mismo, y €l nimero de célculos muy superior. Recordamos de la teoria que ahora

) fx%]=1(%)
P(X)=) f|X,X,...% X—X,) con fIx,%,..x |- f[x,..x .,
(=21 Y Y I T L., TS, 1 AL YRS WYL
Xo — %
Xk | f[X«] f[Xk X 1] f[Xk Xke1 Xie2]
0| f,[0]=1
1 -6
fl4=—=0.04 | f|0,4|=—=-0.24
1 -3 -13
f.]9]=—=0.01| f|4,9]=——=-0.006 | f[0,4,9|=——=0.026
9| f9) 100 [4.9] 500 [ | 500
P(x)—l—y (x—O)+1y (x—O)(x—4)—1—3x2—£x+1—0026x2—0344x+1
2NV /25 500 500 1250 '
X | f[X«] f[Xk Xk+1] f[Xk Xir1 Xka2]

4 | £,[4]=In5~16004 | £[0,4]= '”75 ~0.4024

9 | f,[9]=In10~2.3026 f[4,9]:|n—2z0.1387 f[0,4,9]:|n—2—|n—5z—0.0293
5 45 36
pz(x):o_m75(x_o)+(%_g‘_:](x_o)(x_4):_o.ozgsx2+o.519esox
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Xk | f[X«] Xk Xk 1] Xk X1 Xir2]
0| f,[0]=0
1

4| f,[4]=2| f[04]=2 =05
9 | 1,[9]=3 f[4,9]=%=0.2 £[0,4,9] = ——003

1

(x—0)(x—4)=-0.03x" + 0.63x

F’Z(x):0+%(x—0)—

W
o

Apartado (b) Cotas y error del polinomio de interpolacion de Lagrange

Se comienza evaluando en x=5 tanto €l pol inomio de interpol acion obtenido en el apartado anterior

P,(5) -1t ( }65 yoo =~ 10=0.07

Como lafuncién

1 1
f1(5) = (1+ 5) 36

=0.027

El error real vendra dado por la diferencia entre ambos

Rl ~ 0.097
36 100| 225

Recordando lateoria

® 2 ®
1,00 R0) [ A2 T0x-x) < max - 0) x-a)x-9)
, ¥ puesto que
1‘1(x):(1+1x)2:(1+x)2 fr(x)=-2(1+x)° " (x)=3(1+x)" F"(x)=-4(L1+x)"

lacotadel error en el punto x=5 se obtiene mediante

24
31+ x)’

|1,(5)-PRy(5) = ‘M(5_0)(5_4)(5_9) <

‘ max
3! xe[0,9]

Como lafuncién es positivay monétona decreciente

ITP_EjO7R.doc
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|3!(12:1 X)SI i |(1+40)5| =|f(5)-P.(5)|=4x20=80

max
Xe[O,Q]
Para acotar €l error todo el intervalo, se tiene que

f(3)(§x) 2
3 1%

0

max (x—0)(x—4)(x-9)|

max | f (x)— P, (x)|< max max

x€[0,9]

3(1+x)°

Se debe acotar también el vaor del polinomio, para lo cual lo evaluamos en los extremos del
intervalo y en aquellos valores que anulan su derivada (extremos relativos).

p(X)=x(x-4)(x=9) p'(x)=3x*-26x+36=0 — x=25/ ~(6.9367,1.7299}
max | p(x)] = max | p(0) | p(9) | (=52 | p(252) = max [0,0, - gele sz}~ 420315
y por tanto

max | f (x) - P, (x)| < 42.04x 4=168.16

Xe[O,g]

Apartado (c) Numero de puntos de interpolacion lineal segmentaria

En el caso de interpolacion lineal segmentaria con puntos equiespaciados una distancia h setiene

f (X)=B*(x)+E“(x) con xe[X 4, %] Y X =X +kh donde

f”
R0 = 1 [sal 1P k]On) ¥ E (0= o e )i e (k)
Asi pues
max f(x)—P(x)|:max( max |f(x)—Pk(x)|)£max max |8 (3 x Y(x-x)||<
xe[0,9] k=1,..n\ xe[X 1. %] ! k=1.n{ xe€[X_1.%] 2! -1
(5 e
Sm[m@% 2 ]L“%((X_Xk-l)(x_xk)|)‘93[% 2 |2
, ” , . f"(x) _
Como | f (x)| es positivay monétona decreciente, max|— | < max T
xe[0, ! x<[09]| (14 x

Para asegurar €l error pedido es preciso que
2
max | f (x)- P(x)|< 3% <0.001= h<0.0365,
y €l nimero de interval os vendra dado como
n>P=3_ 90 o547,
h  0.0365
con lo que & nimero de puntos debe ser 248.
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Apartado (d) Polinomio de interpolacibn segmentaria cuadratico con condicion en el extremo
derecho

Y a que se tienen dos intervalos, la spline cuadrética se compondra de dos polinomios de segundo
grado, definido cada cual sobre su respectivo intervalo.

S(x)= {a<x>=al<xxk>jbl<xxk>+cl xx c[0.4)
P (X)=a,(X— %) +bB(X=%.1)+C, XX, €[49]
L as condiciones aimponer son
e Interpolacion B(0)=f(0)=1 R(4)=f(4)=¥c R(9)=1(9)= ¥y,

o Continuidad R(4)=FR,(4) F{(4):Pz’(4)

e Contorno P(9)=f'(9) :_%00

Habitualmente se toma como referencia el extremo izquierdo del intervalo, pero se puede tomar
cualquier valor para ssmplificar los célculos. Puesto que la condicion de contorno se aplica en €l
extremo derecho del intervalo total, es mas sencillo tomar como referencia el extremo derecho, De
esta forma se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, comenzando por € ultimo, lo gque no
exige llegar aplantear el sistemaglobal.

Segundo intervalo [4,9]:
Py (X)=2,(x=9) +b,(x=9)+c, Pj(x)=28,(x-9)+b,
Condiciones R(9)=f(9)—>c, = %OO
R(9)=1'(9) > b, =F5gg
P (4)= 1(4) > 2, (-5)" +b,(-5)+ &, = Y5>, = Yo
x)= Maso(*=9) + Hoo(x—9)+ Hoo= Has0* ~ Pos00%+ o5~

~ 0.0008x* — 0.0164x + 0.0928
Primer intervalo [0,4]:

R(X)=a(x-4) +h(x-4)+c R(x)=2a(x-4)+h

Condiciones P

- 23
400

2/100 (x-4)’ yoo (x=4)+ Y95= 2300 ~ Vg0 *+1

En resumen, |os polinomios de interpolacién vienen dados por

ITP_EjO7R.doc
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[0,4] R(%) =200 (x=4)" = Yo(x=4)+ 30 =23) 1 x* ~ 47/ x+1~0.0575x" - 0.4700x+1
_ 94— _ _ 2_4 58/
aoy  P00= Haso(x=9) + T6o0(x=9)+ Hoo= Has0X ~ Fas00*+ Feos~

~ 0.0008x° — 0.0164x + 0.0928

Puesto que el punto x=5 pertenece a segundo intervalo, se tomara el polinomio definido en é

_ o — - 77/
Py(5) = Mo50(5-9)" + H500(5-9)+ Koo = Vg0~ 00308

Resolucion alternativa 1
Igual que en el caso anterior, pero tomando como referencia el extremo izquierdo.
Segundo intervalo [4,9]:

F’Z(x):ag(x—4)2+b2(x—4)+c2 P, (x)=2a,(x—4)+b,
Condiciones R(4)=f(4> ¢ :%5
R(9)=1(9)~ a252+b25+cz=%00}_){b2=_%00

R(9)="T500~ 22.5+b,="Fy 8, = Yosp
Primer intervalo [0,4]:

R(x)=a(x-0) +b(x-0)+¢ PR(x)=2a(x-0)+h
Condiciones pl(o) (0)—>C1:1
(4)=1(4)- 3142+b14+cl=y25}%{b1=_4%00
R(4)=R(4)~> 2a4+b="Yy, 2=00

L os polinomios de interpolacion vienen dados por

f
f

~0

[0,4] R(X) =23 00(x=0)° =474 (X~ 0) +1~ 0.0575x" —0.4700x+1

aoy )T Hasox=4)" = Yoo~ 4+ Va5 = Ha50X" ~ 2500+ s

~ 0.0008x* —0.0164x+0.0928

Puesto que el punto x=5 pertenece a segundo intervalo, se tomara el polinomio definido en é

P, (5) = Yogo(5-4)" ~ Y0 (5-4)+ Yoe =TV y0~ 0.0308

Resolucién alternativa 2
Recordando lateoria, y planteando €l sistema lineal a que daba lugar
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b _1%5 bl = _1%5_ bz - bJ. = _4%00

110
8 ; i b, |=| 90 | > 122 = "Fos0=0s = b= Hg

" o) |B=Feoo

Ahora se pueden recuperar €l resto de los coeficientes utilizando las relaciones

— bK+l_Q< :bK+l_bK
> 2(% = %) 2h, ”
k=12
Ck:f(xk—l) -

a

b,—b

_ 28 00575

2(% — %)
b,-b,

400
1

2(%—%)

= ~ 0.0008
1250

Obteniéndose |os mismos polinomios de interpolacion que en el caso anterior

[0,4] R (%) =230 (x=0)" =47/ 5(x—0) +1x 0.0575x* ~0.4700x+1

Ny
—~

(4,9]

~ 0.0008x* —0.0164x+0.0928
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	(e)  Demostrar que el polinomio de interpolación tiene al menos una raíz real positiva.
	Apartado (a)  Polinomio de Interpolación
	Apartado (b)  Interpolación de Lagrange
	Apartado (c)  Polinomio de interpolación en la base canónica
	Apartado (d)  Horner y derivación numérica
	Apartado (e)  Raíz real positiva



	ITP_Ej03r
	Ejercicio 1. Las torres de soporte de una linea de alta tensión tienen un vano de 400m. Se ha medido la altura a que se encuentra el cable en distintas partes del recorrido obtieniéndose los siguientes valores
	(a)  Obtener la forma de Newton del polinomio de interpolación y utilizarla para obtener la flecha máxima (punto medio de la catenaria).
	(b)  Utilizando el método de los coeficientes indeterminados, obtener una regla numérica que permita calcular la pendiente en el punto medio.
	Apartado (a)  Forma de Newton del polinomio de interpolación
	Apartado (b)  Método de los coeficientes indeterminados



	ITP_Ej04R
	(a)  Obtener el polinomio de interpolación, considerando que en el instante inicial la bola tiene velocidad nula y esta sometida a la aceleración de la gravedad (g=9.81m/s2).
	(b)  Sabiendo que la solución exacta es , indicar el error que se comete al utilizar el polinomio de interpolación.
	(c)  Se desea saber cuanto tarda la bola en alcanzar los 100m. Utilizando la solución exacta, ¿cuál es el método de intervalo más adecuado para calcular el tiempo?. Justifíquese la respuesta y realicense 2 iteraciones..
	(d)  Obténgase una función de punto fijo y un intervalo que cumplan las condiciones de convergencia y sirvan para solucionar la ecuación planteada en el apartado anterior. Realizar dos iteraciones a partir del valor t=25.
	a) Polinomio de interpolación
	b) Error de interpolación
	c) Métodos de intervalo
	c) Método de iteración funcional


	ITP_Ej05R
	(a)  Cuadrático con condición natural en el extremo izquierdo (f’(0)=0).
	(b)  Cuadrático con condición sujeta en el extremo derecho (f’(3)=1).
	(c)  Cúbico con condiciones naturales.
	(d)  Cúbico con condiciones sujetas (f’(0)=0 y f’(3)=1).
	a) Polinomio de interpolación segmentaria cuadrático con condiciones naturales
	b) Polinomio de interpolación segmentaria cuadrático con condiciones sujetas
	c) Polinomio de interpolación segmentaria cúbica con condiciones naturales
	d) Polinomio de interpolación segmentaria cúbica con condiciones sujetas


	ITP_Ej06R
	(a)  Obtener, escogiendo los puntos de forma óptima para interpolar en z, polinomios de interpolación de grado 1, 2 y 3 con los datos anteriores. Acotar, utilizando la fórmula de error, el error cometido en el punto z. Comparar el resultado con el error real en el punto z. {1 pto.}
	(b)  Si se usara el polinomio de interpolación segmentaria lineal en todo el intervalo ¿Cuál es el menor número de puntos suficientes para asegurar que el error es siempre inferior a 0.01? Evaluar, en ese caso, el valor en el punto z. {0,5 ptos.}
	(c)  Obtener el polinomio de interpolación segmentaria cuadrática (spline cuadrático) tomando como datos el valor de la función en {0,(/6,(/3} y el de la derivada de la función en el extremo izquierdo. Evaluarlo en el punto z. {1,25 ptos.}
	a) Polinomio de interpolación segmentaria cuadrático con condiciones naturales
	b) Interpolación segmentaria lineal
	c) Polinomio de interpolación segmentaria cuadrático con condiciones sujetas


	ITP_Ej07R
	Ejercicio 1. Dadas las funciones  ,  y  y el soporte formado por {0,4,9}
	(a)  Obtener la expresión de los polinomios de interpolación. (Nota: NO es necesario desarrollar las expresiones de Lagrange o Newton). {0.5 ptos.}
	(b)  Evaluar el polinomio de interpolación de f1(x) en x=5. Comparar el valor obtenido con f1(5) y obtener el error real. Acotar el término de error obtenido cuando se usa dicho polinomio para interpolar en el punto x=5 y en todo el intervalo [0,9]. {0.5 ptos.}
	(c)  Determinar el número mínimo de puntos equiespaciados suficientes para poder asegurar que la interpolación segmentaria lineal de f1(x) entre dos consecutivos tiene un error inferior a 0’001 para todo el intervalo. {0.75 ptos.}
	(d)  Obtener el polinomio de interpolación segmentaria cuadrática (spline cuadrático) tomando como datos el valor de la función f1(x) en {0,4,9} y el de la derivada de la función en el extremo derecho. Evaluarlo en x=5. {1.0 pto.}
	Apartado (a)  Interpolación de varias funciones sobre un mismo soporte
	Apartado (b)  Cotas y error del polinomio de interpolación de Lagrange 
	Apartado (c)  Número de puntos de interpolación lineal segmentaria
	Apartado (d)  Polinomio de interpolación segmentaria cuadrático con condición en el extremo derecho




