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Ejemplo

e Ensayos en laboratorio que miden, con un cierto error,
la permeabilidad de un material para diferentes

preSZioneS Ajuste por minimos cuadrados
e Estin - - 1 2dias
e Dete R micial
selec 3 3 El(x) 3
| | 5 (X) |
_s S e o) e

permeabilidad

presion(atm)



Aproximacion

e Aprender los diferentes tipos de aproximacion
dependiendo de la “medida” y su interpretacion
geomeétrica

e Entender la similitud entre el planteamiento de la
minimizacion del error continua y discreta

e Comprender la generacion de la aproximacion por
minimos cuadrados y los cambios de variable para
linealizar el problema

e (Conocet Idb VEIILdjdb UE IUb [JUIIIIUIIIIUb UIlUQUIIdIEb pala
mejorar el condicionamiento del sistema

e Ser capaz de valorar la fiabilidad del ajuste usando
graficas o apreciaciones cuantitativas




Planteamiento

e Sustitucion de una funcion (conocida o tabulada) por
otra “proxima” mas simple

e Funcion de ajuste como combinacion de la base de un
espacio funcional:

W(X):;“i(”i (%)

— Funciones base: polindmicas, trigonomeétricas, ...
e Tipos de aproximacion:
- Funcional: aproxima a otra funcién en un intervalo
— Discreta (ajuste): aproxima un conjunto de datos
e Funcion de aproximacion es la “mas proxima” a la
funcion o datos conocidos
- ¢Como se mide la “proximidad”
— Aproximacion en espacios normados o cuasinormados




Medidas

e Como se mide la proximidad de un elemento a otro?

e Definicion: Un espacio métrico es un conjunto M (a cuyos
elementos se les denomina puntos) con una funcion distancia
asociada (también llamada métrica) d:M xM — R que
satisface las siguientes propiedades

ed(xy)>0 VX,y e M

ed(x,x)=0 VxeM

ed(xy)=d(y,x) VX, y e M

ed(x,y)<d(x,z)+d(z,y) Vxy,zeM

ed(x,y)=0=x=y VX, y e M

— Sino cumple la dltima es un espacio pseudo-métrico
e Ejemplos:

— Distancia trivial: d(x,y)=1 para puntos diferentes

- Distancia euclidea (en un espacio vectorial de dimension n):
Pseudodistancia en los enteros: d(x,y)=resto(|x-y|,2)

e Habitualmente se trabaja con conjuntos que son espacios
vectoriales normados sobre el cuerpo R



Normas

e Definicion: Un espacio vectorial normado sobre un cuerpo K
es un conjunto V (a cuyos elementos se les denomina

vectores) con una funcién norma || [|:V — K/xeV — x|
gue satisface las siguientes propiedades

e [X|=0 vx eV

o [Ax]=1]4||X| vxeV,1eK

o feey|<d Iyl vxyev
° XH=O<:>X:O

— Sino cumple la dltima es un espacio pseudo-normado
e Ejemplos (sobre el cuerpo de los reales):

n n
V=R x=2 x| ¥, = kZ(Xk)2 ], = max

) 1<k<n

f(ofax (£, = F2(x)ax £, =max

as<x<b

X|

V:{f eC[a,b]} ||f||1=.[

b
a

f(x)

e Una norma siempre define una distancia @ (X, Y) = ||X — Y||




Producto escalar

e Definicion: Un espacio vectorial prehilbertiano sobre un cuerpo K es
un conjunto V (a cuyos elemgntos se les denomina vectczres) con una

funcién producto escalar < VxV — K/X yeV — (X Y> que

satisface las siguientes propiedades
e (x,x)=0 Vx eV

o (AX,¥)=|A(x,y) Vx,yeV,1eK
o (x+Vy,2)<(x,2)+(y,z) VX,y,zeV
.2 y)= ( X) VX, y eV

x)=0<x=0
Si el espacio vectorial es de dimension finita se denomina euclideo

-~ Sino cumple la dltima propiedad es un espacio pseudo-prehilbertiano
En un espacio euclideo el producto escalar viene asociado a una forma
sesquilineal, hermitica y definida positiva

- Sielcuerpo es R, entonces la forma es bilineal y definida positiva

e FEjemplos:v =R" vV ={feC[ab]| V=M,

(%, y) =D %Y, <f,g>=j: f(x)g(x)dx <A,B>=tr(BtA
k=1
e Un producto escalar siempre define una norma x| = /(% %)
e Una norma a veces define un producto escalar

() =3(lx+ v = =) I, = st Xl = NO:x=(2-1).y = (-1.-1).4=3




Minoracion (minimizacion) del error

Seleccionado el espacio funcional ¥ ={g(x)}, ,y el valorn,
encontrar 1@ },., que hagan minima la distancia

d(1 (x) (X)) =d (f (x), S ao (x)j
Para asegurar la existencia y unicidad de solucion, se debe tré_lé)ajar
en espacios normados o prehilbertianos
Tipos de aproximaciones: continua/discreta (norma/pseudonorma)

- Minimos cuadrados (norma 2) ,

(9= S (0 min|3- g, (4~ ()

i=1

= min E(g)

i=1,2,---m

rDiScreta: o F (%)) E(q)= i(za@i (%)= (%, )jz
Continua [a,b] E(a;)= I:(Zai@ (x)- f (x))z dx

- Uniforme (norma infinito)
f(x)~ iai@ (x) — min iai@ (x)—f(x)
i=1 “ iz

Discreta: {x,, f (xk)}::1 E(e)=max|> ao (%)— f (%)

1<k<N |4

o0

Continua: [a,b] E (o ) = max Zai¢i (x)-f(x)

“



Representacion (caso discreto)

30 T

Aproximacién discreta mediante rectas

MC

Aproximacién discreta mediante rectas

Aproximacion Error | Maximo Promedio

Casol MC 1.4839 (5) 2.3921 % ] 5
Unif 1.1210 (5) 2.6870

Casolll MC 17.1213 (6) 18.2036
Unif 10.2395 (6) 28.3372

10



Representacion (caso continuo): cos(Xx)

Aproximacion continua mediante rectas

0.8 Funcién
— MC

nak = Unif

07

06 /

051

04

03k

0.2n-

1.5
01F
0 1 1 1 1 1
-2 1.5 1 -05 ] 0.5
1k
Aproximacion Error | Maximo Area
Caso| MC 0.6366 0.2976 °er
Unif 0.5000 0.3562
Caso Il MC 0.8493 0.3447
Unif 0.7500 0.3757 .
-2

Aproximacion continua mediante rectas

= Funcién
— MC
= Unif




Obtencidon de la aproximacion por M.C.

e Puesto que el error es siempre positivo, los valores para los que se
alcanza el minimo son iguales para

E(e,) Yy E* () = {5, }/ min E(e;) > min E*(«;)

i=1,2,---m i=1,2,---m

e Los puntos minimales verifican que las parciales son nulas

OE* (o, 0,015, ,)

a :0 k:1’2,--'m i¢( ) ( ) D. t { }N
P X, X, Iscreta: { X, Yy §,
Denotando por <¢(X),1//(x)> = <1//(x),¢(x)> _Jia v

b

[ #(x)w(x)dx  Continua: [a,b]

a

i=1

gue conduce a un sistema lineal cuya resolucién calcula los coeficientes

(2 (x).a(x) (2(x).(x) -~ (@(x).on ()] ) [(2(x).f(x)

<¢1(X)’.¢2(X)> <¢2(X)i¢2(x)> <go2(x),.¢m(x)> sz <¢)2(x).,f(x)>

(0.(3), 00 (X)) (22 (), (1) (o (900 () ) (i (%), ()




Aproximacion polindmica por M.C.

e El espacio sobre el que se proyecta son los polinomios.

e Este espacio tiene infinitas bases, si bien la mas conocida es
la base canonica
- B={1,x,x%,x3,x4,...x"}
—- B={(1-x) ",x(1-x) ™1,x2(1-x) "2,x3(1-x) "-3,x4(1-x) "4,...x"}

e Una base se denomina ortogonal cuando verifica

(00 ()] 5y )

e El sistema anterior se convierte en diagonal cuando la base
es ortogonal, lo que lo hace muy sencillo de resolver. La
dificultad se traslada a la obtencion de la base ortogonal, ya
gue depende del intervalo (continua) o de los puntos
(discreta)




Aproximacion polinomica discreta por M.C. (I)

° Tomando la base canodnica, el sistema se escribe como:

: ¢m(x)=xm_l)

)REREEED YRR Y NS ()" Sy,
k=1 k=1 k=1 ) Py
N N N 2 N met al N
zxk 1 zxk Xy zxk'(xk) zxk (Xk) o zxk'yk
k=1 k=1 k=1 k=1 2 k=1
N N N N . —| N S Ax=b
PYCHRERED NCH RS YD RICH NS ¢ I c9 il Il B I 3¢ R I
k=1 k=1 k=1 k=1 . k=1
: a,
N m-1 N m-1 m-1 2 N m-1 m-1 N m-1
Z(Xk) 1 Z(Xk) Xy (%) (%) Z(Xk) (%) Z(Xk) Yi
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
e Denotandopor y, =f(x) A=X"-X b=X'Y
e Donde (1 x (%) - ()" Y,
1 X, (Xz )2 (Xz )m_l Y,
X = l X3 (X3)2 (Xg)m_l ,Y = y3
1 Xy (XN )2 - (XN )m—l Yn

° Se tiene




Ej.1.-Aproximacion polindmica discreta

e Ejemplo: Obtener la mejor aproximacion de la funcién constante
f(x)=2 mediante funciones de la forma a,+a,;X+a,x? por minimos
cuadrados discreta utilizando los puntos {-2,-1, 0,1, 2}.

5 5 5
21 2% Z(Xk)2
k=1 k=1 k=1
5 5 ) 5 )
2 A=X'.X = X 2(%) D(%)
1 -2 (_2) 2 k=1 k=1 k=1
2 5 5 5 3 5 A
1 -1 (-1 2 2 (%) 2(x) (%)
X=[1 0 (0) |Y=|2|>; k=1 k=: P} N
11 (Y 2 >V
2 —
1 2 (2) 5
( ) b=X"Y = Zxk Yi
k=1
5
2 (%) Y
k=1

5 0 10)\(¢, 10 a, =
Ac=b<| 0 10 0 || |=|0 |=0=0
10 0 34)\ e, 20 a,=0




Ej.2.-Aproximacion polindmica discreta (1)

e Ejemplo: Obtener la mejor aproximacion por minimos cuadrados de la
funcién de Runge f(x)=(1+x2)1 tomando la base {1,x}y utilizando los
puntos {-2,-1, 0,1, 2}. Repetir el proceso tomando {1,x?}

1 -2 Y i i i
14 72 Zl Zxk ZYk
X=[1 0lY=|1|>A=X"-X= ‘;:1 5'<=1 b= X'.Y = 5k=1 N
11 7 Zxk Z:(Xk)2 Zxk Yi
1 9 Y k=1 kel 1
12 12
Ac=b & 5 0 %o = A = % 25:>y=0X+1%5
0 10\ 0 a, =0
1 (_2)2 % ] ] .
2
1 (-1 7 21 Z(Xk)2 2 Vi
X=[1 (0 |Y=|1|[o>A=X"X=| “* & b=xty=| N
2 4 2
1 (1)2 7 kz_;(xk) ;(Xk) kz_;(xk) Yi
1(2r) W
12 12 12 — 139
A =b o > 10fa, = 7% - > 10/% © > 1017 1% A75:>y=‘170x2+1%5
10 34 )\ e, 137 10 34 0 14| a, = W




Ej.2.-Aproximacion polindmica discreta (1)

e Ejemplo: Obtener la mejor a?roximacién por minimos cuadrados de la
funcion de Runge f(x)=(1+x%)t tomando la base {1,x} y utilizando los
puntos {-2,-1, 0,1, 2}. Repetir el proceso tomando {1,x?}

Minimos cuadrados discreta

1
f(X):l+x2

y, = 0X +1%;

Y, = W X* + B35

Funcion
V4o (1x), E=0.13084  \ |
osl (1,x?), E=0.057371
L 2 Datos
_0.8\ | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3




Aproximacion polinédmica continua (1)

e Tomando la base canonica, y definido el
Intervalo [a,b] donde se desea aproximar
la funcion, el sistema se escribe como:

(AL @(x)=x @()=x"  on(x)=x"")

| J':l-ldx j:l-xdx j:l-xzdx j:l-xm‘ldx j:l-f(x)dx
I:l- xdXx I:x-xdx I:x-xzdx I:x-xm‘ldx Zz I:x f (x)dx
~ - Aprox. Continua '[:1 x2dx j:x-xzdx j: X2 -x%dx e j: X2 x"rdx || % | T '[: x* - f (x)dx
b .m—l b .m—l b 2 | m-1 | b m—1. m-1 am b m-1 |
Ll-x dx Lx-x dx Lx XM - Lx X" dx Lx - (x)dx

- Aa=b




Ej.1.-Aproximacion polindbmica continua

e Ejemplo: Obtener la mejor aproximacion de la funcién constante
f(x)=2 mediante funciones de la forma a,+a,;X+a,x? por minimos
cuadrados en el intervalo [-2,2].

jz 1dx jz xdx [ x2dx IZ 2dx
-2 -2 J-2 a, -2
2 2 2 o2 3 . 2
I_Z Xdx I_Zx dx X dX || o |= I_ZX-ZdX
_[2 x2dx _[2 Cax [ x4dx [N J'Z x? - 2dx
) 2 2 )
@‘(‘Y‘—lnlluun '_Zzldx _ 4 '_22 2dX _ 8
o 2 ., 2
xdx =0 x°dx =0 X-20x =0
Jo ) )
P edx =20 [Pytax=22 [*y2.0ax =32
J2 3 -2 5 -
4 o B
16 3 a, 8 a, =2
Ax=b<«<| 0 3 O ||lyg|=|0|=0 =0
16 64 |\ %) |32 &=
3 5




mfﬂ-ulnlllnllu

Ej.2.-Aproximacion polindmica continua (I)

Ejemplo: Obtener la mejor aproximacion por minimos cuadrados de la

funcion de Runge f(x)=(1+x?)1 en el intervalo [-2,2] tomando la base {1,x}.
Repetir el proceso tomando {1,x?}

J‘—ZZ:I-dX J‘—ZZXdX (alj: J“221+1X2 o J._Zzldx JfZXZdX [alj_ .[_2 . dx

_| 14X
2 22 a 2 1 22 2 4 a, 2 , 1
.[_2 xdx I_zx dx [\ %2 —2X1+x2 dx j_zx dx j_zx dx J'_ZX = dx
Cix=4 [P 1 dx=22143 “1x=4 | L dx=22143
J-2 X= -[—21+X2 X= e J-2 N —21+X2 o
.2 2 1 2 o E 2 , 1 3
._zxdx=0 I_2X1+X2 dx =0 |, xdx= 3 j_zx i dx =0
2 2 16 r2 4 64
= x*dx =
)% dx i I, c
4 0 \e,) (22143 4 53\ 2.2143)
- = = - = =
0 53\ 0 53 128\ ) (1.7857
a, =0.5536 a, =0.8270
— —
a, =0 a, =—-0.2051

= y =0x+0.5536 = y =-0.2051x" + 0.8270



Ej.2.-Aproximacion polindmica continua (1)

e Ejemplo: Obtener la mejor aproximacion por minimos cuadrados de la
funcién de Runge f(x)=(1+x2)1 en el intervalo [-2,2] tomando la base {1,x}.
Repetir el proceso tomando {1,x?}

Minimos cuadrados continua
T

1
f(x)=
v (x) 1+ x?
m\-—llllluun yl — Ox +0.5536

y, = —0.2051x* + 0.8270

Funcién
(1x), E=0.28137 | o\
1.x%), E=0.042101

-0.5 0 0.5 1 1.5 2




Linealizacion

e Tanto en el caso discreto como en el continuo, los
calculos se han basado en la linealidad de la funcion,
esto es,

y= oy f1(X) + o, 1,(X) + ... o £, (X)

e Cuando la funcion es NO LINEAL bien se linealiza (si
es posible), o bien se resuelve el sistema no lineal
obtenido (ver tema de resolucion de sistemas no
lineales)

e Linealizacion de funciones habituales
_ Exponencial Y=a" —In(y)= In(ae™) =In(a)+bx = § = A+bx

_ Potencial Y=ax"—>In(y)=In(ax’)=In(a)+bIn(x)= § = A+bX
bx + ¢ =E+£1:> y=A+BX
ax a ax

1
— Crecimiento Y= —>;

bx +¢c




Pesos

e En ocasiones interesa que el error se minore mas en una
parte del intervalo (continua) o para ciertos puntos (discreta),
para la que se introduce una funcion de ponderacion o unos
pesos, que deben ser siempre posmvos

N
Discreta: {xk,yk o Za)k¢ (X )w (%) Zcok =1

Continua: [a,b] Iba)( X) (X )y (x) dx I X)dx =1

a

(#(x).p (%))

e Ejemplos de funciones de peso en un intervalo (extrapolable
al valor en un punto)
- Mayor importancia en el centro: w(x)=exp(-x?)
- Mayor importancia en los extremos w(X)=1-exp(-x2)

Pesos centrados Pesos laterales

1
F N
|




Cuantificacion del error

e Dada la funcién conocida y la de ajuste, el error viene dado por

= izn:aigpi (x) > Error Cuadratico = S, = ( f (x) -y (x), f (X) -y (X)) -

Discreta: {x,, f ( } i( ))2

Continua: [a,b] S, _jb(f (x)—://(x)) dx
pero ¢.es grande o pequeno?

e Es necesario un estudio estadistico que indique cuanta variacion de
y explica x: coeficiente de regresion

N N
N kZ: Wi~ _\2 kZ:yk
Discreta: {X,, Y}, S, =" A -
Varianza[f(x)]=< Tk Ty bN m+1 N
C(ro-v)dx [ f(x)0x
Continua: [a,b] S, === T VZW
S
Correlacion:r2 =1—-—* con S, x __ S

N-m+1

y




