Sistemas no lineales
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MATLAB
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Descripcion del problema

e Resolucidon de sistema no lineal de

ecuaciones
F:R" > ®"/Y=F(X)=0

- Problema bien planteado: existencia y unicidad de
solucion (condiciones de F)

— Solucién analitica o calculable

e Metodos iterativos
— Criterios de Convergencia
HF (X™) ‘ <o [x=x"<e [xO-x0

- Velocidad
- Estabilidad (propagacion de errores)

<¢&




Ejemplo

e La presion necesaria para
hundir una carga de masa M
con una base de radio R en
un terreno blando a una
profundidad d se puede
aproximar por la ecuacion

p =ke“" +k,R

e Las constantes dependen de d y del suelo, pero no de R.
e Ensayo con tres placas pequefias

m, =k.e“™ +k,R,
m, =ke“® + kR,
m, = ke +k,R,

N

e ¢ Tamano minimo de la placa para sostener una carga
determinada?




Objetivos

e Entender los métodos para sistemas como
una generalizacion de los vistos para
ecuaciones no lineales, con sus ventajas e
Inconvenientes

e Comprender la relacion entre el problema de
la resolucion de un sistema no lineal y un
problema de busqueda de extremos.

e Diferenciar los metodos de iteracion funcional
de los métodos basados en la optimizacion




Definiciones (1)

e Sistema de ecuaciones no lineales
rfl(xi’xz’...xn)zo
f X, ,-eX )=0
4 2 (% > ) conf, :R" >R F(X)=0conF:R" - R

o (% %, %, ) =0

- f.funciones coordenadas de F

e Lafuncion f:Dc®R" >R tiene limite L en X, Si
Ve>035/X eDAX =X |<o=|f(X)-L<e

e Lafuncion f:DcR" >R escontinuaen X, Si
3 lim £ (X)=f(X,)

e Lafuncion f:Dc®R" >R escontinuaenD siloes

en todos los puntos de D.




Definiciones (11)

e Lafuncion F:DcR" — RconF(X)=(f,(X), f,(X),f,(X))
tiene limite L en X, Si

lim F(X)=L=(L,L,-L,)

X=Xy

donde L, son los limites de sus respectivas funciones
coordenadas

e Lafuncion f:Dc®R" —> R escontinuaen X,eD
, Sl existen contantes «,K >0 tales que

of (X)
oX

j

VK >035/X e DA|X =X |[<5= <K, j=12:-n




Definiciones y Teoremas

e Lafuncion G:D c R" — R"tiene un punto fjoen Pe D si
G(P)=P
e Sea D= {[a1 bl] [az,b]x a,, n]}y G:DcR" > NR"
continuaen D, siVX e D:G( X )e D entonces G tiene un punto
fijo en D.
Si ademas G tiene derivadas parciales continuas y existe un valor
K<1 que cumple

og. (X K
VX eD: g'( )
j n
e Entonces el punto fijo P es Unico y para cualquier valor X, €D la
sucesion X" =G ( X (") )converge al punto fijo y verifica

KLHX(l)‘X(O)

IA

! il J =1121n

IP-x"| <

o0 o0




Condiciones de Punto Fijo: Ejemplo (1)

e S

.

o P

I\

iIstema no lineal

3%, —COS(X,%;)—%=0
X ~81(x, +0.1)" +sin %, +1.06=0 con D ={[-11]}

107 -3 0

e e + 20X, +

lanteamiento de punto fijo

X, =3C0S(X,%; ) +1
X, =1 /X2 +sin x, +1.06 —0.1
P _107z—3

X3="7 60



N

Condiciones de Punto Fijo: Ejemplo (I1)

o Continuidad

|9, (%) =[5 008 (x,%,) +§| < §+§ < €[-1.]]
9. (x)| = [\ +sinx, +1.06 ~0.1 < §T+5in1+1.06 ~0.1< 0.09 € [-11]
- 107 -3 107 -3
K|gs(x) =|-% e _ &0 ‘sz—loe+ 50 30.616[—1,1]
e Contractividad
09, | _ agz|= 09, ~0
0%, 6x2| OXq
% = 1|%,]|sin (x,%, )| < 4sin (1) < 0.281 % = 1|%,|[sin(x,%,)] < 0.281
2 3
a9, | _ %] < 1 <0.238 0, | _ [cos x| <0.119
0% | 9\x?+sinx,+1.06 9,/sin(~1)+1.06 0%y | 18X +sinx, +1.06
% =Me-% <% <014 %9 =me‘“*z <0.14
ox,| 20 20 ox,| 20

Y puesto que las derivadas son continuas, existe un unico punto fijo



Comentarios

e Comparando con sistemas lineales, se pueden considerar los
siguientes esquemas, aunque no hay teoremas sobre su

convergencia
X = gy (X, x 9, %9, x [9)
— Jacobi < X =g, (Xl(k), X3, X, Xﬁk))

X (k) _ gn(x(k) X (K) X;k),---X(k))

n 1 172

-

X = gy (X9, x09, x 09, x )

K+ K+ k k k
- Gauss Seidel | X 1)=92(X1( 1),X§),X3(),---X§))

\Xlgk+1) _ gn(xl(k+1)’ X£k+1)’X§k+1)’.“X£k))

X (<) - (1- o) Xl(k)+a)gl(X1(k),ng),xgk)""x(k))

_ Relajacion ) X =(1-0) X +og, (X X0 X0 x[)

X k1) _ (1-) XY 4 g, (X1(k+1), XD X () x(k))




Ejemplo: Iteraciones (1)

x* =(0,0,0)" x=(0.5,0,%)" =(0.5,0,-0.5235987757...)"
e Jacobi
xf)=§cos(x§°)x§°))+%=%cos(0)+i 1

[o)]

J\

x§1>=g\/(x1(°>) +sinx\ +1.06 —0.1=1/1.06 — 0.1=0.014396

©_ 4 .00 107-3 , 107-3
xXW=_LaX% _ =—i— =—-0.5236
\ 3 20 60 20 60

e Gauss Seidel
X" =4cos(x"'x" )+ £ =4cos(0)+4

Il
N[~

X = %\/(xl(l)) +sinx\” +1.06 -0.1=1 /2 +1.06 —0.1=0.027172
w1073 oo 107 -3

X = Leg™ie o= ke T = 052292

e Relajacion (w=0.5)
xW = (1-w)x\” + w(%cos(x&”’x§°’)+%) =10+1(4cos(0)+1)=1

N

xgl):(l—w)x§°)+w[%\/(xf)) +sinx\¥ +1.06 — 01] 10+1 ( +1.06—0.1):0.0088601

N

o 107 — 3) B

X = (1-w) (0)+W( Len 0+%( oo 107 =3
60

j =-0.26174

L



Ejemplo: Iteraciones (11)
Metodo X, X, X,
Jacobi 0.5000 0.5000 0.5000
0.0144 0 0.0000
-0.5236 -0.5232 -0.5236
G-Seidel 0.5000 0.5000 0.5000
0.0272 0.0000 0.0000
-0.5229 -0.5236 -0.5236
SOR 0.2500 0.3750 0.4375 0.4995
(w=0.5) 0.0089 0.0083 0.0060 0.0001
-0.2617 -0.3926 -0.4580 -0.5231

(11 iter)




Método de Newton

e Esquema i a—fl
oX,  OX,
o, o

0%,
e |[nconvenientes

- Condiciones de convergencia
e Jacobiano no nulo

e Buena aproximacion inicial

— Calculo e Inversion del Jacobiano en cada paso

Je (XV)Y =—F(x™)




Ejemplo: Iteraciones

3%, —C0S (X, %, ) — %
F(X)=| x2 —81(x, +0.1)" +sinx, +1.06

e + 20X, + 107 =3
(3 X SIN(X,%;) X, SiN(%,%5) )
Je(X)=| 2x  -192(x,+0.1)  cosx,
X" —X,e v 20
11
I (XO)y =—F(x™) 5 00 .
—>|0 -192 1 |¥ =—|-81(0.1)+1.06
n+1 n
X=X 4y 0 0 20 1077 -3
1+ 3

0.5000) | 0.5000 0.5000 0.5000
XY =x®W 4y =y =|-00169| |0.0017 0.0000 | 0.0000
_05236| |-05236 |-05236 |-0.5236




Métodos Cuasi-Newton: Broyden

e Pretenden evitar el calculo del Jacobiano
e No corrigen los errores de redondeo
e Generalizacion de la “secante”

O)_ 1 (4O
e R T
e Esguema
A (XM)Y, ==F (x™)

XM = x4y
Donde A, =J (X(O))

F(x(”))_ F(x(“—l))_ph_l(x(“) _x(”—l))
“X<n)_x(n_1)”2
2

A=A+ (X x )

Realmente se calcula directamente ( A] )_1







Métodos de maximo descenso

e Relaciona la resolucién de un sistema con la minoracion de una
funcion
F:R" > R"/F(X)=0¢H:R" > R/minH (X)
n 5 Xel"
CH(X)=F(X) F(X)=X(f(X))
e Algoritmo i=1
- Evaluar H(X) en un valor inicial X©

- Determinar una direccion desde X© que disminuya el valor de H(X)
- Desplazarse adecuadamente en esa direccién obteniendo X

e Se define el gradiente de H(X) mediante
oH(X) oH (X oH ( X
X, OX, OX
e Esquema
X =X —qvH (X") donde VH(X)=2J(X)"F(X)

n

a,=0
minh(e)=minH (X(”) ~aH (X(”))) —a,/h(e;)<h(e,)—> min Parabola

3

a, =5




Ejemplo: Iteraciones (1)

VH(X)=2

3%, —COS(X,X; ) —%
X2 —81(x, +0.1)" +sin x, +1.06
107 -3

e + 20X, +

3 X, SN (X,X; )
2x,  —192(x,+0.1)
—Xze_X1X2 _Xle—xlxz
.
2 | |72
=10.25] | 0.25 |=111.975
10z | | 10z
3 3
3 0 0Y|-2
VH(X®)=2/0 -192(0.1) 1 ||0.25
0 0  20) |10z

X, Sin(X,%;) !

3%, —COS(X,X; ) —%
X2 ~81(x, +0.1)" +sin x, +1.06
107 -3

e "% + 20X, +

3%, —COS(X,X; ) —%

COS X,

20 107 -3

e "% + 20X, +

—0.02145
=| -0.01931
0.99958

X2 —81(x, +0.1)° +sin x, +1.06




-3 0.02145 ~3+0.02145¢
h(a)=H(X® -aVH(X®))=H||0.25 |-a| 001931 ||~ H| 0.25+0.01931x |-

107 099958 107 _ 0.999580:

3 3

3(—% + 0.02145a) - COS((O.ZS + 0.01931a)(107ﬂ - 0.9995805]) -3

=| (~2+0.02145¢)" ~81((0.25+0.01931) +0.1)’ +sin(1%”—o.99958aj +1.06

—
(1]
~

e—(—g+0.02145a)(0.25+0.01931a) L 20 (].()Tﬂ' o 999580() N 107; -3

a, =0.0 > h(e, ) =111.975
o, =1.0 > h(a,) = 93.5649 — min () = h(0.5229) = 2.32762
&, =05 > h(at, ) = 2.53557

X =X —aVH (x?)=(0,0,0)" ~(0.5229)(~0.02145,-0.01931,0.99958)’

= (~0.0112182,-0.0100964, —0.522741)'
H ( X (1)) =2.32762




0.0112
0.0101
-0.5227

111.974




