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Ejercicio 1.- Se desea resolver por un método iterativo el sistema lineal AX= b del que se

conocen las siguientes caracteristicas sobre sus coeficientes:

n .
al|> @Y fal} i =1+ con & >1 0<y<[a],i=L--n bl = 8
j=1 0
J#i
donde las constantes o,  y y son conocidas.
(@) Demostrar que el método de Jacobi es convergente.

(b) Obtener, dependiendo de a, B y v, el nUmero de iteraciones necesarias para obtener

0
un error menor que ¢ partiendo de x? =0 :

(c) Realizar 3 iteraciones exactas del método de Jacobi para resolver el sistema

4 -1 0)\(x %
-1 4 -1|x|=|7%
0 -1 4){x %

Acotar el error cometido utilizando la ||,y compararlo con el error real

sabiendo que x=(0.5, -0.25, 0.25).

(d) ¢Qué se puede decir en el sistema anterior sobre la convergencia del método de

Gauss-Seidel?.

Apartado (a) Convergencia del método

Dado un método iterativo de la forma x** =Kx" +c, se ha demostrado que el método
converge cuando se cumple alguna de las siguientes condiciones:

e vxV:imx® =x=At.b.

n—w

e |imK"=0

¢ ||K||<1 para alguna norma matricial
e p(K)<1
Los valores de K y ¢ del método de Jacobi, estan dados por K = D'l(L+U ) y c=D"b, esto es,
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2 3 n
0 - -8 L - by
a a a at
1 3 n
—ay 0 -ay , —a , b, g
a a a ay
1 2 n
K=| -a -3/ 0 -ag y C= b 3
a3 a3 a3 a3
b,
1 2 3
— — n — 0 n an
EW an ay "

y por tanto ||K| =

%g <1, lo que demuestra que el método es convergente.

lsi<n 4=

j#i
Apartado (b) Nuamero de iteraciones

Dado un método iterativo para el que |[K||<1, se tiene la siguiente acotacion del error cometido

como x” =0, entonces x¥ = Kx +c = cyH 0)H=||c||.Portanto

<

fe=x H

c]|, = max

1<i<n

min

I<i<n

k
Para garantizar que Hx - x(k)H < ¢ se debe verificar que 1”K” || <<, estoes

-IK]

|o _ B
L — <8—>k>1+—ga(°‘*m
1 % (oc 1)y log o

—||K||

Apartado (c) Aplicacion

4 -1 0Y(x) (% 0 % 0 2
Dadoel sistema | -1 4 -1|| X, |=| 7 |setieneque K=% 0 ¥ |yc=|%s
0 -1 4)(x % 0 % O Ys

El calculo de las sucesivas iteraciones viene dado por
k+1 k
(k+1) 0 % 0)(x (k) Y,
X2 =% 0 Z|x +| s
X3 0 % 0)(x e

Tomando x'® =0 se van obteniendo
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N (0 % 0Y0) (%) (%

X | =\ 0 J|| 0|+ T |=| Yo

X3 0 7% O0N0) (%) \ s

N7 (0 % 0V %) (%) (%

X | =Y O Y| Us |+| Ts |=| Vs

X3 0 7% O0)\%) (J) D

N (0 K 0N ) (%) (e

X | =Y 0 Y| W |+| He |=| e

X3 0 % ON%) (M) \ s

El error real seréa por tanto

b s Yhoos 1
T Yo |—| s ||| =|| Faoos || = |%096| + |7%096| + |%096| = E ~0.0020
7 Has | Yios |

o

k
Para acotar el error se utiliza la relacion Hx— x(k)H < 1”K|||I|<||

K], =1l = max{jof+[5d]+[ol. [yl +[0] +[34] Jol+ 4 + ol = 7
=X =l =+l 44156 = 4

y la cota vendra dada por
3
(%),
=——~0.0820
1—(%)( %)= 256
cuyo valor es muy superior al error real obtenido.
Puesto que se conoce la solucion exacta, tambien se podria haber utilizado la expresion

=X < fx-x© <(3)' M, = () (Bl + 2+ 3]) = & =0.0625

x — x(°)H donde

21
<

=

- Hx—x(g)

1

Apartado (d) Método de Gauss-Seidel

De las condiciones iniciales se observa que la matriz es de diagonal estrictamente dominante, por
lo que el método de Gauss-Seidel también sera convergente. Es mas, puesto que la matriz es

tridiagonal, podemos comprobar que p(K, )2 =p(Kgs)-

0 % 0 2 =0
Kiy=|% 0 %|-oP(K))=-A+%1L= A=Y :p(KJ):}Q@
0 % 0 7“3:735
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-1
4 0 0)(0 1 0) (0 ¥% 0 A =L, =0
3 2
Kes=|-1 4 0 0 0 1|=|0 X% % —>PA(KGS)— M+Y%N = Ay=%
0 -1 4) (00 0} \0 % X% p(Kes)=2%
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Ejercicio 1.- Demostrar que el método de Gauss-Seidel es convergente cuando la matriz del

sistema es de diagonal dominante y hay al menos una fila con diagonal estrictamente dominante.

Apartado (a) Convergencia del método

Se va a demostrar por induccion, suponiendo que la fila con diagonal estrictamente dominante es
la primera, a partir de la expresion de la matriz de iteracion B:D'l(L + U)

N=2

)l
Azai1 ! con 4 .
& o) ezl
L A
a1 a 0 0 al a?| |af a
(D-L) =| | —>B= = |B||, =max {2, 1%=
=2 1 0 A% ” al'la 2
alaf &} a a3
2 ., 2 .1 .
puesto que | %<1, también |22 <1y por tanto |B||, <1y el método es convergente.
y y a8 ®©
N=3
1 2 3
g a2 o) |alRlR
A=la; a a|con ‘aj‘z‘a§‘+‘a§‘
1 2 3
3 1 2
R o N
L -al -
i 0 O 0 3 n
1Yo -3 1 _ afay aay | —a
(P-L)"=| & % 0|»B=0 & aat
ajai-afas  —af 1 0 —af apai-ajay & ajal-asa | A& &)
ataZal a%al & a  aZad a  alad a3 as

Calculando los maximos por filas

2|, ].3
2 3 a?|+a
& & ‘ 1‘ ‘ 1‘
|t S <1
e En a
2.1 3.1 3 2] A1 3] A1 1 ‘alz‘+‘af‘ 3 ‘a%‘+‘ag‘
K B O i [ e B O W A O .4 +12 < <1
12 12 2 | = o052 1|72 2 2 1 2 o =
313y 3ay 3 3 || a2 3 || a 2 e 2 a;
2[,[.3 10, ].3
2 12 2.1 3 12 2.1 3 .2 aHa‘ 1.2 2.1 3 2 z‘a‘+‘a‘ 1 2 1
—a? a2a37a2a3|+ -a) ajaj-ajay | a3 ai ‘ ol e B A I el A o P A R 1 P
a  aZad | a  alad aZ 3|~ ‘aﬂ aZal a3 a a3 ‘a%‘ al| ~ |a a| —

se llegaa que |B| <1y el método es convergente.
N=4
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1 2 3 4
a &’ al al 22| > [a] + |ac] +[a]
2 1 3 4
1 2 3 4
Q& & ‘az‘z‘a2‘+‘a2‘+‘a2‘
A= con
1 2 3 4 3 1 2 4
8 a4 & & 85| > |8+ (85| +|ag
1 2 3 4
a 4a, a, a 4 1 2 3
4 A4 4 A
i = [ai |+ fac |+ 2]
L 0 0 O
)
-3 1 0 0
1.2 2
-1 &ay az
(D_L) = 12 2.1 2 -
a3 —aa3 —a3 1 0
afajas ajaj a3
_ apajaj-apaja;-ajagaj+ajajay  ajaj-ajay  -ay 1
araZada; aZada; aja;  aj
2
Y
0 3
2
a4
0 T3
— B= ,
-3 ¢3
0 =S
2
4
0 &
a L
1.2 3 1.2 13

dond 3 _ a5 a; & 4 _alal al
onde & ===5—=,& == —=
a? a} al ad af af

Comenzamos calculando

3 —ay | al & < a3 aZ || a}
S|=l=+32|<3 =2
a3 a3 & a3 a3 || &
§4 B a2 a2 a || a2
2 a; a; ad|” |aj aj||ad
4| _|at |, -a? a} |, al[a} , —al a} < al aZ||a al||g3
e Mo ot s wbey o I v B b | I e 9
aj  af a2 aj\a & a3 aj aj||a2 aj

Y usamos el resultado para obtener los maximos por filas

2|, ]3| |4
2 3 4 a7 |+ay|+|ay
—& & — ‘l‘ ‘1‘ ‘l‘
—1+—1+—1S—1<1
& ) & ‘al‘
2| ]3], |4 T
2.1 3.1 3 4 .1 4 1| a2|+ad|+|a 3 4 ‘a+‘a+‘a‘
) alaz_az+a1 B _ B |8 AR a2+a2 2|"|%2 2<1
e B P I P R £ Il 2 Pl D
2 3 3 .2 4 4 2 4 aZ|+ad|+a? 3 .2
-af ¢3 -a £3 , a a3 —a w3 3 a3 | |3 AMAA a; aj
T SltaSatos TSt S S ST et
En & a; 3 & a; a3 a3 ‘31 a; &
1], ]3], .4 10, 2], |44
3 .2 4 2 4 1 2| |a3|+a3|+a; 4 az|+ a3 |+|a;
3 ay & a & a; &; a‘szHz‘ a; ‘3”3”3‘
<[l +|E o[ | < [ o SO o TR g
a; & a; & a3 a3 a3 ‘az‘ a3 a3
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R IR L L. az a as 2l < et | e[l ‘al et \32\ \az Llatal o
11 191 2 22 11 2 1 1 T3 4
a a a; a a; a aj aj
‘az ‘az at ad L 2] 41 3 1 ‘a§‘+‘a§‘ 4 .3
E_,+E_, & & ﬂ+a_42+a_4 ﬁ+a_32+a_4+ﬂa_3_+a_3a_4
1 2 a3 2| =% 2 |22 ol 2|82 2 2 ||a2 2 3 4| =
a2 3 84 4 4 || 82 4 3 3 || 32 g 4 || 83 az a3
1], ]3] )4 1], [n2]. ][4 1], ]42],]43
o | |ag| e odlolad] || ([t [ bleletleled] | Jat|) < b [ || ol ] o [kl
SEtHE T B e S S e S <L
ag ay a ag [\ |ad a3 a a3 ay a; ag a a
2 2 3 4

se llegaa que |B|_ <1y el método es convergente.

Falta demostrar la induccion (supuesto n verificar para n+1)
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2 -4 4
Ejercicio 1.- Dado el sistemalineal | 1 1 1|-X =b

4 4 2

(@) Calcular las matriz de iteracién de Jacobi y su radio espectral. ¢ Cuantas iteraciones

son necesarias para obtener un error menor que 0.001 utilizando la norma 1 o infinito?

(b) Calcular las matriz de iteracién de Gauss y su radio espectral. ¢ Cuantas iteraciones

son necesarias para obtener un error menor que 0.001 utilizando la norma 1 o infinito?

(c) Seleccionar justificadamente el método iterativo mas adecuado. Obtener el vector c del

método iterativo seleccionado de forma que la solucion sea el vector (1,1,1)".

(d) Definir el condicionamiento de un sistema lineal y su interpretacién.

Apartado (a) Método de Jacobi

A partir de la descomposicion A=D—-L-U , donde

-2 0 0 0 0O 0 -4 4
D=0 1 Of,L=-|1 0 O|lyU=—-0 0 1
0 0 2 4 4 0 0 0 O
se obtiene la matriz de iteracion de Jacobi como
0o -2 2
K,=D*(L+U)=[-1 0 -1
-2 -2 0

El polinomio caracteristico se obtiene haciendo
P, (x)=|K, =xI|=x°

Por tanto tiene un valor propio nulo Unico de multiplicidad tres y su radio espectral en menor que
1, lo que implica que el método de Jacobi es convergente.

Calculando las normas de la matriz de iteracion,
K, ], = max{[o]+ =3+ |-2]|-2| +]0] +|-2].[2 +[-1| +|0[} = 4

(Ko, = max{[o]+[=2[+ 2], |4+ 0]+ -1}, |-2| +[-2] + o[} = 4

Puesto que ambas son mayores que la unidad, no es posible aplicar la relacion

Hx —x"[ <

K[ [ -x] <
-|K]

1
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Sin embargo, aplicando el teorema de Cayley-Hamilton, se llega a que P, (K;)=(K, )3 =0.

Utilizando entonces la relacién Hx—x(“)HsHK”

x—x(O)H se observa que la solucion exacta se
obtiene en tres iteraciones.

Apartado (b) Método de Gauss-Seidel

La matriz de iteracion de Gauss-Seidel se obtiene como
2 0 0Y'(0 4 -4\ (% 0 0Y0 4 -4\ (0 -2 2
Ke=(D-L)'U=|1 1 0| |0 0 -1|=% 1 0|0 0 -1|={0 2 -3
4 4 2){0 0 O 0 -2 )0 0 O 0 0 2
El polinomio caracteristico se obtiene haciendo
PG(X)=|KG—X||:X(X—2)2

Por tanto sus valores propios son 0 y 2, con multiplicidades respectivas de 1 y 2. El radio
espectral de la matriz es 2 y el método de Gauss-Seidel es divergente. No tiene sentido hablar de
namero de iteraciones.

Apartado (c) Seleccién del método

A la vista de los radios espectrales, se selecciona el méetodo de Jacobi, que converge y da la
solucidn exacta en tres iteraciones. El de Gauss Seidel queda descartado al no ser convergente.

Para obtener el vector ¢ tenemos dos alternativas
1. Obtencidon de ¢ mediante el calculo previo del vector b

-2 -4 4\ (1) (=2 1
b=Ax=|1 1 1||1|=| 3 |>c=D"=|3
4 4 2)(1) (10 5

2. Obtencidn directa de ¢ mediante la formula del método iterativo
1 2 -2)\(1 1

x=K;x+c—>c=(1-K;)x=|1 1 1 |1/=|3

2 2 1)1 5

Apartado (d) Condicionamiento

Dado un sistema Ax =b se define el condicionamiento de la matriz del sistema, segin la norma
p. al valor cond (A, p)=[|A], -|A7| . EI condicionamiento de un sistema mide la sensibilidad
de la solucion del sistema a las variaciones de los coeficientes del sistema o del segundo
miembro. Asi, cuando el condicionamiento es “bajo”, pequefias variaciones de los coeficientes

pueden producir pequefias modificaciones de la solucion. Por el contrario, pequefias variaciones
de los coeficientes pueden originar cambios muy importantes de la solucién cuando el
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condicionamiento es “alto”. En los sistemas con éste tipo de condicionamiento, el residual,
definido como r =b — Ax no es un buen indicador de la calidad de la raiz.
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Ejercicio 1.- Dada la matriz A =

(@ Demostrar por induccién que todos los determinantes principales son positivos cuando
a>2, y por tanto, aplicando criterio de Silvester, la matriz es definida positiva.
(b) Dadas las caracteristicas de la matriz, seleccionar justificadamente el método de

factorizacion mas adecuado. Aplicarlo cuando AeM, ;.

(c) Obtener la matriz de iteracion de Jacobi. Demostrar que el método converge cuando a>2,

¢Como seria el método cuando a=7/4y AeM,,?

Apartado (a) Matriz definida positiva

El menor principal de orden n de la matriz A viene dado por

al 11
1 al 0 al
1 a 1 1 a 1
A, = . =aA, - . =aA ,—-A,
1 a 1 1 a 1
1 a 1 a

Vamos a demostrar por induccion que A, > A, >0va>2

j+l
A =la=a>2

a 1 )
Azz1 azaAl_l:a -1>3y A,-A =a(a-1)-1>a-1>1

a 1

11 2
A=l a 1=aA,-| a=aA2—Al=a(a -2)>4y A,-A,=A,(a-1)-a>1
1 a
a 1
1

1 a1l

A=l T [FaAa a d=aA-A>5 Y A-A =A(a-1)-A, 51
1 a
1 a
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y en general
An = aAn—l - An—z > 2An—l - An—z = An—l + (An—l - An—z) > An—l >0

Apartado (b) Seleccion del método de factorizacion

Puesto que la matriz es definida positiva, el método de factorizacién mas adecuado es el de
Choleski. Aplicamos este método a una matriz de orden 3.

2
I 112 112
a 1 1) [ P (1) 212 2 1
A=LL" »|1 a 1|=/1} 12 ;12 =] 1L (1) +(17) 1212 + 121
1 a |31 |32 |33 |33 11 11, 211 1)2 2\? 3\?
L B+ (1) +(13) +(19)
Planteando el sistema y despejando
2
a=(1;) I'=a
e 1_ 1
1= =L
0=11; l5=0 Ja
1)2 2\? 2 1 _| 4 1
a=(1;) +(13) }=Ja-1 —>L=|+ |a-1
1 1
1= +121 12 = - 0 = a3k
a—g a_g
(11)2 2)2 3\2 3 1
a=(L3) +(12) +(13) K= a—7k

Apartado (c) Matriz de iteracidn de Jacobi

Dado un método iterativo de la forma x** = Kx* + ¢, se ha demostrado que el método
converge cuando se cumple alguna de las siguientes condiciones:

e vx9:imx® =x=At.b.

n—ow

e |imK"=0

¢ ||K||<1 para alguna norma matricial

e p(K)<1
El valor de la matriz K de iteracion del método de Jacobi se expresa como K = D'l(L+U )
0 %
7 0 7

oL y por tanto ||K| =% <1y el método converge para a>2.
7 0 A
,}/a O

Cuando a=7/4, se tiene que |K|_ =% >1, lo que NO permite asegurar su convergencia, pero
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0 % -X 4
K=|% 0 %|yP(X)=[% —x % = —x% 4+ x3%,. Por tanto a(K):{O,J_r 3%9} y
_47 0 _% _X

p(K)=1/%% <1, asi pues el método es convergente.
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a a a 0
Ejercicio 1. Dado el sistemalineal |[b a a|-X =|2(b-a)

b b a a-b

(@) ¢Qué relacion debe haber entre a y b para que el sistema admita solucién Gnica?
(b) Calcular las matrices de iteracion de Jacobi y de Gauss Seidel.

(c) Determinar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel cuando se toma

a=1 y b=-1. Obtener asimismo su radio espectral.

(d) En caso de converger el método de Jacobi con a=1 y b=-1, ;cuéntas iteraciones
son necesarias para obtener un error menor que 0.001 utilizando la norma 1? ¢ y la
infinito?

a

=1
(e) En caso de converger el método de Gauss-Seidel con = 2 vy b:—l, ¢cuantas

iteraciones son necesarias para obtener un error menor que 0.001 utilizando la norma

1? ¢ y lainfinito?

Apartado (a) Relacionentreayb

Para que la solucion sea Unica, el sistema debe ser regular, esto es, |A| #0
a a a |a 0 0 0
a#
|Al=|b a al=b a-b a—b:a(a—b)2¢0:>{ X
a#
b b a |[b 0 a-b
Apartado (b) Matrices de iteracién de Jacobi y Gauss-Seidel

A partir de la descomposicion A=D-L —U, donde

a 0 o0 0O 0 O 0 -a -a
D={0 a O|,L=|-b 0 O|yU=/0 0 -a
0 0 a b -b O 0 0 O
se obtiene la matriz de iteracion de Jacobi como
o -1 -1
1 b
K,=D (L+U)= 3 0 -1
b b
a a
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De forma anéloga, la matriz de iteracion de Gauss-Seidel viene dada por

a 0 0Y'(0 -a -a ¥ 0 0)0 -a -a
Ke=(D-L)'U=|b a 0] |0 0 -a|=| % % 0[0 0 -a
b b ajlo0 0 0) (% % %Jo 0 o0

0 -1 -1

Apartado (c) Convergencia de Jacobi y Gauss-Seidel con a=3 y b=-1

Sustituyendo por los valores dados, se tiene

ob -1 -1 0 -1 -1
K=D(L+U)=- 0 1) =12 0 -1
a
2 2 0
bbb
a g
b=-1
0 1 -1 0 -1 1
Ke=0 % "% | =0 -2 -3
e V72 N PP

b=-1

Comenzamos comprobando si las normas mas sencillas de las matrices de iteracién son
inferiores a uno. Empezamos con la norma 1:

Kl = {101+ [20-+[2] [ +[0] +[2], -4+ [~ +[0[} = max{4,3,2} = 4
[Kal, = {]0[+[0] +[0], |- +[~2] +[-6], |1 + |-3| + |8} = max{0,9,12} =12

Como se puede ver la norma 1 es mayor que la unidad en ambos casos. Probamos con la norma
infinito

KL, =410+ [=2+ =1, [2]+[0[ + -1 2| + [2] +[0[} = max{2.3,4} = 4

Kol ={10+ -1 +|-1].J0[ +|-2 +|-3]. 0| +|-6| +|-8]} = max{2’5,14} =14

Puesto que ninguna permite asegurar la convergencia, necesitamos calcular el radio espectral,
para lo cual comenzamos obteniendo el polinomio caracteristico:
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oy = ¥ YT (VTF) 5 Y (VT 4 43
P, (x)=|K; = xI| =x* +6x+2 2
— {-0.3275,0.1637 Fi2.4659}
P, (x)=|Kg =XI| =X*+10x* = 2x -0, ={0,5+3V3 ~{0,0.1962,-10.1962}

Se puede observar que en ambos casos el radio espectral es mayor que uno, y por tanto los
métodos no convergen.

Apartado (d) Numero de iteraciones de Jacobi

El método de Jacobi es divergente. No tiene sentido hablar de niUmero de iteraciones.

Apartado (e) Numero de iteraciones de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel es divergente. No tiene sentido hablar de niimero de iteraciones.

SLMI_Ej05r.doc



’ Asignatura Calculo Numérico Paginalde3

L N UNIVERSIDAD DE OVIEDO . .
&lr / E Tema Sistemas Lineales
= ‘& .'\\ Y ' | Materia Ejemplo 2x2 Comparacidn Iterativos

I/ p
% DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Fecha Junio 2007

Autor César Menéndez Fernandez

Ejercicio 1.- Dado el sistema lineal Ax=b,

1 3)ly) \-2
(@) Seleccionar el método iterativo mas adecuado

(b) Calcular el nimero de iteraciones para lograr un error (respecto a”"”w) menor que 107,

partiendo del vector nulo.

Apartado (a) Caracterizacion de A:

La matriz del sistema es simétrica y definida positiva. Esto se puede ver mediante su polinomio
caracteristico:

P,(L) =|A—Al|=2* - 6L +8,6(A) = {2,4}

o0 bien considerando que es de diagonal dominante. Puesto que la matriz es simétrica, definida
positiva y de diagonal dominante, todos los métodos iterativos estudiados van a converger.

Consideremos cada uno de ellos:

JACOBI

K, = D‘l(L+U)=((})/ ?);G(KJ)={%,%}?||KJ||OO =%

GAUSS-SEIDEL

5} o(Ke) =0 Ko = %

3
9

0
Ks =(D-L)"U :(
0
Nota: este calculo es innecesario, pues al ser la matriz tridiagonal y definida positiva, sabemos
que (K, )" = p(Ko)
S.O.R.

l1-w -

D 4,(0l-w) 4 3
Ki=(—-L) " (———=D+U)=(D+aoL) " (1l-w)D+wU) =
3 9
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Puesto que la matriz es tridiagonal y definida positiva, se tiene que el valor 6ptimo del parametro

1+ \/1— oK, |

pmm(Ks) = w,, —1. O bien, se calculan los valores propios de la matriz y se busca el valor para el
cual el radio espectral es minimo.

2 ,/x?*(x* —36x+36
e !
18 18
Sustiyuyendo este valor, se llega a

(17-12y2  —6+42) (0,02943 —0,34314]
0.z 0.4 0.6 0.8 1 s L198 - 140\/5 51- 36\/§J - 0,01010 0,08831

o(Ks) = {17 -124/217 - 124/2} ~ {0,02944,0,02944}; |K ¢ |, = 037258

de relajacion viene dado por o, = - =18-1242, y el radio espectral por

o(Kg)={1-x+

El método més adecuado sera pues el de relajacion para el valor dado de p o, en su defecto, el de
Gauss-Seidel. Realizamos elgunas iteraciones con los tres métodos.

lteracion Jacobi Gauss-Seidel S.0.R. 6ptimo
0 (0, 0) (0;0) (0;0)
1 (0,666667; -0,666667) | (0,666667;-0,888889) | (0,686292; -0,92179)
2 (0,888889; -0,888889) | (0,962963; -0,987654) | (0,982397; -0,996262)
3 (0,962963; -0,962963) | (0,995885; -0,998628) | (0,999235; -0,999848)
4 (0,987654; -0,987654) | (0,999543;-0,999848) | (0,99997; -0,999994)
5 (0,995885; -0,995885) | (0,999949; -0,999983) | (0,999999; -1.00000)
6 (0,998628; -0,998628) | (0,999994; -0,999998)
7 (0,999543; -0,999543)
8 (0,999848; -0,999848)
9 (0,999949; -0,999949)
10 (0,999983; -0,999983)
11 (0,999994; -0,999994)

Apartado (b) Nuamero de Iteraciones:

El nimero maximo de iteraciones necesarias para que el error sea menor que un ¢ dado se
calcula como:

(1-[Kl)e
o K" [x* - x°]
Hx —x"l < 1[K] Hxl — XOH <g=>n> K]

SLMI_EjoO6r_.doc



- Asignatura Célculo Numérico Pagina 3 de 3
;;.‘:{? 5 UNIVERSIDAD DE OVIEDO Tema Sistemas Lineales
_—1e Materia Ejemplo 2x2 Comparacion Iterativos
\‘ DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Fecha Junio 2007
Autor César Menéndez Fernandez
(1-%)10° (1-%)10°
- s S
de donde, n, > 2 =104, Ng > 2 =107
25T TR d
(1-0,3725)10°°
0,9217
ng > ’ =12,05.
e L(0,3725)
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Ejercicio 1.- Dado el sistema lineal Ax=b,

a b b)(x a-b
b a b||{x,|=|] 0
b b a)lx -a+b

(@) Calcular la matriz de iteracion del método de Jacobi y determinar su polinomio
caracteristico, determinando a partir de él los valores propios. ¢Qué relacion debe
existir entre los coeficientes a y b para que el método iterativo de Jacobi sea

convergente?.

(b) Tomando a=3, b=1, calcular las matrices de iteracién de Jacobi y Gauss Seidel. ¢ Cual
de los dos métodos converge mas rapido? Determinar una cota del nimero de

iteraciones necesarias en cada método para que, partiendo del vector nulo, se asegure

que el error es menor que una milésima medido con la o .

(c) Tomando a=3, b=2, calcular las matrices de iteracién de Jacobi y Gauss Seidel. ¢ cudl
de los dos métodos converge mas rapido?. Determinar una cota del niumero de

iteraciones necesarias en cada método para que, partiendo del vector nulo, se asegure

que el error es menor que una milésima medido con la ||¢| .

Apartado (a) Matriz de Jacobi

La matriz de iteracion  del método de  Jacobi  viene dada  por
0 % Y
K,=D*(L+U)=|-B7 o -b/
Va Va0
Calculando su polinomio caracteristico se tiene PJ(x):‘KJ.—xl‘:—x3+3(%)2x—2(%)3.
Aplicando rufini, se tiene

1
[HEN
o
w
P
Y
QD
—
|
N
S
Y
D
—=

% e -bf by
%y
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Y Da —24f

1 by 0

Los valores propios son % dobley - 2% simple., y el radio espectral p es por tanto ‘— 2%‘.

Para que el método sea convergente es necesario que p <1, y por tanto es preciso que 2J| < a].

Apartado (b) Caso a=3, b=1
La matriz de iteracion del método de Jacobi viene dada por
0 -5 -H
K,=D*L+U)=-% o -},
R

cuyo polinomio caracteristico es P, (x):‘Kj —xl‘z—x3 +(%)x—2(%)3 Aplicando rufini, se

B ° K -y
% K ko Ay

% K h

-1 _% 0
% %

-1 0
Los valores propios son % doble y —% simple., y el radio espectral p es por tanto %

Repitiendo el proceso para Gauss-Seidel, se tiene que
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300 (0 -1 -1 % 0 0)0 -1 -1 0 % Y
KG=(D—L)‘1U= 1 30 0 0 -1/=|% % 0|0 0 -1|=10 % %
11 3 0 0 O 2. % %)0 0 0 0 %, %

El polinomio caracteristico viene dado por P, (x):|KG —xl|:—x3 +(%7)x2 —(%)zx., cuyas

3
raicesson 0y (%j (4 + i\/ﬁ). Calculando el radio espectral se obtiene el valor 1 ,

33

El método que converge mas rapido es aquel con menor radio espectral, lo que conduce al
método de Gauss-Seidel. Para calcular el nimeo de iteraciones de cada meétodo, utilizamos la
acotacion vista en la teoria:
1-|K
A=K

Hx_xn < ||K||n HXI_XOH
1-K] LiK]
Para poder aplicar la formula es necesario calcular la primera iteracion del método. En ambos

casos se tiene que x™ =K -x™ +c Puesto que x© es el vector nulo, se tiene que x® = c.
Calculemos pues los valores de ¢ y la norma para ambos meétodos:

%
3
Jacobi: ¢, =D"b=| 0 —>||cJ||w=%, y como ||KJ||OO:% se tiene que
7
L(:l'_%)lo_3

2
N, >— 5 >187-19

L(%)

Hxl—xous('a:nz

%
3
G.-Seidel: ¢, =(D-L)"b= —% —cs|l, =297, y como |Ks|, =2%7 se tiene que

—22
27

L (1 _ 2027ﬁ_0-3

22
N, >— 7 5268-27
L(%%)
Si se realizan los célculos, se observa que las cotas anteriores son muy groseras, pues la
convergencia pedida se alcanza con Jacobi en siete iteraciones, y en seis con Gauss.Seidel.
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Apartado (c) Caso a=3, b=2
La matriz de iteracion  del método de  Jacobi  viene dada  por
_2/ _2
0 -% -7
K,=D*(L+U)= —% 0 —A : cuyo polinomio caracteristico
_2/ _2
% % 0
esPy (x) :‘KJ. —xI ‘ =—x° +%x—1%7. Aplicando rufini, se tiene
-1 0 4 -16
S
2 _2 _4 16
% %~k Yy

-1 _% 0
RE %

-1 0

Los valores propios son % doble y —% simple., y el radio espectral p es por tanto % Al ser

superior a uno, el método no convergera a la solucion del sistema,

Repitiendo el proceso para Gauss-Seidel, se tiene que
1

300y (0 -2 -2 % 0 0 0 -2 -2 0 % %

Ke=(D-L)'U=[2 3 0 0 0 -2|=|% % 01|10 0 -2|=1|0 % %
2 2 3 0 0 O N 7 A 0 0 O 0 % %

El polinomio caracteristico viene dado por P, (x) :|KG —xl | =—x*+ 2%7 X —%7 X., cuyas

3
raicesson 0y (%j (14 + ZiJg). Calculando el radio espectral se obtiene el valor 1/% :

Para calcular el niUmero de iteraciones de cada método, utilizamos la acotacion vista en la teoria:
1-|K

G-Ik
[x -]

LK

n
<Ko soj<emn

e
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Para poder aplicar la formula es necesario calcular la primera iteracion del método. En ambos

casos se tiene que x"™Y =K -x" +c Puesto que x© es el vector nulo, se tiene que x¥ = c.
Calculemos pues los valores de ¢ y la norma para ambos métodos:

%

Jacobi: ¢,=D"'b=| 0 —>||cJ||w:%, y como ||KJ||w=%>1 no se puede aplicar la

%

férmula.
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Ejercicio 1.- Dado el sistema triangular
ai ai ar a
2 3
0 a, ad» - aS

0 0 a3 as | X =b

0 0 0 ar |

(@) Demostrar que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel obtienen la solucién exacta en a
lo sumo n pasos para cualquier de orden n. ¢Qué condiciones debe cumplir el sistema
para que el método de relajacion converja para cualquier valor del parametro de
relajacion »?.

(b) Calcular el nimero de pasos requeridos por Jacobi y Gauss-Seidel para aproximar la

solucion del siguiente sistema con un error menor que 1073, partiendo del vector nulo.

6 -1 1 3 -1
0 2 -3 -2 5
0 0 1 6| |-4
0 0 0 4) |-

(c) ¢Qué método de factorizacion seria el mas adecuado para este tipo de sistemas?.

Apartado (a) Demostracion de convergencia

Dada una matriz regular cualquiera, con términos no nulos en la diagonal, los métodos iterativos
estudiados la descomponen como

A=D-L-U siendo:
. Foi= . —al i ) —al i<
(O =15 1.5 Wi={g o5 OI=g
' 0 i#] ! 0 i< ' 0 i>]
Y transforman el sistema inicial en un sistema de punto fijo
Ax=b<>(D-L-U)x=be x=Kx+c

Al ser la matriz del sistema triangular superior, se tiene que L=0, por tanto la matriz y el vector
de iteracion se reducen en ambos casos a:
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JACOBI GAUSS-SEIDEL
-1 _
K=D"(L+U)=D"U K=(D-L) U=D"U
-1 -1 _
c=D"b =(D-L) b=D"

Los sucesivos términos de los métodos iterativos de resolucion de sistemas vienen definidos por

’

X,y =Kx,+¢c n=>0

Generando la sucesion de vectores

X, = Kx, +¢

X, = Kx, + c=K(Kx, +¢) + c=K?, +(K + 1) ¢

X, = Kx, + c=K(K’%; +(K +1)¢c) + c=K%% +(K*+K + I)¢c

X, = Kxg + c=K(K?% +(K?+K + 1) c) + c=K"% +(K*+K’+K + 1) c
X, = Kx,, +c=--=K"X, +(K“’1+K“’2+--~K3+K2+K + I) c
X, = Kx, +c=--=K"™x, +(K“+K”‘1+K”‘2+--~K3+K2+K + I) c

En ambos métodos se tiene que:

Sy 00 0 o
: 0 —a -—a —a,
A R R,
K=DU=| 0 0 /J/ 0o 0 O -a] |=
' ' 0 0 0 0
0o 0 0 n
Ja
0 B e A
al a-l al
0 0 ¥, .. —3/
a, d,
0 o0 0 —V
ds
0 0 0 0

Teniendo en cuenta el teorema de Cayley-Hamilton por el que toda matriz verifica su
ecuacion caracteristica:
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IK=2:1|=0=(-1)"=0=K"=0

Sustituyendo en las relaciones anteriores:
X,= K", +(K™+K"™+. K +K*+K + 1) C:[Z K‘Jc
i=0
Xy = KTy +(K"+ K™+ K™ 4 KP4 K2+ K+ 1) c=(z K‘jc =X,
Queda asi demostrado que en a lo sumo n pasos se obtiene la solucién exacta.
En el método de relajacion se tiene:
K=(D-o0L) {(1-0)D+aU}=(1-0)l +®DU
=(D- a)L)f1 ob=D"wb

Asi pues p(K)= ‘(l—a))‘ . El método sera convergente si p(K) <1, por tanto 0 < m < 2.

Apartado (b) Namero de iteraciones

Del apartado anterior, ya que la matriz del sistema es triangular superior, se tiene que en ambos
meétodos:

= Kx, + c=D"Ux,+D™
luego conseguiran aproximar la solucién del sistema con un error menor de 10 en el mismo
namero de pasos. Comenzamos calculando las matrices del método:

6 000 % 0 0 0 0 -1 1 3
0200 L0 %00 0 0 -3 -2
D= D= y U=
0010 0 010 00 0 6
000 4 0 0 0 % 00 0 0
0 % % % 7
0 0 % -1 5
K=DW = % ,c:D’l-b:A
00 0 4
0 0 ¥

Pero las normas sencillas habituales (||K||1 =|K]|, = 6), sSon mayores que uno, y por tanto no es
posible realizar la acotacion del nimero de iteraciones. El calcular la otra norma habitual

(=

numero de iteraciones, si bien sabemos que la aplicacion del teorema de Cayley-Hamilton nos
indica que la solucion exacta se alcanza en 4 iteraciones. Realizando las iteraciones partiendo del
vector nulo

p(KKT) =1z >1) tampoco permitiria utilizar la cota. Por tanto no podemos acotar el
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0 % % X%\O0) (%) (%
0 0 % -1]|0 5 5
X, =KX, +Cc= % + 7 = 7
0 0 0 610 -4 -4
o0 o ojlo) (%) \4
0 % X% X\ K| (%) (%
0 0 % -1 3 5 4
X, =KX +C= % 7% + 7 =
0O 0 0 ©6]| -4 -4 -1
0 0 0 0){% Y Y
0 % % XK\ K) (%) (A
0 0 % -1|-4| |5
X, =KX, +C = % + 7 = %
0 0 0 6] -1 -4 -1
0 0 0 0)\H B B
0 % % X%\ ) (%) (%
0O 0 % -1 5
X, =KX; +C= % % + 7 = %
0O 0 0 6| -1 —4 -1
0 0 0 0% Y Y
Y como cabia esperar
0 % % X\XK) (%) (X%
0 0 % -1 5
X; = KX, +C= % v + 7 = % =X,

0 0 0 O0)\%) \K 7

Las diferencias entre las sucesivas iteraciones nos muestran

7% VA Aa %
5 -13 9 0
AX =X — Xy = _/Z JAX, =X, =X = f JAXy =X =X, = g JAX, =X, =Xy = 0
7 0 0 0

que era necesario hacer cuatro iteraciones para que el error, con cualesquiera de las tres normas
habituales, fuera inferior a la milésima.

Apartado (c) Seleccion del método de factorizacion

El método de factorizacion mas adecuado para este tipo de sistemas es el de Doolitle:

A-x=b—>L-U-x=Db donde L es triangular inferior de diagonal unidad y U es triangular
superior, obviamente en nuestro caso la factorizacion ya esta hecha, siendo L la matriz identidad
y U la matriz A del sistema.
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Ejercicio 1.- Dado el sistema lineal Ax=b,
3 1 0)(x -1
13 1||yl=|2
0 1 3)\z -7

(@) Obtener el condicionamiento del sistema utilizando ”0”00 (El célculo de la inversa se debe
realizar utilizando el método de Gauss-Jordan)

(b) Obtener la matriz de iteracién del método de Jacobi y analizar su convergencia. Realizar
dos iteraciones partiendo del vector nulo. A la vista de los resultados, ¢cual sera el
comportamiento del método de Gauss-Seidel?.

(c) Calcular, utilizando el método de Jacobi, el nimero de iteraciones para lograr un error

(respecto a|o|,) menor que 10°, partiendo del vector nulo.

(d) ¢Existe algun valor para el cual el método de relajacion es convergente?. En caso

afirmativo, obtener el valor éptimo y calcular el radio espectral correspondiente.

a) Inversa y condicionamiento del sistema
La matriz del sistema es tridiagonal, simétrica y de diagonal estrictamente dominante, y por
tanto, definida positiva. Esto también se puede ver mediante su polinomio caracteristico:
3-x 1 0
P.(x)=|A-xl]=| 1 3-x 1 |=(3-x) ~2(3-x)=(3-x)(x* —6x+7) >
0 1 3-x
— o (A)={1.5858,3.0000,4.4142}

Por tanto todos los métodos iterativos estudiados van a converger.
Comenzamos calculando la inversa mediante Gauss-Jordan

310100 F«3F

1 3 10 1 0|><F«F-3F -

0 1 30 01 F,«F-3F

1 % 0% 00 F«F-1iF,
-0 % 1% 1 0|—> F,«<3%F, >
01 30 0 1) |FR«FR-3F
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1 0 %% % O F«<F-5F
-0 1 ¥%|% % 0|-><{FR«F-1iF —
0 0 2¢4|Y% % 1 F,«ZF
1 0 0% % % I I
-1 _ _
=10 1 0% % HI=>A =% % %
00 YUn % % o T W
Puesto que

A, = miaxzn:‘ai"‘: max {4,5,4} =5 HA*HOO =max{¥.%.%} =%
i=1
se tiene que

k(A )= ||A||m HA’luw =5% =2

b) Matrices de Jacobi y convergencia

A partir de la descomposicion A=D-L —U, donde

3 00 0 00O 010
D=/0 3 0|,L=—-1 0 OjyU=—0 0 1
0 0 3 010 0 00O
se obtiene la matriz de iteracion de Jacobi y el vector independiente
0 7% 0 7
K,=D'(L+U)=|% 0 % c,=D'b=| %
0 % 0 7

Al ser la matriz de diagonal estrictamente dominante, tanto el método de Jacobi como el de
Gauss-Seidel son convergentes. Esto se comprueba facilmente observando que

K], =max (%%, 4} =7 <1.

Realizamos las iteraciones pedidas
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0 % 0)0 B B A
Ok x%c,=| % 0 %|0|+ %|=| %
0 % 0)\0 A A
0 7% 037 (/) (%
=K xY4c,=| % 0 %% |+ %= %
0 % 0)N7%) (A %
—0.9998
x*¥ =| 1.9998
—2.9998

Al ser la matriz tridiagonal y definida positiva (ver los autovalores calculados), sabemos que

p(Ke)=p(K, ) <(JK,[, )" <1, por lo que confirmamos de nuevo que Gauss-Seidel también

es convergente.

¢) Método de relajacién

Al ser la matriz definida positiva, el método converge para a)e(O,Z). Puesto que también es
tridiagonal, se tiene que el valor 6ptimo del parametro de relajacién viene dado por

2

1+1-p(K, )’

Lo que exige calcular el radio espectral de la matriz de Jacobi

a)optimo =

-x % 0
Pe, (X)=IK, =xI|=|% —x %|=(—x) -2 % %(-x)=—x(x"-%) >
0 % -x
-0 (K,)={0,2%} = p(K,)="% ~04714
2 . )
Oopine = T~ = ~1.0627, y el radio Serd Py, = |@ypino —1| = 0.0627

d) Numero de iteraciones

El nmero maximo de iteraciones necesarias para que el error sea menor que un ¢ dado se

calcula como:
(1-]K])e
Iy @
H H <en>
1HKI In K|

Obtenemos los valores necesarios
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”KJ”l = max{}g,%,%} :%
Hx(l) _X(o)Hl _ ”C”l Yl =1

(-%)10°

6
n> Do _In107 540730
In2; In24

Se necesitan al menos 35 iteraciones
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(@) Calcular las matriz de iteracion de Jacobi y su radio espectral. ¢;Cuantas
iteraciones son necesarias para obtener un error menor que 0.001 utilizando

la norma 1 o infinito?

(b) Calcular las matriz de iteracion de Gauss y su radio espectral. ¢Cuantas
iteraciones son necesarias para obtener un error menor que 0.001 utilizando

la norma 1 o infinito?

(c) Seleccionar justificadamente el método iterativo mas adecuado. Obtener el
vector ¢ del método iterativo seleccionado de forma que la solucién sea el
vector (1,1,1)".

(d) Definir el condicionamiento de un sistema lineal y su interpretacion.

Apartado (a) Método de Jacobi

A partir de la descomposicion A=D-L —U, donde

-2 0 0 0 0O 0 4 4
D=0 1 O0|,L=—-1 0 OjyU=-0 0 1
0 0 2 4 4 0 0 0 O
se obtiene la matriz de iteracién de Jacobi como
0o -2 2
KJ:D'l(L+U)= -1 0 -1
-2 -2 0

El polinomio caracteristico se obtiene haciendo
P, (x)=|K; =xI|=x°

Por tanto tiene un valor propio nulo Unico de multiplicidad tres y su radio espectral en
menor que 1, lo que implica que el método de Jacobi es convergente.

Calculando las normas de la matriz de iteracion,
K[, = max{[o] + -1+ |-2|.|-2| +[0o] +-2].|2| +|-1 +|0]} = 4

K] = max{Jof-+ |2 +[2], -4 +[0] + |-4,|-2/ +|-2| +[o]} = 4

Puesto que ambas son mayores que la unidad, no es posible aplicar la relacion
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[x—x"

Sin embargo, aplicando el teorema de Cayley-Hamilton, se llega a que
P,(K,)=(K,)’=0. Utilizando entonces la relacién Hx—x(”) SHK" x—x" se

observa que la solucion exacta se obtiene en tres iteraciones.

Apartado (b) Método de Gauss-Seidel

La matriz de iteracion de Gauss-Seidel se obtiene como
2 0 0Y'(0 4 -4 (% 0 0Y)0 4 -4) (0 -2 2
Ke=(D-L)'U=[ 1 1 0/ |0 0 -1|=l% 1 00 0 -1|=/0 2 -3
4 4 2)10 0 O 0 -2 )0 0 O 0O 0 2

El polinomio caracteristico se obtiene haciendo
X)=|Kg —x1| = x(x-2)’
Por tanto sus valores propios son 0 y 2, con multiplicidades respectivas de 1 y 2. El

radio espectral de la matriz es 2 y el método de Gauss-Seidel es divergente. No tiene
sentido hablar de nimero de iteraciones.

Apartado (c) Seleccion del método

A la vista de los radios espectrales, se selecciona el método de Jacobi, que converge y
da la solucion exacta en tres iteraciones. El de Gauss Seidel queda descartado al no ser
convergente.

Para obtener el vector ¢ tenemos dos alternativas
1. Obtencidon de ¢ mediante el calculo previo del vector b

-2 -4 4\ (1) (-2 1
b=Ax=|1 1 1||1|=| 3 |>c=D"=|3
4 4 2)\1) |10 5

2. Obtencidn directa de ¢ mediante la formula del método iterativo
1 2 -2)\(1 1
x=K,x+c—>c=(1-K,)x=1 1 1 }J1|=|3
2 2 1)1 5

Apartado (d) Condicionamiento

Dado un sistema Ax =b se define el condicionamiento de la matriz del sistema, segu'n
la norma p, al valor cond (A, p)=|A| -HA’al. El condicionamiento de un sistema

mide la sensibilidad de la solucion del sistema a las variaciones de los coeficientes del
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sistema o del segundo miembro. Asi, cuando el condicionamiento es “bajo”, pequefias
variaciones de los coeficientes pueden producir pequefias modificaciones de la solucion.
Por el contrario, pequefias variaciones de los coeficientes pueden originar cambios muy
importantes de la solucion cuando el condicionamiento es “alto”. En los sistemas con
éste tipo de condicionamiento, el residual, definido como r=b—Ax no es un buen

indicador de la calidad de la raiz.
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