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Sist. Lineales de Ecuaciones

6 Teoria+4 Practicas+2 Laboratorio
MATLAB
Conocimientos de Algebra: valores y

vectores propios, normas, sistemas
lineales, determinantes, ...



Descripcion

Dado un sistema lineal Ax=b buscamos una matrizKy
un vector c tal que la solucion unica del sistema
y=Ky+c sea igualmente solucion del sistema inicial.

AxX=b=y=Ky+cC
La forma del sistema sugiere un método de resolucion
iterativa X, X, = KXn T

Dado el metodo iterativo se debe asegurar su:

- Convergencia JFlimx =Yy

N—o0
- Consistencia Yy = Ky +c=A"D
Ejemplo Consistencia | Convergencia

-1 -

X, =X, /2—A"b No Si




Definiciones y teoremas (1)

Tma: Un método iterativo es consistente si y solamente si:

> (I-K) es inversible _l
> c=(I-K)A-1b

Definicion: convergencia de una sucesion vectorial

{x,} >y si Ve>0IN(g)eZ/Vk>N{(e):|y—x]<e

Tma: Dada una matriz cuadrada cualquieray una norma
matricial, se tiene que

g p(A)SIIAII

<p(R)+e N
Tma: Dado un método iterativo consistente X. = KX ,+C
las siguientes proposiciones son equivalentes:
» El método es convergente
> Para alguna norma matricial ||K|| <1
> p(K)<1 _l

> limK" =[0]

Nn—oo




Definiciones y teoremas (I1)

Tma: Si alguna norma matricial de la matriz de iteracion es
menor que la unidad, entonces el método es convergente y
se verifican las siguientes cotas de error:

-y =x[=<[K[ Iy =x]
||K||

> y_Xn Xl

Tma; Dada una matriz regular A, la matriz (A’A) es definida
positiva.

Esto permite cambiar el sistema Ax=b a otro equivalente
(A’A)x=(A’b) cuya matriz sea definida positiva.

Tma: Si A, C, (A+C) y (A+BCD) son matrices cuadradas no
smgulares se verifica la siguiente identidad matricial

(A+BCD)1=A"1- A-1B(C1+DA-B)DA _l




Descomposicion y Métodos

Sea A una matriz regular con elementos no nulos en la
diagonal, entonces admite la siguiente descomposicion:

(D)ij = aij é}j

:g.'< (L)! =-a’ sii>j, O resto

(U)) =-a/ sii<j, 0resto

Ax=b<—>(D—L—U)’:b—>x=Kx+c

Jacobi:
(D-L-U)x=b—->Dx=(L+U)x+b—x=
Gauss Seidel
(D-L-U)x=b—>(D-L)x=Ux+b— x
Relajacion (SOR)

(- (520wl jiowen-




Jacobi

X =D (L+U)x_, + D7b <> Dx,

ay 0 O 0 ) x bt 0 a’ a° an ) xt
0 @ 0 o 0| D) a0 & e ar X
0 0 a 0| x| =|b®|-|a a® o0 an || x°

- Métodos 0 0 0 a, )\x" ), b’ a, a, a 0 AX")
Algoritmo

Bucle para k desde 1 hasta el nUmero de iteraciones
Bucle para i desde 1 hasta n (orden del sistema)
|

-1 n
by Iy
bi _Zai Xgg — Z & Xy 4
j=1

i j=i+l

X, =

a._I

|
Fin bucle i
Fin bucle k

NOTA: La matriz de iteracion de Jacobi tiene la diagonal nula




Gauss-Seidel

1 1

X, =(D-L) Ux_ +(D-L) b« Dx =b+Ux_, +Lx,

ax* b') (0 a’ &’ a' | X' 0 0 O 0)( x'
a’x’ b>| |0 0 a a) || x? a, 0 O 0| x?
ax®*| =[p*|-|0 0 O al || x| —|a a 0 0| x°
a"x" b") (0 0 O 0 )\ x" a, a. a 0)( x"

n k k-1 n n n

Algoritmo

Bucle para k desde 1 hasta el nUmero de iteraciones
Bucle para i desde 1 hasta n (orden del sistema)
i—1 n
Jyl y]
bi _Zai X — Z a5 Xy 4
. j=1 j=i+l

Xy

5

|
Fin bucle i

Fin bucle k
NOTA: La matriz de iteracion de Gauss Seidel tiene la primera columna nula




Relajacion
X =(D-oL) ((1-@)D+aU)x_ +(D-oL) ob<

<> Dx, =(1-w)Dx,_, + o(b+Ux,_, +Lx,)

a x' ax' b') (0 a® & a' | x* 0 0 O 0)( x*
a’x’ a’x’ b>| [0 0 & - a || X a, 0 0 0| x
ax’ | =(1-o)| ax*| +oq/b*|-|0 0 O al || x*| —|a; a; O 0 x| ¢
nyn nyn n n 1 2 3 n
ax" ) apx" ) b 0 0 O 0 )\x") , & a & 0)\x" ),
Algoritmo

Bucle para k desde 1 hasta el nUmero de iteraciones
Bucle para i desde 1 hasta n (orden del sistema)

-1 n
byl Iyl
bi _Zai X — Z & Xy_q
j=1 j=i+l
al

X =(1-0)%_, +o

Fin bucle i
Fin bucle k
NOTA: Gauss Seidel es un caso particular de relajacion para =1




OR y Matrices definidas positivas

Tma: Si al =0vientonces p(Kgog)>|w—1y por tanto el método
SOR solo puede converger cuando O<w<2 (Kahan).

Todos los métodos vistos se basan en descomponer A=M-
N, con M inversible, para generar el método x=M-Nx+M-1b

- Tma: Sj A es una matriz definida positiva, descompuesta en
la forma A=M-N, con M inversible, y la matriz (M’'+N)
también es definida positiva, entonces p(MIN) <1y el
método es convergente.

Corolario I: Si A es definida positiva, el método de Jacobi
converge para cualesquiera eleccion del vector inicial.

Corolario II: Si A es definida positiva, el método de
relajacion converge para cualesquiera eleccion del vector

inicial siempre que 0<w<2. (Ostrowski-Reich ) _l




Matrices tridiagonales y especiales

Tma: Si la matriz A del sistema verificaque a >0AVi= j:al <0
entonces seravalidaunay so6lo una de las afirmaciones
siguientes (Stein-Rosenberg):

.IO(KGS)_p(KJ)ZO .p(KGS)ZIO(KJ)Zl _l

0< p(Kes ) <p(Ky) <l o1<p(K;)<p(Kes)

Tma: Si la matriz A del sistema es tridiagonal, los radios
espectrales de Jacobi y Gauss-Seidel estan
relacionados mediante.

p(Kgs)=p(K; )’ _l

Tma: Si la matriz A del sistema es definida positivay
tridiagonal, el valor 6ptimo del parametro de
ralajacion y el radio expectral vienen dados por

2 1) 1‘

opt 1+m popt(KSOR) opt _l




Matrices diagonales dominantes

Def: Una matriz se denomina estrictamente diagonal domi-
nante cuando para cada fila, la suma en valor absoluto
de sus elementos es menor que el valor absoluto del
elemento de la diagonal.

Si la relacion se verifica con menor o igual, entonces es
diagonal dominante,

Tma: Si la matriz A del sistema es de diagonal estrictamente
dominante, el método de Jacobi converge para cuales-

guiera eleccion del vector inicial. _l

Tma; Si la matriz A del sistema es de diagonal dominante y
alguna fila es estrictamente dominante, el método de
Gauss-Seidel converge para cualesquiera eleccion del

vector inicial. _l

NOTA: Aungque en algunos casos hay relaciones entre el
comportamiento de los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel, no siempre la convergencia (o divergencia) de
uno de ellos asegura la del otro.




Convergencia de Jacobi y no GS (1)

1 2 -2\ (X 1
1 1 1 ||yl|=]3
2 2 1 Z 5



Convergencia de Jacobi y no GS (I11)
Ks =(D-0L)" {(1-0)D+oU} =

1-w 20 20
=| -o(l-0) 20° —w+1 —20° —w
4w +60° —20 40® -20° —w+1

Representacién de autovalores (SOR)
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Convergencia de GS y no Jacobi

2 -1 -1\ (x 2
2 2 2|ly|=|6
-1 -1 2 Z 0

K;=D}L+U)=| -1 ©

(B
Ke=(D-L)'u=[0 -1 -3/ e(\\e
\O 0 -%/ @(g

PG(X)=X3+X2+%X—)p(KJ)r6@Q\l




Convergencia de GS y no Jacobi (11)
Ks =(D-0L)" {(1-0)D+oU} =
1-w
Y
= -a)(l-a))2 Yo' —w+1 %a)}(écj)+ 2)
Yo(l-o) Yo(o+2)(l-w) %o’ -Yo' -+l

Representacion de autovalores (SOR)
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Ejemplo completo (1) \-1 2

Dado el sistema anterior:
1. Calcular las matrices de iteracion de los diferentes métodos
2. Estudiar su convergencia

3. Determinar el nUmero de iteraciones necesarias para tener un error
inferior a 0.001 partiendo del origen y utilizando la norma infinito

4. Realizar las iteraciones anteriores y comprobar cuantas hubieran
sido realmente necesarias.

Jacobi: Gauss-Seidel
. 0O O0'5 TSI T 0 05
K, =D (|_+u)=(0,5 o) Ke=(D-L) U—(O 0-25j
. 1'5 Cm v te [ 1790
% =D b:(—1'5] e =(P-L) b_(—0'75)

PJ(x)zxz—%—n)(KJ)=0'5 PG(X):XZ—%X—),O(KG):O'25<1

Como cabia esperar (matriz tridiagonal, de diagonal estrictamente
dominante y definida positiva ), ambos métodos convergen, y, el radio
espectral de Gauss-Seidel es el cuadrado del de Jacobi, por lo que su
convergencia es mas rapida.




Ejemplo completo (I1) \-1 2

Relajacion (SOR)

K, = (D-0L)" {(1-0)D+oU) =(%$&f.w) s —wmlj
¢ =(D-aL)" wb = £0'751a;5()z)) - 2)]

Representacion de autovalores (SOR)
1 T T L}
1

i | i ! ' i i i !
ool A - -_._._._._!_._._._._:._._._._._!._._._._.J_._._._._._i._._.__._!.._._._._.L._._._._.i_._. o

NS [ e 08s
NN ] s Tl 0055 02025

] i ! i ! i !
[ . I _._|._._._._._=._._._._._!._._._._..!._._.__..:_._._._._.L._. _._.:_._._._._

NN 1.65
08f : i ! : ! : i / , 1 C=
SN N S ~0.7425

051 : | % ! : : : | —y

|—= | P (x)=x2-0.1025x+0.01

! ! i \ i ! ! i 2

i | Dy = =1.0718
Y| M S S S i._._._._.J:; L 1/ S S R B " 1++1-0.25
Lo NS P (K ) =0.0718




Ejemplo completo (111) \-1 2 )ly) -3
NUmero de iteraciones 5 o
Ki[))—In|x X
‘X_X(m ‘KH H (2-[K])) H
In[[K|
[KL XV =X =]e| |n>
Jacobi 0.5 1.5 11.55
Gauss-Seidel | 0.5 1.5 11.55
Relajacion 0.65 1.65 19.63
bi _iaij ij—1 o i aij ij—l
Jacobi Xt =—12 .
ai
b IZa,‘xk . Z a'x]
Gauss — Seidel ~ x; = —= 7 o
b IZ_:aijxkj_1 > alx)
Relajacion X = (1- @)%, +0o—= — 17




Ejemplo completo (1V)

Jacobi
le _bl_ailef—l _
k — 1 -
Q
34X,
] b, —ilxl
X;f — 2 22 k-1 —
a‘Z
34X,
2
Jacobi
( 1_3+O_§
% 2 2
2_—3+O__§
\Xl 2 2
(1 3+7 3
) > 2 4
\ 2 4

Gauss-Seidel
(X1 N bl_ailef—l _
k — 1 -
Q
34X,
2
Al
le _ b, ?Zxk _
a2
34X
2
Gauss-Seidel
( 1_3+0_§
% 2 2
-3+3 3
2 _ 2 _
kxl 2 4
fX; _3+73 5
) 2 4
k 2 8

(2 12

\-1 2 ){y) \-3)

Relajacion
( a2y2
X =(1-@) %, + ol A% ai fes _
&
2
- 0.1¢, +1.13+—2Xk-1
<
Al
X =(1- )%, + ww =
a2
_ 1
01, 411K
Relajacion
X, = —O.1><0+1.1¥ =1.65
X2 = —0.1x0+1.1F 05 _ 47495
X5 = 0.1x1.65+1.157 9742 _1 0766
—3+1.0766

x? = —0.1x(~0.7425) +1.1

—0.9836



Ejemplo completo (V)

00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Jacobi

0

1.5000
0.7500
1.1250
0.9375
1.0313
0.9844
1.0078
0.9961
1.0020

1.0005
0.9998
1.0001
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0
-1.5000
-0.7500
-1.1250
-0.9375
-1.0313
-0.9844
-1.0078
-0.9961
-1.0020

-1.0005

Gauss-Seidel Relajacion (w=1.1)

0

1.5000
1.1250
1.0313
1.0078
1.0020

0
-0.7500
-0.9375
-0.9844

0
1.6500
1.0766
1.0014

0
-0.7425
-0.9836
-1.0009

-0.9961 0.9994 -1.0003

-0.9990

0.9999

+1.0005 -0.9998  1.0000

1.0001
1.0000
1.0000

J0:9990730:99905 1.0000

1.0000

-0.9999
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000

-0.9998 1.0000 -1.0000

-1.0001
-0.9999
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000

-1.0000 1.0000 -1.0000



B
Ejemplo completo (V1) -1 2 )\ly) (-8

Método de Jacobi: lteraciones Método de Gauss-Seidel: lteraciones
0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T

N Evolucion del error
100 T T T T
Jacobi
: . —— G-Seidel
10" - Relajacion (w =1.1)

Método de Relajacidn (@ =1.1): lteraciones
0 T T T T T T T

error: |lell,

- - il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iteraciones




Anexo

e Demostraciones de los teoremas




Demo: Consistencia y convergencia

Ejemplo Consistencia y = A™b | Convergencia3limx, =y
X ., =2X —A'b|Si No
X, =X,/2—A"D | No Si

X ., =2X —A"D
{y =2y-A'b>y=A"D
X1 — Xy = 2(Xn _Xn—l) =2" (Xl_XO)

X1 = Xn/z_ A_lb
(y=y/2-A'b—y=—2A"D

Xni1 — X, :%(Xn _Xn—l) = (%)n (Xl _Xo)

.




Demo: Acotacion del radio espectral

p(A) <Al
VAeo(A):Ix=0/ Ax=ax = | Allx| = |AX] = |Al|x] =
= vieo(A):|Alz[ =] A= p(A)

ve> 03 A 1A <p(A)+e

Aobo b D 1
A b by
JU unitaria:U AU = : |. Definimos D = diag| 5° |, entonces
ﬂ]‘mm ln_l b:—l
A, oMt
/11 5b12 . 5n—2bln—1 5n—1bln

/12 5n—3b;—1 5n—2b; i
(UD) " A(UD) = ' : . Sielegimos 5: " [67b)|<e1<i<n-1

n j=i+l
ﬂ’ -1 bn—l

1

A, =|(u)* AuD)|, max@ﬂ z\rsb\j <p(A)+s [ voler |




Demo: Convergencia

limK" =[0] = Convergencia (<)

}y—xn =K(y—=%)=K"(y=%)

X, =KX ,+C
y=Ky+c
limy-x, _L'mK( X )=[0](y—%,)= [O]:>rl1|mx =y

|K]|| <1= Convergencia
Y =% =K"(y=%) =y =x[<[K[ [y - x|
lim[ly - x, | < lim[K["[ly =%, =[0]|y - x| =[0] = limx, = y

nN—oo n—oo n—oo

- Introduccion Convergencia = ||K| <1

(K‘l)n(y—x) (y—%)—>|y-x H °|| puesto que |K||HK H_1:>HK‘1H_ﬁ

ly =% 2 [K[" [y =% = limy = x| > lim[K]"[ly = x| = lim [K]" = 0= K]} <1

N—00 n—o0 n—o0

p(A)<le3||A|<1
Ve >03| Al
Al <1= p(A)<

(A)+e<1 _I




Demo: Acotacion del error

X, =KX, ,+C

ety on =K (y-n) = ly-n <K ly-x)

Seam>n—>X, —X =X, X EX ,-EX ., —X =

n+tl = “n

=(Xm _Xm—1)+(xm—1_xm—2)+(xm—2 _Xm—3)+'”(xn+1_xn)

”M_&wShm_%4WM%4_M4WMM4_&HWPWMM_M”
como %, =%, [ <[[K[" [, =

e B (L [N R [N A N

serie geométrica Zn:an T
k=1 1-r
m-1 n -1
I, — x| < I ZIKEIRE )y tomando timites
1|
. K|"
il -1y k-
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Demo: Matriz normal

B definida positiva < Vx:X'Bx>0AXx'Bx=0=x=0< V4 eo(B): 4, >0

n

VX Xt(AtA)X=(AX)t(AX)= Xx=>( )2 >0

i=1
= Aoy [ ]

>

(A+BCD) " =A"-A"'B(C™+DA'B)DA™"
(A+BCD)| A"~ A'B(C™+DA'B)DA™ |=1-B(C™ +DA"B)DA" +

+BCDA —BCDA'B (c—1 + DA‘lB) DA™
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Demo: Matriz normal

B definida positiva < Vx:X'Bx>0AXx'Bx=0=x=0< V4 €o(B): 4, >0

n

VX Xt(AtA)X=(AX)t(AX)= Xx=>( )2 >0

i=1
= Aoy [ ]

>

(A+BCD) " =A"-A"'B(C™+DA'B)DA™"
(A+BCD)| A"~ A'B(C™+DA'B)DA™ |=1-B(C™ +DA"B)DA" +

+BCDA —BCDA'B (c—1 + DA‘lB) DA™




ﬂj?ﬂlllwmnu

Demo: Matriz normal

B definida positiva < Vx:X'Bx>0AXx'Bx=0=x=0< V4 €o(B): 4, >0

n

VX Xt(AtA)X=(AX)t(AX)= Xx=>( )2 >0

i=1
= Aoy [ ]

>

(A+BCD) " =A"-A"'B(C™+DA'B)DA™"
(A+BCD)| A"~ A'B(C™+DA'B)DA™ |=1-B(C™ +DA"B)DA" +

+BCDA —BCDA'B (c—1 + DA‘lB) DA™




