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Sist. Lineales de Ecuaciones

6 Teoria+4 Practicas+2 Laboratorio
MATLAB
Conocimientos de Algebra: valores y

vectores propios, normas, sistemas
lineales, determinantes, ...



Motivacion: Circuito eléctrico

V. R2

——t
Ecpacion




e Distinguir las dos grandes familias de métodos de
resolucion de sistemas, origenes, ventajas e
inconvenientes

e Entender el significado del condicionamiento,
aprender a estimarlo.y conocer como afecta a los
diferentes métodos.

e Utilizar la eliminacion gausiana con sus diversas
mejoras, asi como familiarizarse con la termlnologla
eliminacion progresiva, sustitucion regresiva, pivote.

e Conocer el interés de los metodos de factorizacion en
el calculo de determinantes y matrices inversas.

e Saber qué condiciones debe cumplir un algoritmo
iterativo para ser consistente y convergente.

e Conocer la descomposicion matricial que origina los
métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion,
entendiendo las ventajas gue habitualmente tienen los
segundos sobre el primero.

e Interpretar el concepto de relajacion y su relacion con
el radio espectral.




Temario

Cuestiones previas de analisis matricial

Tipos de matrices particulares - Valores propios - Reduccion de operadores -
Cociente de Rayleigh- Normas vectoriales y matriciales - Normas matriciales
subordinadas - Clasificacion de métodos

Métodos directos

Introduccion - El método de eliminacién de Gauss — Técnicas de pivoteo:
parcial, escalado y total - Evaluacion del nUmero de operaciones -
Interpretacion matricial del método de Gauss - Método de Gauss-Jordan -
Factorizacion matricial: LU, LDL'y LL’ - Condicionamiento de un sistema lineal
- Cotas de error - Aplicaciones al calculo de la inversa y del determinante de
una matriz

Métodos iterativos

Introduccidn - Sucesiones vectoriales y matriciales - Convergencia de un
método iterativo - Velocidad media de convergencia - Test de parada -
Métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion - Analisis de la
convergencia - Comparacion de los metodos directos con los métodos
iterativos.




Definiciones elementales

Sea A un elemento perteneciente al espacio vectorial de las
matrices cuadradas cuadrada de orden n sobre el cuerpo de los

complejos: A e Mn
- Elp nomlo aracter {stico se define por
Pl 2 detA )

- Los autovalores de A son las raices del polinomio caracteristico
AMIx#0: Ax=Ax

- El espectro de A es el conjunto de autovalores
o(A) = {7%' /PA(;‘i): 0}

— Autovector x asociado al valor propio A es todo vector no nulo
verificando

(A—i])sz(—)Ax:/Ix
- Radio espectral Radio espectral de A, , es el maximo de sus

autovalores, odulo
p(A) = maxfx r

_ Traza es & suma de los términos de la diagonal
traza(A) =tr(A) = Zﬂ,l. = Zaf
Tmas;
- tr(AB)=tr(BA) tr(A+B)=tr(A)+tr(B)
- |AB|=|BA|=|A| |B]




Tipos especiales de matrices (1)

Diagonal
aq 0 0
0 a2 O
0 0 4
0 0 O0

Tridiagonal

i#j=al =0

i—j|>1=a/ =0

a

a

0

Triangular Inf. (Sup) Hexember Inf. (Sup.)

i<j=al =0

i—j>1=a/ =0

a
a

ds

ar
a;

ds




Tipos especiales de matrices (11)

Regular: |A| =0

Simétrica: A=AT Hermitica: A=A" con A’=conj(AT)
Ortogonal: A1=AT  Unitaria: AA=A’'A=l & A=A’
Normal: AAT=ATA

e Definida positiva (negativa):

Vx#0eR":x' Ax>0= VA ec(A): 4 >0
e Semidefinida positiva (negativa):

Vx#0eR" : x' Ax>0 VA eo(A): 4, >0
e Semidefinida negativa

Vi#0eR" 1 x' Ax<0 VA eo(A): 4 <0

e Definida negativa
Vx#0eR" :x' Ax<0= VA eo(A): 4, <0




Propiedades

e TMa Si A es una matriz cuadrada, existe una matriz
unitaria U tal que la matriz U-*AU es triangular

e TMa Si A es una matriz normal, existe una matriz
unitaria U tal que la matriz U-AU es diagonal

e TMa: Sj A es una matriz real, existen dos matrices
ortogonales U y V tal que la matriz U-*AV es diagonal

e TMa: Si A es una matriz simetrica, existe una matriz
ortogonal U tal que la matriz U-*AU es diagonal

e TMmade Rouché-Frobenius Dado el sistema Ax=b
e Solucion unica (Compatible determinado) <
rango(A)=rango(Ab)=NC° incog.
e Infinitas soluciones (Compatible indeterminado) <
rango(A)=rango(Ab)<N° incog
e Sin solucion unica (Incompatible) <
rango(A)<rango(Ab)



Normas vectoriales: definicion y ejemplos

Se denomina norma vectorial a toda aplicacion de un espacio
vectorial en los reales que cumple las condiciones siguientes:

I|:E—>R,

- Lanorma de cualquier vector es mayor o igual que cero y solo se anula
cuando el vector es el nulo

||x||20/\||x||:0<:>x:0

- Lanorma de un escalar por un vector es igual al valor absoluto del
escalar por la norma del vector

H?»xH = W HxH VAe KAVxeE
- Lanorma de la suma es menor o igual a la suma de las normas
Rl 1 LX) Yol 1 LX) \—/-‘,. e — E
JL'I‘)/: 'I‘HJ/H V ,_)/C
n
. . . p
Ejemplos en R"; X b P X;
i=1

n

=2 bl Il =

i=1

>l x|, = suplx,

i=1 1=1,..n




Normas vectoriales: Normas equivalentes

Dos normas HOHQ y HOHB son equivalentes cuando existen valores
reales Ay utales que

M, <Xl <ulxl, vxeE

Todas las normas vistas son equivalentes en R" , es mas

X < <nlxl. ol <IX, <Vnl], vxec
1 [ ]
o~{, < <Nl ol <l <)
- Ejemplo vl=Zn:|vl.|=45+27+11+l+39+26=l49
i=1

v =(45,-27,11,-1,39,26)1|v|, =

S| [f = 45" + 272 +10 +12 + 397 + 267 = 71.225
=1

V|, = sup|v,| = sup(45,27,11,1,39,26) = 45

i=1,..n i=1,..n

\

X <[x], <n|x|, —45<149<6x45
X[, =[x, < n|X|, —45<71.225 <6 x45

=Xl < X, < Vo |X], — 149 < 71.225 < /6 x 149

x| <|x[, <[]x|, — 45 <71.225 <149




Norma 1

n
el = 2.

i=1
x+y=1
—x+y=1
—x—-y=1
x—-y=1

=[xl+1y

x>0
x<0
x<0
x>0

y=>0
y=>0
y<0
y<0

Norma 2

I, =2

n

2

X;
i-1

_ /x24—y2

Normas vectoriales: significado geomeétrico

Norma o«
2.
1 ,,,,,,,,,,,,
(. T —_—,—
1--—-—-—t— e -
2. ‘
2 1 0 1 2

x| = sup|x,|=
=1,..n
= max ([, |])



Normas matriciales: definicion y ejemplos

Se denomina norma matricial a toda aplicacion del espacio vectorial de
las matrices de orden n en los reales que cumple las condiciones
siguientes:

:M, >R,

- Lanorma de cualquier matriz es mayor o igual que cero y solo se anula
cuando la matriz es la nula

[4]20A]4]=0< 4=(0)

- Lanorma de un escalar por una matriz es igual al valor absoluto del
escalar por la norma de la matriz

24| = ||-||4] VieKAVAeM,

- Lanorma de la suma es menor o igual a la suma de las normas
|4+ B|<|4]+]|B] VABeM,

- Lanorma del producto es menor o igual que el producto de las normas

|4-B<|4]-|B]  v4,BeM,

Ejemplo: Norma de Frobenius

4l =2 Jay

i=1 j=1

2




Normas matriciales subordinadas

Def.:Si |¥| es una norma vectorial sobre C" entonces se
define una norma matricial sobre el conjunto de las
matrices cuadradas de orden n, denominada norma
subordinada, mediante

HAH SupH XH

xek HXH xek

Ejemplos:
o 4], =sup ||4-x], = max Z‘ (méaximo de columnas)
[ ||1 ==

o 4|, —S”U|| |4, —\/,0 A-4 ) (radio espectral de la normal)

o|4| =sup [|4-x| =max

L tisn

Z‘af‘ (maximo de filas)

Nota: las normas matriciales no verifican ||A||oo . ||A||2 = ||A||1
(ver ejemplo siguiente)



3 2)
N S _ A=
Normas 1: ejemplo -1

4
3 2)(x 3x—-2y
-1 4)\y —x+4y
=sup (|3x—2y|+|—x+4y|)ﬁsup (2|x—y|+|x|+|—x+y|+3|y|):

l+{y=L x|y

=2+0+1+3=6
|A, = max Z|af| = max({3+ -1} {]-2|+ |4|}) =max(4,6)=6

I, =sup_[A-x], =sup

X, = I, =

=sup
Il =

1

1




A=(3 _2)

Normas 2: ejemplo R N |
||A||2=sup||A-x||2:sup 3 -2 . c?sa _sup 3cosa—25|_na _
Ix],=1 « \-1 4 )\sina )|, « |\-Cosa+4sina ),

= Sup\/(3COSa— 2sin a)2 +(—cosa +4sin a)2 =

= sup~/10+10sin? & — 20sin & cos & =sup/10+10sin? & —10sin 2 =

=5.1167

B

|, = p(4-4") =+/26.1803 =5.1

1<j<n

. (13 —11j
A-A =
~11 17
P (A4-4")=x"-30x+100
o(A4-4")={3.8197,26.1803)

v ]
T




a3 2

Normas infinito: ejemplo -1 4

3 -2)(x 3x—2y
-1 4 )\, —x+4y
= sup (|3x—2y|,|—x+4y|)£ sup (5,5)=5

max x| y[}=1 max fx [}=1

Al =sup -], =sup

[l =t [l =t

= sup
[x]..=

o0

A, =max Zl‘a" = max ({3+|-2]},{|-1+/4|}) = max(5,5) =5
<

i
4t

k13

i 4], =sup |-, =max >Ja/[=6
T N Ml e, = o (4 47) =5 1167
At i . : i Xl =

2} \ |4, =sup ||4-x|, =max n ‘aij‘ZS
st ; \ | \ .- A

4} : ; . : E

||||||||||
----------------




Clasificacion de los métodos

e Meétodos directos

- Convierten el sistema inicial en otro u otros
equivalentes, pero mas simples de resolver

- Operaciones de equivalencia
e Multiplicar una ecuacion por un escalar
e Intercambiar el orden de dos ecuaciones
e Sumar una ecuacion a otra
— Obtienen la solucién “exacta” en un namero finito
de pasos (dependen so6lo del orden del sistema)
e Metodos iterativos

- Transforman el sistema inicial para poder aplicar
punto fijo

- El' nimero de pasos para obtener la solucion
“aproximada” depende del error admisible




Representacion matricial

1 2 3 4 N _
ax,+a;x,+a;x,+a,x,+--a'x, =b
1 2 3 4 n..
1 2 3 4 n.o_ - -
AxX, + A3 X, + Ay Xy + A3 X, +---azx, =b, ¢ Slstema de Ecuaciones

1 2 3 4 no.
ax ‘tax,+ax,+ax,+--ax =b

n nJ
1 2 3
a a a - a |[Xx b,
1 2 3 n
a a, a, - 4, || X b,
—>la a? & - 4| x |=|b Representacion Matricial
1 2 n
an an an al’l xn b}’l
1 2 3
a a a a, b,
1 2 3 n
a, d, d, a, b,
1 2 3 n - .
—>\a; a; a; - a;|b, Matriz Ampliada
1 2 3 n
a an an an bn




Sistemas “mas simples”: Diagonales y

triangulares
ag 0 0 - 0)\(x
0 a2 0 - 0]x
0 0 gqa 0 || x;
0 0 O a, )\ x,
a 0 0 0\ x
a a 0 0 || x,
a a: a 0 || x5
a a a a )\ x,
@ oatoat g
0 ay, a, a,
0 - 0 a7 a,
0 0 0 a

—> <

b
d
b_2
;_2 e QOperaciones: n+
by
b
3 (b, ~abx,) e Operaciones:
a_ls(bs_aéxl a;xz) ° n=
’ e 24n(n-1)x
e n(n-1)+

—> 9

e Inferior; descenso

x, ==b, e Superior: remonte
Xp1 = ﬁ(bn—l Cl: 1%y )
Xn-2 = al—g (bn—Z az_g'xn 1 aZ—Z'xn)



Método de Cramer

1
a

1
a,

1
as

a12 a13 a |[ % b
a22 ag a; || X b, | A |
a; a,j ceoag || X | = b, (_)szb_)xk_ﬁ
: B : \09
a, a a, \x,) \b, 600
(O
all af af al" a; all af af @ _
1 2 3 k n 1 2 3 i Qb Y
a, a, d4a, a, a, a, a, a %% . a,
¢ & @ od o d Weld § el b g
12 .3 k n .20(03 ' 'n
dy 4y a, a, a, %\ aké bn a,
7 . 06 \Q
Calculo del determinante (% + > 4
O n;"b a, a,
2 3
A= a4 =g d) ™ +ady ™+ ! [%25—1 |G
o . :
¥ 9 a: d

. &L
Operaciones @& &

n+1 determinaﬁ}\?s

oy

%Q,grden n con n cocientes

- Cadauno g@%rae eterminantes de orden n-1 junto con (n-1) sumas y n productos

Total N

Productos: (n+1)!
Sumas n!



Método de Gauss

El sistema equivalente es triangular superior

Opera para anular los coeficientes por debajo de la diagonal
Anular el elemento de la fila j-esima bajo la primera diagonal

1
a,
1
a,
1
as

a.

3 n
a  a - a'|b
2 3 n
a, a, - ay|b,

2 3 n
dz; 4z -+ 4y b,

2 3

a; a; a bj
2 3 n

an an cee an bn

e Operaciones: 1 cociente, n productos y n sumas para (n-1) filas

¢
m = -1
a; =
Ji ji+mx1?

a

1

n

2
an

n
a}'l

Anular el elemento de la fila j-esima bajo la diagonal i-esima

1

4

i-1 i
a, a,
i-1 i
a,_, 4y
0 a

i
O ai+1

i
0 a I

i
0 a,

e Operaciones:

n
a,

n
an

1

4

o O

0

i-1
a,
i1
a4
0
0

0

i

an

1 cociente, n-i productos y n-i sumas para (n-i-1) filas

i+1

TS Y




Operaciones

e Convertir el sistema en triangular

i=1 j=i+l i=1 i=1

X iZ(ﬂ—ZFEH i) = nZzz_ 23(2” 1) 2n3—2n2+n

i=1 j=i+l i=1 i=

e Resolucion de un sistema triangular
= n

2
n —n

2n* —3n*+n n*-n n*-n n
+,% + = =0| —
3 3

e Un sistema de orden 9 requiere 240 productos
e Un sistema de orden 100 requiere 333.300 productos




Ejemplo del método de Gauss
2 4 1 -4]-15) [ = ]
-1 1 -3 -5/-10 22112
— r =
1 3 2 2|1 32112

2 5 2 -4-22) |4-21

2 4 1 —4]-15 2 4 1 —4]-15
_)o 3 -5 7|-% __)03—3 —7|-=
0 -1 & —4-2| |00 § -%
0 9 3 -g-37) \00 3 133

- (—15—(4ux, +1x, — 4x, )y
2 4 1 -4]-15
0 3 -3 -7|-% x2=(‘3—25‘(‘%x3‘7x4)y
Zlo o0 & _n|_sm|T) 3
: 52: 52;> x_(_%_(_%)%)) _
00 0 s 3 5
X, =2




Justificacion

Se denomina pivote al término de la diagonal que anula las columnas

Debido a los errores inherentes a la representacion limitada de un
namero en el ordenador, es conveniente no dividir por nimeros
"pequefios"”. Interesa que el pivote sea (en valor absoluto) muy alto
para disminuir la propagacion de errores en la division.

Ejemplo:
{O .003x, +59.14x, =59.17 {xl =10

5.291x, —6.13x, =46.78 | x, =1

Resolucién con 4 cifras decimales

Ax=b—>{ 529;—17636 1764} (

0 -104300 |-104400

e\ T\ e\ T TN

0.003 59.14 } 59.17 j

0.003x, =59.17 ~59.2 — x, = —10
x, ~1.001 - 59.14x1.001 ~ 59.2

Resolucién con 4 cifras decimales e intercambio de filas

5291 —6.131]46.78 —0.003
—>m=
0.003 59.14 |59.17

5291 ~6.13146.78) [ 5291y, =46.78+6.13 > x =10
0 59.1459.14) ~ |x, ~1.000 > —6.13x1.000 ~ —6'13

~—5.670 -10'4} -




Algoritmo de Gauss y modificaciones

ENTRADA: Matriz ampliada A
SALIDA: Solucion x, 0 mensaje de indeterminacion
ALGORITMO

1. Repetir para todas las filas {Proceso de triangularizaciéon}
2 Encontrar el pivote y su fila
3. Si el pivote es nulo PARAR 'No existe solucion unica’
4 Si la fila/columna actual no es la del pivote, intercambiarlas
5 Repetir desde la fila actual hasta la ultima

6 Calcular el coeficiente m

7. Anular el elemento combinando ambas filas

8. Resolver el sistema triangular resultante (Sustitucion regresiva)




Técnicas de pivoteo (I)

Pivote simple: I:l B
Se intercambian filas para |v2 1 3 > -5 -3 6
%

tomar como pivote el mayor
término en valor absoluto de la
columna bajo la diagonal

Pivote doble: _l

Se intercambian filas y
columnas para tomar como
pivote el mayor término en
valor absoluto de la
submatriz

Se altera el orden de las
soluciones) U
Pivote escalado: _l

Acttia como el pivote simple 2 1 3
pero tomando como térmi

de comparacion el valor -5 -3 6
ponderado de la columna, 3 3 1
esto es, dividido entre el N
maximo de la fila




Técnicas de pivoteo: justificacion practica

(resolucion con 4 cifras)

Sistema: (0.003x, +59.14x, =59.17)x10*
5.291x, —6.130x, = 46.78

. | ( 30 591400}591700) {—> x, =-10
Pivote simple —>

5.291 -6.13 | 46.78 x, ~1.001
p=—0 ___5073-10°
Pivote escalado max (30,591400) L= 10
3 s
b 5L g6 x, ~1.000
* max(5.291,6.13)

(resolucidn con 4 cifras)

Sistema: {3)61 + 7x2 = 37 N {xl = 10

. . 3 7137 3 7 37 — x, =9.997
Pivote simple N {m — _0_3333} BN N
1 5|15 0 2.667 |2.67 x, ~1.001

7 3137 = 07108 o 3 ] 87 | [ox =100
. m = —VU.
Pivote doble | 5 4 |15 0 -1.143|-11.43 %, ~10.00




Matriz singular
e Sistema compatible indeterminado o
iIncompatible = No hay solucion uUnica

e rango(A)<NP° incognitas
e El pivote se anula

1 1 0 314y ( = ) (1 1 0 3
> 1 -1 11| |2-@»| |0 -1 -1 -5
3 -1 -1 23| )-@n( o 4 -1 -7
1 2 3 -1|4) |s(ne] lo 3 3 15
[ =) 1 1 0 3| 4
] = [, |01 57
222 [ |0 o 3 13| 13
(32 o 0 0 0|13




Ejemplo: Gauss sin pivote)

2 4 1 -4]-15) [ = 2 4 1 -4]-15
-1 1 -3 -5]-10 28112 0 3 -25 —7/-175
-1 -3 2 -2/-1 3e--l1a 0 -1 25 -4/-85
-2 5 2 -4}-22) |(4-21*) (0 9 3 -8/-37

- 2 4 1 -4 | -15
- 0 3 25 -7 |-175
T13-=22a |0 0 1667 —6.333-14.33
2-22¢) (0 0 105 13 |155
[ = 2 4 1 -4 | -15
- 0 3 25 -7 |-175
=y .=
. 0 0 1.667 —6.333-14.33
g-253 |0 0 0 52891058

(x, = %(-15—4x, -1, +4x,)  [x=0.99
x, = %(-17.5-2.5x, - 7x,) x, =—1.997

=4 =—
Xy = X ee7 (—14.33 + 6.333x4) x, =—0.9958

_ 1053 _
Xy =77 /52.89 (X, =2




Ejemplo: Gauss pivote simple (4 decimales)

2 4 1 -4]-15 = 2 4 1 -4|-15
-1 1 -3 -5-10 28 —-118 0 3 -25 -7/-175

= 1 > —>
-1 -3 2 -2|-1 3118 0 -1 25 -4/-85

2 5 2 -4-22) |4#-211] (0 9 3 -8-37

2 4 1 -4|-15 _ 2 4 1 4 | -15
» |0 9 3 -8 -37 = 09 3 -8 | -37
pa— — L=
# |0 -1 25 -4/-85 3120 0 0 2.833 -4.889|-12.61
0 3 -25 -7|-175 (42222 0 0 -35 -4.334/-5.170
2 4 1 4 | -15 [ = ) 2 4 1 4 | -15 "
» |0 9 3 -8 | -37 = 09 3 -8 | -37
— — r=
“Z7 |0 0 -35 -4.889/-1261 = 0 0 -35 -4.334/-5.170
0 0 2833 -4.889|-12.61) |42—28833] 0 0 0 -8397|-16.79,

(x, =%(-15—-4x, -1, +4x,) [x=1
x, = %(-37—-3x, +8x,) :><x2:—2
Xy = ¥35(-5.17 +-4.334x, ) x, = —0.9994

_ ~16.79 —
(Xa = Y 8307 Xa =




Ejemplo: Gauss pivote doble (4 decimales)

2 4 1 -4-15 5 -2 2 -4]-22
-1 1 -3 -5[-10 Fros 11 -1 -3 -5/-10
-1 3 2 -2|-1 rad] 713 1 2 -2|-1
2 5 2 -4]-22 4 2 1 -4/-15
[ =) 5 4 2 @ -2]-22
22112 6 | Fzox |0 44 32 -22/-142
=2 '
321 ~142 | #3407\ 0 42 -34 -06|-5.6
(42-417 ] 0 08 06 36|-26
[ = 22
= 2|-14.2
—
3422 7.95
42922 5.182
[ = 5 -4 2 -2 | -22
= 0 44 32 22142
= 9 >
= 2480710 0 —6.454 1.5 |7.95
42112 33 0 0 0  3.725/3.726
(x, = %(—22+4x, — 2x, + 2x,) x =1
_Ju= ¥,4(-14.2-3.2x,+2.2x,) _Jxw=-2
x3 = }/_6.454(7.95—1.5)61) x3 = _0.9994
x, = 3726 X, =
LM 3.725 &2




Ejemplo: Gauss pivote escalado

% s _ Y
2 4 1 _4-15) | = 2 4 1 -4|-15
1 1 -3 -5/-10 ; <2a+0.5><la> 0 3 -25 -7|-175
—5) a a —>
1 -3 2 9|1 32 +0.5x1 0 -1 25 -4/-85
2 5 2 -4-22 | 441x22 ) (0 9 3 -8/ -37
%~0.4286 2 4 1 -4-15 = ) 2 4 1 4 | -15
0Bl 9 3 —8|l-37 - 09 3 -8 |-37
%L = P =
o 0 -1 & -—4|-u 32-=23[ 7|0 0 2.833 -4.889-12.61
0 3 -5 —7|-] |4-322) (0 0 35 -4.334|-517
2 4 1 —4 | -15 [ = 2 4 1 —4 | -15
wereel o9 3 -8 | 37 o= o9 8 8 |-
¥ 710 0 35 -4.334|-517 = 0 0 2833 -4.889|-12.61
0 0 2833 -4.889-1261) |42-28222) (0 0 0 -8397|-16.79

(x, =%(-15-4x, -1, +4x,) [x=1
x, = ¥%(—37—3x, +8x,) :><x2=—2
Xy = Yyoas(~12.61+4.889x,) | x, =—-0.9994

_ ~16.79 —
(Xs = Y 6307 (Xa =




Método de Gauss-Jordan

e El sistema equivalente es diagonal

e Opera para anular los coeficientes por encima y por debajo de la diagonal
- Anular el elemento de la fila j-esima bajo la diagonal i-esima

1 i n 1 i
a - 0 a - al|b a - 0 gq a'| b
i-1 i n i-1 i n

o - iy Gy " Gy by 0o - iy 4y " Gy by

0 - 0 da - da'l|b al 0 - 0 d - da'l|b
. m=—-——-r- .
1 n 1 l n

O cee O ai+1 cee ai+1 bi+1 j— ai j— O oo O ai+1 e ai+1 1

. . . . | e Aamxi .
1 -—n 7

0 0 a4 a;|b; 0 0 O a;|b,
i n i n

0 - 0 d - da'|b, 0 - 0 d - a'lb

e Operaciones: 1 cociente, n-i productos y n-i sumas para (n-1) filas
e Total de operaciones

+ Z Z 14p==""""
i=1 j=i+l 2
n-1 n-1 _ 2 3 2
‘4 (n—i)zn(n 1) _n 2n° +n
i-1 j=i 2 2

e Un sistema de 9(100) ecuaciones requiere 288 (490.000)productos




Ejemplo: Gauss-Jordan

2 4 1 -4|-15 [ = ) 2 4 1 -4]-15
-1 1 -3 -5/-10 22 112 0 3 -3 -7]-175
= < > —>
-1 -3 2 2|41 3118 0 -1 % -4/-85
2 5 2 -4-22 42— 213 0 9 3 -8/-37

(12420 2 0 4.333 5.3318.333
= 0 3 -25 -7 |-175
— >
322 0 0 1.667 -6.333|-14.33
(42-32¢ |0 O 105 13 | 155
(1243232} (2 0 0  21.79|4557
:Nza—l—.g—;sa&_) 03 0 165 | -39
= 0 0 1.667 -6.333-14.33
42-153 |0 0 0O 5289|1058
(1a-24n8g42) (2. 0 0 0 |1.98 (x,=0.99
_ | 2-gs4 |03 0 0 |-599|  |x,=-1997
38— e 0 0 1667 0 |-1.67 x, =-1.002
. = | (0 0 0 52891058) |x,=




Intrepretacion matricial de Gauss sin pivoteo

1 0 0 0 , , . ;
1 1
A a a a - a a a a - a
5 1 0 ... 0
011 1 2 3 . n O —2 —3 . —n
a, 4, da, d, a, a, d,
40 1 o ollat &2 & - al=lo @ @ ... g & LA=U
a d; dz dj ds | = d; d, ds =Uy
1 2 3 n —2 —3 —n
ﬁ 00 ... 1|\% @ a - a 0 a a - a
@
1 O O O 2 3 n 1 2 3 n
a a 4 a, a a4 a a,
o 1 0 - 0 0 @2 7° —n 0 @2 a° —n
0 2 0 a, da, a, a da, a,
—= 1 ... —2 =3 —n | _ ~3 ~n _
a§ O a3 a3 e a3 - O 0 a3 M a3 H L2U1 —_— U2
1 —2 —3 —n ~3 ~n
0 == 0 11\0 a a; a 0 0 a a
az

Ln—an—Z " 'LleA = Un

e TMa: Las matrices verifican L, verifican (L,)*=2I-L, _l




Factorizacion

Tma: El producto de matrices triangulares inferiores I:l
(superiores) es una matriz triangular inferior (superior)

Tma: La inversa de una matriz triangular inferior _l
(superior) es una matriz triangular inferior (superior)

L L L LA=U —->LA=U—>A=L"U=LU
Doodlittle (Matrices regulares): A=LxU

- L es triangular inferior con diagonal unitaria L b
B . I . . y —_
U es triangular superior L. U x=h=
Ux=y
Crout (Matrices simétricas): A=LxDxLT )
- L es triangular inferior con diagonal unitaria L- Y= b

- D esdiagonal L-D-L"-x=b=>{D-z=y
\LT X=1z
Choleski (Matrices definidas positivas): A=Lx LT

- L es triangular inferior con diagonal de términos positivos

No necesariamente unitarios . L- y= b
L-L -x=b=

L' - x=y




Interpretacion matricial del intercambio de
filas y columnas

e 010 - 0
10 - 0 G :
— - Intercambio N 2 =
[ = 0 O 1 O Filal Columnales?2 ,Ml - O 0 1 0
L 1 0O 0O 1
g}
2
a, ag’
q 2 :
pth & G
Mid=|a; & q “
1 2 3 f
a]_ al al al :
1 2 3 ]
a, 4d, a, % .
A= d; d; dj “ n
: : ;
n
1 2 8 . ;
a, a, a, o |
a,;
n
an

Propiedades: M /M, =




Factorizacion de Doodlittle: (LxU)Xx=Mb

Factorizacion directa

1 2 n
a a a, 1
1 2 n 1
a, a, a, _ L
1 2 n 1
1 2
U U
1 12
I Lu, +u,
1 1 2
_ Lu Lu, + 1l u
1
ll 1 Zlk n + ZZ
nul nuk nu
k=1

Ejemplo (4 cifras)

0

>

o 1)

lo 2wz

nzllkl

9( ] B o ot

37
15

37

67

—>y=

—x=

7

37
2'67]
9'997
1'001]



Factorizacion de Crout: (LxDxLT)Mx=Mb

Factorizacion directa

1 2 n
al a]_ oo al
2 2 n
al az oo az
n n n
a]_ az e oo an
1 171
dl dllZ
2
1 1 2
(5) d+d;

Ejemplo (4 cifras) (3 g(lo):(

L 1 -0

R 1
dy1ls
'L +d2

S (B) df +d?

2
k=1

1

d
0

dyl,
Ldilk +dI?

2
D Ldly +dily
k=1

n—1

k=1

37 3 7 1
- ~
75 7 5 2'333

( 1
2'333
3 0
4 Z=
0 -11'33

1 21333)
L(o 1 }x‘(

0'999

37

0y _(37) . _
1) 75) 7Y T s

0

S (1) df vd!

|

1

0

A

1

0

3 0

0 -11'33

37 12'33
—z=
-11'32 0'9991

12'33]
—>X
1

~(9'999
~{0'9991

ll
12

ey



Factorizacion de Choleski: (LxLT)x=b

Factorizlacicz'm direg;a

aq a - a L o - o0\(L L - [
a12 a22 ceoay | L 122 e 0 . 0 122 15 ~
a, a, a, [ I? ")\0 O I
(&) & A
(B) +(2) B BRI
2 2 2 2
- S - e | [
k=1 k=1
n-1 2 2
S (1)

1 130\ 1)7 3) 7| —0'3779 3586 3'586
(( 2'646 69 26'08
1 1 'y: _)y: 1
_0'3779 3'586 3 3'586

2'646 —0'3779] [26'08} [10
X = —>Xx=

Ejemplo (4 cifras) ( 7 —](10}2(69j (2'646 )(2'646 —0'3779}

3'586 3'586 1




Operaciones

______[sumas _______|Productos | Cocientes

Cramer

Gauss

G-Jordan

Doolitle

Crout

Choleski

O(n!)

O(n+11)

O(n)



Ejemplo de condicionamiento

A-x=b Sistema inicial: Ax=Db
10 7 8 7)\(x) (32 1) Sistema “equivalente”: Cx'=d
7 5 6 b5i«x 23 1  w=x'? 2

8 6 10 9 x§:33|_>1 T LA

7 5 9 10)lx, ) (31 1
A-(x+6x)=(b+5D)

10 7 8 7)\(x+0x) (321 9.2

75 6 5| x+ox| |229] |-126

8 6 10 9 || x;+0x, 33'1 4.5

7 5 9 10)\x,+5x,) (300 11
(A+S8A)-(x+8x)=b

10 7 81 72)\x+5x) (32) (-8l

708 504 6 5 | x40y | |23| |137

8 508 98 9 | x+0x | 33| |-34

6'99 499 9 9'98 ) x, +0x, 31 22




Acotacion

A x=

A-(x+0x)=(b+06b) > A-ox=0b -

- A ] > Jo] L
x=A" b < |A ol A

5] < X‘SH A‘l\\' |
Sb )
0 <) oo
A
[A-1a] el I ]
1 o] _Joo a( A)_M
cond (A) |b] ~ | 2]

(A+84)-(x+6x)=(b+5b) >

—

joa | <1

o] -|47] 21

cond (A)

o] _

||x|| . 1—cond(A)(|

|ox]

|~

4]
|4

i

o8] , [o4]

o

4] )

<lll(a+5°

wa+

o]

4]

|5A||j



Propiedades

Para cualquier matriz regular A y una norma subordinada cualquiera se
verifica:

e Cond()=1
1] sup” x| _,

° Cond(A)>1
I=4-4" o|l|=]4-4|<|4]-|4%|=x(4)
e Cond(Al) =cond(A)
A) =[] | 47] =474 = x(47)

- e Cond(aA) = cond(A)
x(ad)=lad||aa™|=|al-|4]- 2|47 =x(4)
Al
|[4-B

Elx/”x”—l'B x—O—)(A—B)x A- x—>||A—B||-||x||2||A-x||
o A7 2l 2 o} = =Bl ol 2 g = () =7 ] >

s i

e SiB singular cond()




Ejemplo: cota con variacion de b

10 7 8 7 25 -41 10 -6
75 6 5 . |-41 68 -17 10
A= A =
8 6 10 9 10 -17 5 -3
75 9 10 -6 10 -3 2
32 01 1 8'2
23 —0'1 1 —-13'6
b= ob = X = ox =
33 0,1 1 3'5
31 —0'1 1 -2'1
A A k() b oo w2 s 1
5] ]
#,| 33 136 4483 119 04 lal 4 274 6.85
#,| 30.3 98.6 2984 60.0 0.2 9.94 2 164 8.20
# | 33 136 4488 33 0.1 s 8 1 13.6 13.6




Ejemplo: cota con variacion de A

0 0 0.1 0.2 1242.5 -1974.2 533.8 -388.7
0.08 0.04 0 0 -2063.3 3279.1 -887.0 645.6

SA = (A+6A)" =
0 -002 -011 0 5333 8480 230.2 -167.5

-0.01 -001 0 -0.02 -319.5 5079 -137.9 100.6

4 4 4 o]

c(A) AT SA (A+SA)" |(A+oA)|lsA] x ox ("

X

{ | 4488 136 022  6609.1 1454 4 274 685
|, | 2984 986 0231 48543 11205 2 164 820
{ | 4488 136 03 6875 2062.5 1 136 136
Nota :||5A||- ”A‘1H >1= No es aplicable 5] < cond(4) |54]

e P ] A




Interpretacion geomeétrica

Sistema bien condicionado Sistema mal condicionado

\\ \2\/1"Ecuaciljn //
N
N
S,
~ Vi
............................ W
Y
— = Waieemr == 7
P
........................... S
s

: N
Margen He errar

I >N
.




Calculo del determinante de una matriz

A partir de los resultados de la factorizacion de la matriz
e Doodlittle

A=M-L-U=[A/=M[L|-U|= (1) 2= 2] [w
e Crout i=1

A=L-D-U" = |A=|L|-|D-|L"| =1-|D]-1=] [ 4
e Choleski -

A=L-L" = A =[] =[Lf =ﬁ(;)2

1=




Aplicaciones: Calculo de la inversa

2 4 1 41 0 0 0) [ =412
-1 1 -3 501 00 28118
= b=
-1 -3 2 200 0 1 0| |3
-2 5 2 -40 0 0 1) |4-21%
1 2 1 24 0 0 0) (12-228 12 1 =2
0 3 -5 72100 =108 L3 -5 7
Tlo -1 s 4t 001 0] |3z D103 4
2 2 3 2 2
09 3 81 00 1) |4-322 19 3 -8
13 8 |1 -2 a_137a) =
1 0% 8|1 2 0 0) [12-23 12 3 o8
01 £ Z|t L 0 0| [|2a—23 R U
6 3|6 3 2 6 3 6 3
- 00 5 92 1 1 0 =) :§3a $:> 2 i 5 19
3 3 |3 3 5 3 3 3 3
21 -1 a_ 637a - 21
0 0 2 13)2 -3 0 1) |42-83 2 3 2 13)
109 | =7 -1 -13 (1a_ 109 pa ) = = =
100 Flg % © O 154 = = =
=11 | 1 1 1 a__ =55 »pa =
N 010 2 |2 2 2 0 :><2 5294 % % % %
0 0 1 -2 1 30 3a_-384a 2 1 3 -19
5|5 5 5 529 i 5 5 I
529 |47 51 63 — 10 »pa -47 51 63 529
000 10 |10 10 10 1 L 5294 J 0 10 o 10
218 26 -1  -109 _ _ _ _
100 O w5 w5 % GE e ms
6 16 82 55 6 -16 -82 55
N 0100 520 529 529 529 529 529 520 529
33 88 18 38 33 -88 78 38
0010 520 529 529 529 529 529 529 529
47 51 63 10 47 51 63 10
0 001 520 529 529 529 529 529 529 529




Anexo

e Demostraciones
e Algoritmos




Demo: Normas equivalentes

x=(x1,x2,x3,---xn_1,xn)

n
*[xll <[l < alll. = sup x| < X[ [ < nsuplx]
i=1,..n i=1 i=1,..n

2
ik stx/;

n
ool <[, <Vl > sup x| =, < x, 3
=1.. i=1

xS

1 1
o=l <[, <l > =l <l <[, <Vl <V,

n n
ol <l <l = I, <l = [2obs " < sl =l
i= i=




Demo: Normas matriciales subordinadas

e Def.:Si x| es una norma vectorial sobre Cn entonces se
define una norma matricial sobre el conjunto de las
matrices de orden n, denominada norma subordinada,
mediante

Ejemplos:
Al = A-xl| =
° . S||lj||?=1 ” X ”1 n;]sa})s(n

o 4], = SHU”F’_l |4-x], = \/,O(A'A*) (radio espectral de la normal)

> la/| (méximo de columnas)
i=1

o|l4| =sup |4-x| =max

ML

> |a/| (méximo de filas)
j=1




MATLAB para Gauss con pivote simple

1. [n,m]=size(A);if m~=n+1;error(‘falla matriz ampliada’);end

2. fori=l:n

3 [p.j]=max(abs( A(i:n,i)) );j=j+i-1;

4. if p==0; error(‘sistema indeterminado o incompatible’);end
5. if j~=1; p=A(j,i:n); A(j,i:zn)=A(,i:n); A(i,i:-n)=p;end

6 for j=i+1:n; m=-A(j,)/A(i,i); A(j,i:n)=A(,i:n)+m*A(i,i:n); end
7. end

8.  x(n)=A(n,n+1)/A(n,n)

9. fori=n-1,1,-1; x(i)=(a(i,n+1)-a(i,i+1:n)*x(I1+1:n))/a(i,i);end

o OPERACIONES

B A
+ 2n° —5n° + 3n
DI ICE BEAEL S S G

i=l j=i+l 2 6
221— 1) n n2+n
i=l j=i+l 2




MATLAB para Gauss con pivote doble

1
2
3
4
5.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

[n,m]=size(A);if m~=n+1;error(‘falla matriz ampliada’);end
orden=1:n;
for i=1:n % Triangularizacion
[p,j]=max(abs( A(i:n,i:n)) );j=j+i-1; % Pivote y posicion
[p.k]=max(p);j=i(k);k=k+i-1;
If p==0; error(‘sistema indeterminado o incompatible’);end
if j~=i; p=A(,i:n); A(j,i:n)=A(i,i:n); A(i,i:n)=p;end % Intercambio de filas
if k~=i;
p=A(i:n,k); A(i:n,K)=A(i:n,i); A(i:n,i)=p;
p=orden(k); orden(k)=orden(i);orden(i)=p;
end
for j=i+1:n; m=-A(},1)/A(1,i); A(j,i:n)=A(j,i:n)+m*A(i,i:n); end
end
x(n)=A(n,n+1)/A(n,n); % Resolucion del sistema triangular
fori=n-1,1,-1; x(i)=(a(i,n+1)-a(i,i+1:n)*x(I+1:n))/a(i,i);end;
x=x(orden); % Ordenacion de los resultados



MATLAB para Gauss con pivote escalado

1. [n,m]=size(A);if m~=n+1;error(‘falla matriz ampliada’);end

2. fori=1:n % Triangularizacion

3. escala=max(abs( A(i:n,i:n)’) ); ; % Pivote y posicion

4. if any(escala); error(‘sistema indeterminado o incompatible’);end

5. [p,j]=max(abs( A(i:n,i)./escala’) );j=j+i-1;

6. if j~=i; p=A(,i:n); A(j,i:n)=A(i,i:n); A(i,i:zn)=p;end % Intercambio de filas
7. for j=i+1:n; m=-A(,1)/A(i,i); A(j,i:n)=A(j,i:n)+m*A(i,i:n); end

8. end

9. x(n)=A(n,n+1)/A(n,n); % Resolucion del sistema triangular

10. fori=n-1,1,-1; x(i)=(a(i,n+1)-a(i,i+1:n)*x(1+1:n))/a(i,i);end




Factorizacion: Demostraciones |

1
0
L =0
0
0
L (20-L,)=

[

o O O -

21— L, =

O O .-

o O o -




Demostracion de inversa de L

1
0
L =|0
0
0
L(2I-L1,)=

o O

= O

0
0
0| 27-1, =
0
1
0 0
0 0
1 0
k k 1

Olpiq —Ogyg

n n
Oy =0y O

- O O

k
2]

n
0 ak+l

[HEN




N A Factorizacion: Demostraciones 11

e Tma: El producto de matrices triangulares inferiores
(superiores) es una matriz triangular inferior (superior)

C=A4-B con A,B triang. inf.(Vi<jZa,-j =b,-j)

Vi<j:c —Zakbj Zakb’+ Z a'b] =

k=i+1

—Za O+ZO .h/ =0= C triang. inf. |:|

k=i+1

e Tma: | ainversa de una matriz triangular inferior (superior) es
una matriz triangular inferior (superior)

- Demostracion por induccion: se verifica para 1, supuesto que se verifica
para n hay que demostrarlo para n+1

A, 0)(B, d" (4, O
An+1 ) Bn+1 = 1 n+1 1 n+l -
Cn+1 n+1 d bn+1 O 1

SA, A 0-5" =0:>d1”+1 =0

B 0
—B, ., = Ldln b””j = B,,; triang. inferior |:|
n+l

n+l




Propiedades de la matriz de intercambio

1o 0 T o) (I 0 0
0 - 01
O - 0 - 1 -0 01 0 I, 0 O
M/=|: - : - - =0 i i i i 01]=0 B 0
0 1 0 0 0O -1 0 0 O I,
: 1 0 - 0
0 0 0 1) (0 0 L,
0 O 1
B=|0 I, 0
' i 10 0
e Simetria ((Ll)T 0 0 W
(M/)' =] o B 0
T
Lo o (1))
e Ortogonalidad l,-1,+0-0+0-0 ,-0+0-B+0-0 /_,-0+0-0+0-7,_,
MM = 0-0+B-B+0-0 0-0+B-0+0-7,_,
0-0+0-0+17,_ -1,
0-0+0-0+1-1 0-0+0-7,,,+1.0 0-1+0-0+1-0
B-B= 0-0+7,,,-1,,,+0-0 0-1+/,,,-0+0-0|=1, ,,
1.1+0-0+0-0




Algoritmo de Factorizacion LU

ENTRADA: Matriz Ay vector b
SALIDA: Solucion x, o mensaje de indeterminacion _l
ALGORITMO

Repetir para i desde 1 hasta n (Proceso de factorizacion).
Repetir para j desde 1 hasta i- 1
Calcular 7/ { Zlkuk }/
Hacer ' =1
Calcular 4 =aq, —Zl"
Repetir para | desde i+1 hasta n
Calcular «' =a/ =) Ifu]
Repetir para i desde 1 hglsta n repe]fiz} (Resolucion sistema T.S.)
Calcular y,=|b, —le."ykj
Repetir para i desden hasta (Resolucién sistema T.1.)

|:y1 Z u xk:|
11. Calcular x, = k=ivt g

12. SALIDA X
OPERACIONES

+,X ZZ’_ +22[ —z] 2(”—1)+2n(n—1):n3+nz_2n

i=1 j=1 2 2 2

© © N o g ~ w0 Dd P

=
©




Algoritmo de Factorizacion de Crout

ENTRADA: Matriz Ay vector b
SALIDA: Solucion x, o mensaje de indeterminacion _l

ALGORITMO

1. Repetir para i desde 1 hasta n (Proceso de factorizacion).

2 Repetir para j desde 1 hasta i:_l1

3 Calcular 7/ {a,? —Zlfd,flj?} /d;’

4 Hacer =1 3 -

5. Calcular d' =d —Z(l,.")2 dr

6. Repetir paraidesde 1 hfz_illlsta n repetir (Resolucion sistema T.S.)
7 Calcular y,=b-) I'y,

8. Repetir paraidesde n hasta 1 (Resolucion sistema diagonal)
9 Calcular =z =%

10. Repetir paraidesde n Ha§ta 1 (Resolucién sistema T.1.)

11. Calcular x=z-Y ILx

k=i+1

12. SALIDA X nz (I’Z _1)

n_ i . 3 +3 2 _4
OPERACIONES + 2. 2.(i=1)+ 2 (n-1)=———+n’= n '; n
i=l j=1 i=1

n_o i n 2 _ 3 2
x 2(i-1)+ (n_1)=w+n2=2” +3n” —5n
i=1 j=1 i1 3 3

N




Algoritmo de Factorizacion de Choleski
ENTRADA: Matriz A y vector b
SALIDA: Solucién x, 0 mensaje de indeterminacion
ALGORITMO

Repetir para i desde 1 hasta n (Proceso de factorizacion).
Repetir para j desde 1 hasta i-1

1
2.
3. Calcular l’—{a’ Zl’“l"}/
4

i-1

Calcular = ;(lk)

Repetir para i desde 1 hasta n repetir (Resolucion sistema T.S.)

Calcular ,, [b zlkyk}/,-

Repetir para i desde n hasta 1 (Resolucion sistema T.1.)

Calcular :[ zlkxk}/,»

SALIDA x k=itl
OPERACIONES

o o

© © N

X ZZ l— +Z n—l):n(n—)ﬂlz:n +3n°—4n
i=1 j=1 -1 3 3
n i— 2

N Zzl+2n— " von=2 "+3n
i=1 j=1

S



Y

N A Demo: condicionamiento

(A+SA)(x+8x)=b+8b—> A-5x=5b-6A-x—SA-5x
(1-|A™[6A])> 0 5x =A™ (5b—5A-x - 5A- 5x)

o <A (ol + IS Al- [ + [A]-[ox])

o (2-[a™floal) < fa~| (ool + oAl <)

si<— 2L (15 Joal-J)
Xl = + || X
1— HA-l H| SA

o A7 [H%ll +||5A||Jg cond(A) [”&’HJMHJ

RS PTAL B g A U A

Al
(1-|A7|lsA]) <0 > ox(A+5A) = A (5b—5A-x)

["ﬁ" IIm‘Ilj

[+ <|(A+sA)”

|~

1o <pafiaan)




-

Demo: Matriz normal

B definida positiva < Vx:x'Bx>0Ax'Bx=0=>x=0< V4 eo(B):4, >0

n

Vxix'(A'A)x=(Ax) (Ax)=%5= (%) =0

=1
F=Ax=0—Arr 0 _I

(4+BCD) ~ 44 B(C DA B) D
(4+BCD)[ 4™~ 4™B(C™ + DA™B)DA™ | =1~ B(C" + DA™ B) DA™ +

+BCDA™ — BCDA™B (c—1 + DA‘lB) DA™




