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Ejerciciol En R3 se considera la base canénicd. = {& = (1,0,0),& = (0,1,0),& = (0,0,1)}, y la base% =
{Vy = (5,3,1),V> = (1,-3,2),V3 = (1,2,1)}. Seala aplicacion lineal: f R® — R3 definida como sigue:(fi) = (—2,1,0),
f(¥2) = (—1,3,0), f(V3) = (—2,—3,0). Se pide: Calculese la matriz A de f tomando las bagem el espacio inicial y
la candnica en el final, la matriz M de f, tomando la base cacamin el espacio inicial y en el final y la matriz N de f
tomando la base canonica en el espacio inicia#yen el espacio final.

SOLUCION:

Dado que ya nos dan las imagenes de los vectores de labesspecto de la base candnica, directamente la matriz
pedida es:

-2 -1 -2
A= 1 3 -3
0O 0 O

Con respecto a la matrd debemos hacer el cambio de base. Conocemos los vectorebakel® respecto de la
base candnica, asi que tomando como base n#gvaomo base antigua la candnica, se tiene que la matriz deicaab
base es:

5 11
P=1 3 -3 2
1 -2 1

Esta matriz relaciona las coordenadase un vector d&3 respecto de la base candnica con las coordenédie mismo
vector respecto de la bagecomo sigueX = PX'. Observa que esta relacién se puede plantear como unacigniitiaeal
(Ilamada habitualmente aplicacion lineal de cambio de)ﬂ%%ee R%C que transforma el vectt’ enX = PX'. Esto nos
lleva a poder escribir el siguiente diagrama conmutative, glaciona las matrices de una aplicacion lineal en thstin
bases, a partir de las matrices de los cambios de base quaiza:re

.m3 _A 3
f.R@—>R@C

/N

R?@C - R?@C

M
3 —-12 19
De donde la relacién entre las matricesMs= IAP~1 = 7 —-24 38
0 0 O

Para calculaN observemos el siguiente diagrama conmutativo

.3 _A 3
fiRZ ——R3

I

3
R, —— RS

—-18 60 —95
De dondeN = P~1AP1 = 25 -84 133
68 —228 361

Ejercicio 2 Se considera la aplicacion lineal: fR* — R3[x] definida como sigue:
f(1,1,1,1) = 1+ 2x+x>= £(0,1,1,1), £(0,0,1,1) = -1+ 3x+2x*+ 3%, £(0,0,0,1) =1 — 2x+x°
Se pide:

a) Matriz de la aplicacion f en las bases candnicas.
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b) Base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicébeed f).
c) Base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicébS(d).
d T 1< x+23>

e) T1{x3x%+ 23}

SOLUCION:

a) Conocemos la matriz de la aplicacion lineal en la base {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} deR*y
la canénica d&3[x] B = {1,x,x%,x3}:

11 -1 1
2 2 3 -2
A=l o0 2 o
11 3 1

En las bases candnicas de ambos espacios se cumpliria:

A
f: RY ——> R3[X| 5,

/7

Rﬁﬂc — R3[X| 2,

1 0 0O 0 2 -2 1
11100 . . B 1 | 0 -1 5 -2
dondeP = 1110 , 'y al matriz pedida edl = |IAP™~ = 0 _2 5 0
11 11 0 -2 2 1
b) Para calcular el nucleo, es suficiente resolver el sistemagéneo:
0 2 -2 1 X1 0
_ 0 -1 5 -2 X | | O
MX=[0=1 o9 2 2 o xs | | 0
0 -2 2 1 X4 0
Para resolverlo, calculemos la escalonada reducida asoa:
F+2F
0 2 -2 1 0 -1 5 -2 F3—2F 0 -1 5 -2
0 -1 5 -2 FoesFy 0 2 -2 1 Fa—2F 0 0 8 -3
0 -2 2 0 0o -2 2 0 0 0 -8 4
0o -2 2 1 0o -2 2 1 0 0 -8 5
0 -1 5 -2 0O -1 5 -2 0O -1 50
F3+Fp 0 0 8 -3 Fs—2F3 0 0 8 -3 Fo+3F3 0 0 80 F/8
FytFo 0 00 1 0 00 1| Fiors 0 0 0 1
0 00 2 0 00 0 0 0 0O
0O -1 50 0O -1 00
0 0 1 0| Fr-5m 0 010
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0O 0 0 0O
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X1=a
Las ecuaciones paramétricas coincidirian con las solasiparamétricas del sistema homogé eoz i 8 que
X4 =0
nos lleva a la basg(1,0,0,0)} y a las ecuaciones implicitagi = x3 = x4 =0
c) Para calcular una base del conjuni{d ) recordemos que un sistema generaddi(e&.):
( 07 07 07 O) ( 17 _27 07 1) ( 17 _27 07 1)
( 27 _17 _27 _2) F1Fy ( 27 _17 _27 _2) Fo—2F; ( 07 37 _27 _4) FooF3
( =2, 5, 2, 2) ( =2, 5, 2, 2) R, (O 1, 2, 4)
( 1, -2 0, 1) ( 0, 0, 0, 0) ( 0O 0, 0, 0)
( 17 _25 07 1) ( 17 _25 07 1) ( 17 _25 07 1)
(0 1, 2, 4 m3m ( 0, 1, 2, 4) -Rys (0, 1, 2, 4
(0 3, -2, -4 (0 0, -8, -16) (0 0, 1, 2
(0 0, 0, 0) (0 0, 0, 0) (0 0, 0, 0
Una base dél(f) seria: 1- 2x+x3,x + 2x* 4 4x3,x* 4 2x® Unas ecuaciones paramétricas las obtendriamos como
sigue:
X1=a
. Xo=—2a+f
(X15X25X37X4) - a(la _27 07 1) + B(Oa 1a 234) + 5(05 Oa 1’ 2) - X3 = ZB + o

Xa=0a+4B3+26

y a partir de ellas se obtienen unas ecuaciones implicieak drimera ecuacion = x;; de la segunda ecuacion
B =X2420 = Xo+ 2xq; de la tercer®d = x3 — 23 = x3 — 2(X2 + 2x1) = —4x1 — 2X2 + x3. Llevando estos resultados
a la cuarta ecuacion obtenemos la ecuacién Unica implicita:

X4 = X1 + 4(Xo + 2X1) + 2(—4%1 — 2X2 + X3) —>‘X1+2X3—X4=0

d) Recordemos quién @s ! < x3,x2 +2x3 >. Escribiendo los vectores del conjunto final en coordenttaBiamos:

= ; X+ 23 =

= O OO
N, OO

y los elementos d& 1 < x3,x?+2x3 > son aquellos vectores @& cuyas coordenadas en la base candpigaz,t)
son solucidn del sistema de ecuaciones lineales con 2 paoéme

0 2 -2 1 X 0 0
0 -1 5 -2 y | 0 0
0 -2 2 0 2 | =% o | TR 1
0 -2 2 1 t 1 2
Resolvamos el sistema:
F+ 2F
0 2 -2 1 0 0 -1 5 -2 0 Fz—2F
0 -1 5 -2 0 Ror | O 2 -2 1| © Fa—2F
0 -2 2 0 B 0 -2 2 0 B
0 -2 2 1|la+2B 0 -2 2 1|a+2B
0o -1 5 -2 0 0O -1 5 -2| o0 0 -1 5 2|0
0O O 8 -3 0 F3+Fp 0O 0 8 -3 0 F4—2F; 0 0 8 -3|0
0O 0 -8 4| pB MR | O 0 0 1] B "l o 0o o0 1|p
0 0 -8 5|a+2B 0 00 2 a+2B 0 00 Of|la
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El sistema sélo tiene solucion gi= 0, luego sélo los polinomios de x3,x% + 2x3 > que sean proporcionales a
x? 4+ 2x3 tendran antiimagen. Continuamos la resolucion tomaneto0

1
0 -1 5 0|28 0 -1 50 gﬁ 01 00 _gﬁ
_ 3
F2+3F3 0 0 8 033 F/8 0 010 3 F1+5F; 0010 23
F1+2F3 0O 00 1 0 00 1 8
O 00 0|0 B o001 B
O 0 0 O0 O 0000 0

X=20
_ 1
Z= éB

=B

Es decir:

T 1 +28) = <(1,o,o,0), (o,—%,g,1)>

e) Ahora debemos calcular la antiimagen de 2 vectores, nasdeombinaciones lineales de ambos, por lo tanto, y
teniendo en cuenta que ambos estan en el subespacio deldapanterior, y que® = 1x3 + 0(x? + 2x%) (es decir,
en este casa = 1y 3 = 0), y quex? + 2x3 = 0x® + 1(x? 4 2x%) (es decir, en este caso= 0y 8 = 1), se tiene

T3 =0, T1¢+28) = { (5,—%, gal) /o€ R}

,1> /5€R}

Por lo que

T3 +23) = { (5,—%,

ol w
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