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Ejercicio 1 Sea f: R® — Ry[x] una aplicacion lineal definida en las bases By = {(1,1,1),(2,1,1),(1,—1,0)}
de R? y By = {1 +r+22214+a+222+2 —xz} de Ry[z] por la matriz

2 5 =3
A= 4 7 -4
-6 3 1

a) Calcula la matriz asociada a f en las bases candnicas

b) Calcula la dimensidn, una base, unas ecuaciones implicitas y unas ecuaciones paramétricas del
subespacio Im(f)

¢) Calcula la dimensidn, una base, unas ecuaciones implicitas y unas ecuaciones paramétricas del
subespacio ker(f)

d) Calcula, en caso de que erista f~* <1 +r+4+222 142 —I—x2>

e) ;Existe algiin vector de R® cuya imagen sea 1 — x? Razona tu respuesta.
Solucion:

a) La matriz de cambio de base en R3, considerando como base antigua la base canénica y como base
nueva la base B; es:

1 2 1
P=|11 -1
1 1 0

R% P R%
R PX

La matriz de cambio de base en Ry [z], considerando como base antigua la base candnica y como
base nueva la base By es:

1 1 2
o=[11 1 Ry (2], @, Ry [7] 5.
9 1 —1 Y ~ QY
Por lo que:
P\SB A RZ[X]fﬁ
P Q
R%, m R,[X].
se tiene que la matriz pedida es M = QAP 'y
24 29 -—59
M = 15 21 —-36

0 11 3



b) Para calcular una base de la imagen, recordemos que un sistema generador es la imagen de una
base cualquiera, es decir

(
(27 47 6) /2 (17 27 _3) F,—5F (17 27 _3) F3/(-3)
(5, 7, 3) 5 (5, 7, -7 (0, -3, 18) X%
(-3, —4, 1) (=3, —4, 1) T, 2, -9)
(1, 2, —3) (1, 2, —3)
o, 1, —6) 222 (0, 1, —6)
(07 27 _8) (07 07 4)

por lo que le sistema es libre, y en consecuencia es una base de Im(f), por lo tanto dim (Im(f)) =
3 = dim Ry[z]. Una base puede ser:
B. = {1, x, :E2}

No tiene ecuaciones implicitas, ya que si hubiese restricciones no tendria dimensién méaxima. Unas
paramétricas serfan, dado un polinomio genérico p(z) = a + bx + ca?:

a
b , a,3,0 eR
c

Il
[SSRege

¢) Por el teorema del rango, se tiene que
3 = dim (R?®) = dim (Im(f)) + dim (ker(f)) — dim (ker(f)) =0

Por lo que no tiene base, y sus ecuaciones paramétricas, o implicitas son, dado un vector (z,y, z) €
R3

z=0
y=0
z2=0

d) f1 <1 +ax+222%1 +x+:102> = {(xl,xg,x3) ER3/f(x1,70,m3) = a(l +z +22%) + B(1 +z +2%), o, ER }
Para poder aplicar la matriz A, debemos escribir los polinomios dados como combinacién lineal de
la base Bs:

1+x+22%=(1,1,2)5, = (1,0,0)3,
1+z+22=(1,1,1)5 = (0,1,0)5,

Por lo que, para resolver este apartado, debemos resolver el sistema lineal siguiente:

2 5 -3 a 1 0
4 7 -4 b |=al 0 |+8] 1
-6 3 1 c 0 0

para ello calculamos la matriz ampliada y su matriz escalonada reducida:

2 5 -3|a 2 5 -3 o 2 5 -3 o
4 7 —4 B2B g 3 92| —204+8 | B 0 3 2| —2a+7

-6 3 1|0 /) "B Lo 18 -8| 3a 0 0 4|-9a+68
2 5 -3 o 2 5 0] —23a/4+98/2

BA L0 -3 2| —20+8 B2l g 23 9 5a//2—2ﬁ/ F2/(=3),
0 0 1|-9a/4+38/2 ) "™ \0o 0 1| —9a/4+33/2
2 5 0]—23a/4+98/2 2 0 0]—19a/12+78/6
01 0| —5a/6+28/3 | 222 [ 0 1 0| —5a/6+28/3 | 22
0 0 1| —9a/4+33/2 0 0 1| —9a/4+38/2



1 0 0|—19a/24+73/12
0 1 0| —5a/6+28/3
0 0 1| —9a/4+38/2

Por lo tanto:

19 5 9 7 2 3
f‘1<1+$+2x2,1+$+“’2>_<_ﬂ_6$_1$2’ﬁ+§“§$2>

e) Si, ya que la aplicacion es suprayectiva, y todo elemento del conjunto final es imagen de algtn
elemento del inicial, en particular el polinomio dado.

Ejercicio 2 En la base B = {€1,¢,¢€3 } de R® se tiene la siguiente forma cuadrdtica

Qo (7,9, 2) = 227 + 4oy + ay? — 2x2 + 2°

a) Decir para qué valores de a es g, un cuadrado escalar.

b) Eligiendo el menor a € R para el que g, es un cuadrado escalar, calcular una base By =
{1, V2,73 } de vectores ortogonales de R3 que diagonalice qq.

¢) Calcular la proyeccion ortogonal de W = 20y + Uz sobre (Ua, Us3).
Solucion:

a) Utilizando el método de Gauss

do (z,y,2) = 23:2+43:y+ay2—23:z+z2:2($2+2xy—xz)+ay2—|—22:

2 2
x+y—§) —2(y—§) +ay® +2% =

z o 2 2 2
= 2(:C+y—§> — 29" — —+2yz+ay" 4+ 27 =
z\ 2 9 22
= 2(:v+y—§> +(a—2)y +2yz+?={a>2}
2 2 2
= 2(I+y—§) +(a—2)<y2+a_2yz)+%—
2 2
2\ 2 1 z
= 2(:v+y—§) +(a—2)<y+ _2Z> —a_222+7=
z\2 1 2 1 22
- 2= s -
rty—3) fla )<y+a—2z> a2’ T3

1 z 2+ a z
-2 2(a—2)

A la vista del resultado del método de Gauss, la forma cuadratica es un cuadrado escalar si
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En la base B = {€1, €3, €3} la matriz asociada a la forma cuadratica es

2 2 -1
A= 2 « 0
-1 0 1

b) El menor a € N para el que g, es un cuadrado escalar es a = 5. Para este valor la forma cuadratica
es

( ) 2( + Z)2+3 41 2+12
T,Y,2) =2\ sy =z =z
q(z,y, V=3 y+3 G

y haciendo el cambio de variable

X:x—l—y—%z x:X—Y—I—%Z
Y =y+32 - y=Y -1z
Z:Z Z:Z
queda
1
q(X,Y,Z):2X2+3Y2+6Z2
Se cumple que
z 1 -1 % X 1 -1 %
y | =10 1 —3 Y |, P=| 0 1 —3
z 0 0 1 A 0 o0 1

siendo P la matriz de cambio de base de la base B = {€1,é5,€3} a la base By = {0, v, 03} de
vectores ortogonales, en la que la matriz asociada es

2 0 0
D= 0 3 0
0 0 %
por tanto
D= P'AP
y
U1 =¢€1
Uy = —€1 + €4

_ 5 1> >
—661—5624-63

w

¢) La proyeccion ortogonal de @ = 207 + Uy sobre (Uh, U3) es p' = ath + [SU3. Para calcularla se tiene

o o oL .
en cuenta que W — P € (U, U3) ", es decir que

(117—13)172:0 N wUQZﬁUQ N 1[7'172:(011724—6173)'172
(117—}7)"(73:0 Itﬁ)"lﬁ)‘g:ﬁ'ﬂg 117-173:(011724—6173)'173
— ’Ug:a’ag — a=1 — D= v
0= pif p=0 —TPT™

Ejercicio 3 Una granja avicola de Gijon cria pollos de tres tamarios: pequeno, mediano y grande a los
que se alimenta con tres tipos de piensos sin diozina. Cada pollo pequeno consume cada semana un
promedio de 1 unidad del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3. Cada pollo
mediano consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3. Para un pollo
grande, el promedio semanal de consumo es 2 unidades del alimento 1, 1 del 2 y 5 del 3. Cada semana
se proporcionan a la granja 25000 unidades del alimento 1, 20000 del 2 y 55000 del 3. Si se supone que
los pollos comen todo el alimento. Se quiere saber:



a) ¢Qué relacion hay entre el nimero de pollos pequenos, medianos y grandes que pueden coexistir
en la granja?

b) sPodria haber una poblacion de 6 000 pollos grandes? ;Y una poblacion de 4 000 del mismo
tamano?.

¢) sCudl es la poblacion mdzima y minima de pollos de cada tamano?. ;De qué tamario puede haber
el mayor nimero de animales?

d) Sin variar los hdbitos alimenticios de los pollos, ;Existe algin modo de que el nimero de pollos
de cada tamatio sea independiente del de los demds?

e) Considerando el conjunto A formado por los vectores solucion del sistema planteado, calcular una
base de (A). sTodos los elementos de (A) pueden representar poblaciones de pollos de la granja?.

Solucion:

a) Llamando z al namero de pollos pequeiio, y al nimero de pollos medianos y z al namero de pollos
grandes, se cumple
25000 = z 4 3y + 2z
20000 =z +4y + 2
55000 = 2x + by + 5z

que se resuelve por el método de Gauss

1 3 2125000 13 2| 25000
1 4 1]20000 |2, 0 1 =1 =5000
2 5 5155000 ) B\ 0 1 1] 5000

que proporciona un sistema equivalente que da una relacién entre el nimero de pollos pequenos,
medianos y grandes que pueden coexistir en la granja

25000 = z 4 3y + 2z . x = 40000 — 5z
—5000 =y — z y = z — 5000

b) Una poblacion de 6000 pollos grandes equivale a hacer z = 6000, con lo que y = 1000 y 2 = 10000,
es decir habria 1000 pollos medianos y 10000 pollos pequenos. Pero una poblacién de 4000 pollos
grandes no es posible porque para ello deberia haber una poblacién negativa de pollos medianos, lo
que es imposible.

¢) La poblacién méxima de pollos grandes es de 5000, lo que haria minima (nula) la poblacion de pollos
medianos y la poblacién de pollos pequenos con 15000 ejemplares. El mayor ntmero de animales
corresponde a la poblaciéon de pollos pequenos, con una poblacién minima de 15000 y una poblacién
méxima de 40000 que supondria una poblacién nula de pollos grandes.

d) No. Se trata de un sistema compatible indeterminado y la poblacion de dos tamafos de pollos
depende de la cantidad de pollos del tercer tamano.

e) El conjunto A de los vectores genéricos cuyas coordenadas son las poblaciones de pollos pequeiios,
medianos y grandes respectivamente relacionadas como se dijo en el primer apartado es

A={(z,y,2) / =40000— 5z, y =z — 5000}

No es un subespacio vectorial ya que el vector nulo no pertenece a A.

El conjunto A es

A = {(40000 — 5z, z — 5000, z) / z € R} = {(40000, —5000,0) + z(—=5,1,1) / z € R}



El conjunto (A) es
(A) = ((40000, —5000,0), (—5,1,1)) = {« (40000, —5000,0) + 5 (-5,1,1) / o, B € R}

y una base es
{(40000, —5000,0), (—5,1,1)}

No todos los elementos de {A) pueden representar poblaciones de pollos de la granja, como se puede
apreciar en las combinaciones lineales

o (40000, —5000, 0) + 3 (=5, 1, 1)

Por ejemplo, con 8 = 0 y a cualquiera no estaria representada una poblaciéon de pollos, al igual que
con a = 0 y 3 cualquiera.



