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Cuestion 1 (1 punto) Enuncia los siguientes resultados:

a) Teorema de la representacion dnica
b) Teorema del rango
¢) Teorema de Pitdgoras en espacios euclideos

d) Condiciones necesarias y suficientes de diagonalizacion.
Solucion:

a) Teorema de la representacion unica

Sea B = {U,Va,...U,} una base del K— espacio V, entonces, para cada @ € V existe un dnico
conjunto de escalares aq, s, ..., a, € K tales que

a1 + ol + -+ -+ apt, = 1U

b) Teorema del rango

Sean U y V dos K—espacios vectoriales, y sea f: U — V una aplicacién lineal, entonces:
dim (/) = dim Ker (f) +rg (f)
¢) Teorema de Pitagoras en espacios euclideos
Sea (E,-) un espacio euclideo, si ¥ e @ son dos vectores ortogonales de F entonces
17+l = 12 + 2]

d) Condiciones necesarias y suficientes de diagonalizacion.

Sea V un K—espacio vectorial con dim (V) =n, y sea T: V — V un endomorfismo, entonces T es
diagonalizable si y s6lo si se verifican las dos condiciones siguientes:

1. El polinomio caracteristico se descompone por completo en el cuerpo base, es decir:
pA) = (A = A" A2 =A™ (A =A™ ni+ng+--+n,=n
2. Los subespacios propios verifican la condicién siguiente:

Cuestion 2 (1 punto) Clasifica, segin los valores de a € R, la conica de ecuacion:

ar’ +yP+r+y+1=0



Solucion:

La matriz asociada a la conica y su determinante son

a O % 1
A=|o0 1 1 y A=det(4)=-a—-
1 1 7 4
2 2
Como
Agg—(g (1)) y 5:det(A33):a, SthaZCL(Agg):CL+1
y
Si § =0 Tipo Pardbola { 2 P 8 Eiéieofjms paralelas
A =0 Un punto
Sid >0 Tipo Elipse . sA >0 Elipse imaginaria
A # 0 Una elipse { sA <0 Elipse real
. . L A =0 Par de rectas que se cortan
Sid < 0 Tipo Hipérbola { A #0 Hipérbola
se tiene

Si a =0 Género Parabola (Parabola)

a= % Un punto

a # % Una elipse {
Sia <0 Género Hipérbola (Hipérbola)

a >
a <

Elipse imaginaria
Elipse real

Sia >0 Género Elipse

Wl

Cuestion 3 (1 punto) En R3, calcula el giro de dngulo % en torno a la recta x = y = z en senti-

do antihorario visto desde el punto (1,1,1). Calcula la matriz asociada a dicho giro en la base B =

{(1,0,1),(1,0,0),(1,—1,1)}.

Solucion:

Un vector director de la recta es @ = (1,1,1) y su suplemento ortogonal es el plano = + y + z = 0, asi
que una base de R? en la que un vector pertenezca a la recta y los otros dos al plano indicados es

{(1,1,1),(1,0,-1),(0,1,-1)}

A partir de ella se calcula una base ortonormal de R? utilizando el método de ortogonalizaciéon de Schmidt.
Primero se obtiene la base ortogonal {u, ¥, W} tal que

@ = (1,1,1)
7 = (1,0,—1)
0,1,-1) = a(1,1,1)+8(1,0,-1)+w, @ -d=0y @ - 5=0

donde (0,1,-1)-(1,1,1) (0,1,-1)- (1,0,-1)
517_1 ' 17 51 o sy Ly —4) 17 y 71
*=mrn-ann 0 Y 5(1,0,—1)-(1,0,—1)_2

Bort = {(1,171>7<1=0=—1)’ (‘%’1’_%>}

Luego la base ortogonal es



y la base ortonormal

1 1 2 1 1
81:{%(1,1,1),%(1,0,—1), §<—§,1,—§)}

En la base Bj, la matriz del giro es

1 0 0 o 0
il 0 (D) () <[ 0 F 2
0 sen(g) cos(g) g g

y teniendo en cuenta el siguiente esquema de cambio de base

o

o

P=Q'R
E, - 3

donde B, representa la base canoénica, R la matriz de cambio de base de la canénica a B, @ la matriz de
cambio de base de la candnica a B; y P la matriz de cambio de base de By a B, se cumple P = Q'R

N 2zt 1
V3oov2 o Ve V6 V6 VB

Entonces, teniendo en cuenta el siguiente esquema de cambio de base

A 3

R’ R
P P
3 3

R B M R E

donde M es la matriz del giro en la base dada B, se cumple

L 0 o0 11 1

-1 T -1 M |

M =P AP = 0 75 (1) con P = 751 (2) —?5
00 -5 % Ve

Cuestioén 4 (1 punto) La matriz asociada a un endomorfismo T de R® en una cierta base B = {€1, €, €3 }
es

A a#0

I
Q O O
o o
o O e



Se pide:

a) Decir si el endomorfismo es diagonalizable, justificando la respuesta con los argumentos tedricos
utilizados.

b) En caso de ser diagonalizable, calcular una base de vectores propios que permita la diagonalizacion.

¢) Decir si existe algun valor de a tal que el subespacio propio asociado, S (a), sea invariante. En
este caso, decir como seria un vector propio genérico invariante.

Solucion:

a) Calculamos los valores propios de A como raices de la ecuacion caracteristica

det (A—A)=0
- 0 a _\
det 0 a—X 0 = (a—)\)det( “ _a/\):
0 -A

—(A+a) (A —a)’

Lo valores propios son
A1 = —a, Ay = a doble
asi que se calculan los subespacios para cada uno de ellos.

Para el valor propio a doble, se tiene

—a 0 a
A—al = 0 0 0
a 0 —a

y el subespacio propio asociado es
S(CL) = KST(A—CLI) = {(I,y,Z) / —T+z= 0} = <(07150)7(15071)>

y como a es un valor propio doble, el endomorfismo es diagonalizable porque dim.S (1) = 2, que es
el orden de multiplicidad del valor propio correspondiente en el polinomio caracteristico.

Un endomorfismo de R? es diagonalizable si y solo si:

1. Todos sus valores propios son reales.

2. La dimension del subespacio asociado a cada uno de los valores propios es igual al orden de
multiplicidad del valor propio correspondiente en el polinomio caracteristico.

b) Puesto que en el primer apartado se ha calculado una base de vectores propios para el valor propio
a, se calcula ahora una base del subespacio propio asociado al valor propio —a. Se tiene

a 0 a
A+al = 0 2a O
0

y el subespacio propio asociado al valor propio —a es

S(—a)=Ker(A+al)={(z,y,2) /| v+2=0,y=0}=((1,0,-1))



Se cumple
S(—a)® S (a) =R3

y una base de vectores propios de R? es

{(0,1,0),(1,0,1),(1,0,—1)}

en la que la matriz asociada al endomorfismo es

a 0 O
D= 0 a O
0 0 —a

¢) Para a = 1, se cumple que S (1) es invariante y los vectores propios invariantes tienen la forma
a(0,170)+6(1,071):(/8,05,/8)7 a?ﬁeR
ya que para a = 1, la matriz asociada al endomorfismo es
0 0 1
M=| 0 1 0
1 00
y se cumple

a,feR

<
= ™
Il
w e ™



