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Primera parte

Ejercicio 1 (1.5 puntos) Sea T: R? — Ry[z] el endomorfismo definido como sigue:

T(a,b) = b+ (a+b)x + ax?

a) Hallar la matriz de la aplicacion lineal respecto de las bases candnicas

b) Sean By = {(1,1),(—1,0)} base de R?, y By = {x,x* + 1,z — 2%} base de Ry[z]. Hallar la matriz
de T respecto de dichas bases.

¢) Hallar ker(T) e Im (T), ses T biyectiva? razona la respuesta.
d) ;Es T~! (<x—|—x2>) +7! (<x2 — 1>) suma directa? en caso afirmativo ;Es T~1 (<x +x2>) @
T ((z® — 1)) = R??

a) Calculamos las imégenes de la base canénica de R? y las expresamos en la base canénica de Ry [x]

T(1,0) = x+2?
T0,1) = 14z

La matriz de la aplicacion lineal en las bases canoénicas es

0 1
A= 1 1
10
b) Segtn el esquema de cambio de base
T : R — Rylr]
B
Bcl - 602
P | Q
A
B - B

donde P es la matriz de cambio de base de la base canénica de R? a B, Q es la matriz de cambio
de base de la base canénica de Ry [z] a B2 y B es la matriz de la aplicacion en las bases By de R?
y Ba de Ry [z], se cumple

B=Q 'AP

siendo
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¢) Se define
ker (T) = {7 € R? / T () = Ogya)} = {(2,9) €R® / A(2,y) = O]}

entonces
0 . 0 y=20
1 ( )- 0 — r+y=0 —x=y=
1 0 y 0 =0

luego

ker (T') = {(0,0)}
y la aplicacién es inyectiva.

Un sistema generador de Im(T") son las columnas de la matriz asociada a la aplicacion en una base
cualquiera, entonces
Im (T) = ((0,1,1),(1,1,0))

y como son dos vectores linealmente independientes, constituyen una base de Im(T') .

T no puede ser suprayectiva porque dimR? < dim Ry [z] .Por tanto, T’ no es biyectiva.
d) Definimos T~ ({x + 2?))
T7' ((z+2%) ={0eR* /T @) €{z+2°)} ={(z,y) €eR* | A(z,y) € (z +2°)}
entonces
0 1 - 0 y=20
1 1 ( ) =al| 1 — T+y=a
1 0 rT=«

con lo que
T~ ({(z+2%)) =((1,0))

Definimos 7! (<x2 — 1>)

71! (<;c2 — 1>) = {ﬁeRQ /T (0) € <x2 - 1>} = {(:c,y) €R? [/ A(x,y) € <x2 — 1>}

entonces
0 1 . —1 Yy=—«a
1 1 ( ) =« 0 — ¢ z+y=0
1 0 y 1 =«
con lo que

T ({(z+2%)) = ((-1,1))

Por tanto 7! (<:r —|—x2>) + 71 (<x + x2>) es directa si la unién de una base de 7! (<m —|—x2>)
y una base de 7! (<x+x2>) es una base de 77! (<x+x2>) + 77! (<x+x2>) En este caso,
71! (<CE + x2>) e T ! (<x2 — 1>) = R? ya que una base de T~! (<:1c + x2>) + 71! (<m + x2>) es
también base de R2.

Ejercicio 2 (2 puntos) Se estudia el movimiento de una particula cada 0,01 segundos, obteniendo la
siguiente relacion entre la posicion en dos lecturas consecutivas:

3 3
Tpn+1 = T + §yn + 5271
Yn+1 == 75:17” - Qyn - §Zn
3
Zn+l = ZIn + “Yn + zZn

2 2



a) Calcula, en caso de que existan, todas las posiciones iniciales para las cuales la particula perma-
nece parada.

b) Calcula, en caso de que existan, todas las posiciones iniciales que hagan que la posicion de la
particula tienda hacia el origen.

¢) Caleula en qué posicion se encontrard la particula al cabo de 1,5 sequndos, si la posicion inicial
era (I(), Yo, ZO) = (17 07 _1)

d) Si la posicion inicial es (xo,Y0,20) = (1,1,1) sa qué posicion tiende a largo plazo la particula?

a) Podemos expresar matricialmente la relacion entre las dos lecturas consecutivas de la particula como
sigue:

33
2 2
Tn+1 3 3 Tn
Yn41 = —5 —2 —5 Yn — Xn = AXn,1 = AQXn,Q = - AnXO
Zn41 3 3 Zn
°S 2
2 2

Para que la particula permanezca invariante, X debe ser un vector propio de A asociado al valor
propio 1, calculemos los valores propios:

1y 3 3 Loy 8 3
2 2 2 2
3 3 3 3
A)=det| -2 o) -2 = det ) B W =
p(A) = de 5 A | = e 5 A
3 3 1T 1 3
z Z 1— Z Z 1—
5 5 A 2+/\ 2 A
1 3 3 1 3 3
2 2 2 2
1 3 3 1 3 3
=(—=—A)det| =2 —2_x -2 = (== —A)det]| -2 —o_— _2 ] =
( 5 ) e 5 2—A 5 \/( 5 ) e 3 2—A 5
3 F3+F 5
S S
2 0 3 2
:(___A)det _ <———)\)det -
3 éf)\ C1—-C. -+ ?7)\
2 e 2
3 3
2 1 —— 2 1 —— 2
1 1 1
= (=2 =) det 2 = (=2 —2) det 2 1 =(—2-x) a-»
2 5 ~~ 2 1 2
-1 §_>\ Fy—Fy 0 5—)\

Por lo tanto, la matriz si tiene el valor propio 1. Calculemos S(1) ={X / (4A—1)X = [0]}.

3 3 3 3
03 3 2 03 3, 3
A_T= _§ _3 _§ Fi1+Fs3 _§ _3 _§ ) 2 2 Fy—Fy
2 2 2 2 3.3,
3 3 3 3
S S0 S S0 2 2
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Asi, Las ecuaciones implicitas de S(1) son « = z, y = —z, y S(1) = ((1,—1,1)). Las posiciones

pedidas serfan (o, —a, ) con o € R

1
b) El tnico valor propio menor que 1 es el —5 asi{ que calculamos S (—§>

3 3 3
3 2 3
1 3 3 3
Artr—| 3 3 3 111
*3 2 "3 5 |7 )
3 3 3
2 2 2

1
y unas ecuaciones de S <2) serfan 4+ y 4+ z = 0. Las posiciones pedidas serfan:

a(-1,1,0) + 5(-1,0,1) = (—a— B,a,0) / a, BER

1
¢) Al cabo de 1,5 segundos habriamos efectuado n = 0 651 = 150 lecturas.

1
Como Xo = (1,0,—-1) € S <—2> se tiene que

1
1\ 15 1\ 150 1 2150
AP0 X, — <) X, = <> 0 = 0
2 2 1
1
2150
d) Como Xy = (1,1,1) € S(1), A" Xy = X, por lo que
1
lim AnXO = X() = 1
n—oo 1

Ejercicio 3 (1 punto) EnR? se considera el subespacio H = {(:v,y, 2)ER? Jxt+y+z= O} y la base
B = {51 = (17070)752 = (07 170)753 = (0707 1)}

a) Determinar la proyeccion ortogonal del vector ¥ = € + €3 sobre H

b) Hallar una base ortonormal B' de R® que contenga dos vectores de H y expresar la proyeccion de

U respecto de B’

a) Calculamos una base del subespacio H

H = (u; =(1,0,-1),d2 = (0,1,-1))

La proyeccion ortogonal p'del vector ¢ sobre el subespacio H cumple que

p=aty + Pus € H
T—peH



es decir

U‘ﬁl :]7’17:1 v 7._[1:0[171 ﬁ1+ﬂu2 (5%
- - - — - — — —
Uty =P+ Us U+ ilp = il - Ug + Bila - Us
que escrito matricialmente, queda
17' 121 ﬁl ’Jl ’112 121 «
e — — — — — —
U - Uy Uy - Uy Up - Us 1)

7N
— =
I
7N
— Do
[NORE
~_

luego
1 1 11 2
p=-(1,0,-1)4+-(0,1,-1)= (=, =, —=
p 3( 707 )+3(O7 ) ) (3737 3)

b) Calculamos una base ortonormal B deR3a partir de una base de H. Para ello aplicamos el método
de ortogonalizacién de Schmit a una base de R3 compuesta por dos vectores de H y otro elegido
arbitrariamente (Teorema de la base incompleta)

{’Jl - (1707_1) 7?72 = (0717_1)’173 = (07071)}

Elegimos
U1 = Uy = (1707 _1)
y hacemos
17:2:()(?714-’[72 con 171'?72:0

siendo

g -vp 1

A= - =7

V1 U1 2

con lo que

Procediendo de manera analoga
Uz = YU + B + Us con Up-U3=0y vy -U3=0

siendo

- ﬁg 7?1 o 17:3 * V2 _% o 1
vT== e - o - 3 - 75
U1+ U1 Ug + U2 5
con lo que

. . . . 1
U3:U3—7U1—5U2:§(17171)

y la base pedida es
/ 1 1 1
=30 = (1,0,-1), % = ( —5,1,—5 ), 03 = 5 (1, 1,1
B {Ul (707 )71}2 ( 27 ) 2)7 3 3(7 ) )}

Calculamos los coeficientes de la proyeccion ortogonal del vector ¢ sobre H en la base B’

11 2 1.1 1
~ o -2) =a(1,0,—-1 - 1,—= ~(1,1,1
(3737 3) a( 707 )+/8< 27 ? 2)+’Y3(7 ) )



que se obtienen resolviendo el sistema

1 1

1

Lo 150t 1

g3ty a=g

1 1

1_45.1 1

3 ﬂJrSV - 525
2 1.1

- = — - — — :O
3 a—5B8+37 Y

/ 11
Luego, la proyeccion en la base B es [5, 3’ 0] .



