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Segunda parte

Ejercicio 1 En el R—espacio vectorial Mayo(R) se considera la aplicacion siguiente:

q(i ZZ)=2x2+ay2+2z2+at2+2wt+2yz

a) Utiliza el método de Gauss para calcular los valores de o € R para los cuales q es un cuadrado
escalar

b) Para los valores de a calculados en el apartado anterior, da unas ecuaciones de cambio de base
que diagonalicen el producto escalar asociado a q

¢) Para los valores de a calculados en el apartado a), da una base ortogonal del R—espacio vectorial
Maxa(R), considerando el producto escalar asociado a q

d) Sea a el nimero natural mds pequenio que hace que q sea un producto escalar, da una base orto-
normal del R—espacio vectorial Max2(R), considerando el producto escalar asociado a q

e) Calcula la proyeccion ortogonal de la matriz ( ; jl ) sobre el subespacio U = <( (1) (1) )>

SOLUCION:

a) En primer lugar, observamos que los coeficientes de las coordenadas al cuadrado deben ser estric-
tamente positivos, por lo que a > 0.

q( j ZZ ):2x2+ay2+222+at2+2xt+2yz:2($2—|—xt)+ay2+2z2+at2+2yz=

2 2

2
_ t y\?2 L\ LY 2
2<x+2> +2(z+2) +(a 2>y +(a 2>t

1
por lo tanto, para que ¢ sea un cuadrado escalar debe cumplirse que a > 3

2 2
t 1 t 1
:2(304—5) +ay2—|—222—|—(a—a)t2+2yz:2<x+—) +2(22+yz)+ay2+<a——)t2:

b) Las ecuaciones del cambio inverso son:

r = z+ <t
jo= 2ty
z =y
t =t




c)

y las del cambio efectuado son:

o1
r = Tr— <t
2

y = z
_ 1
z = Yy—zZz
Y73

t =t

A partir de las ecuaciones del cambio de base, se obtiene que la matriz del cambio de base es:

10 0 1

2

P 0 0 1 0

- 0 1 1 0

2
0 0 0 1
Por lo que una base ortogonal seria:
1
5 (1 0)(0 0) 011 -3 0
ortog — ) ) )

0 0 10 -5 0 0 1

La base ortonormal se obtiene a partir de la base ortogonal, dividiendo cada vector por su longitud.

1
Como a > — tomamos en este apartado a = 1. A partir de la nueva expresion de g:

1 1
q (ja Y, 2, t_)Bo‘r'tog = 2.%2 + 2:[72 + 522 + 57?2

Por lo tanto

0 1 1
1 0 V32 0 0 1 —— 0 1
= 27 = \/57 = —, 2 = —
H(O O)H H<1 O)H H *% 0 V2 H 0 1 H V2

por lo que una base ortonormal es:

0 1 1
1 /1 0 1 /0 0 —— 0
BO’!‘tOTL - \/5 (0 0) ’ \/5 (1 0) ’ \/5 _% 0 ) \/5 02 .

Para calcular la proyeccién ortogonal debemos calcular la matriz del producto escalar en la base
canoénica:

2 0 0 1
0 a 1 O
G = 01 2 0
1 0 0 a

. . 1
La proyeccién es una matriz o (0 O) que cumpla:

1

(2 )=o) o wra (1)

(17 1) 27 _1)Bc = a(05 17 15 O)Bc + a



con % una matriz ortogonal a cualquier matriz de Y. Para resolver el problema multiplicaremos
escalarmente la igualdad por (0, 1,1,0) obteniendo el valor de a:

(1,1,2,-1)-(0,1,1,0) = a(0,1,1,0)

Calculando los productos:

2 0 0 1 0
0 a 1 0 1
(1,1,2,-1)-(0.1,1,0) = (1,12, -1) | o | o L | =7+
1 0 0 a 0
2 0 0 1 0
0 a 1 0 1
(0517150)'(0715170)_(0715170) 01 2 0 1 =4d+a
1 0 0 a 0
Por lo que el sistema que debemos resolver es:
7
T+a=44+aa0 — a= +a
4+4a
y la proyecciéon buscada es:
0 T+ a
1 1 44a
Provul o 1 )7 7+a
0
44a
) 1 7T+a
(Obsérvese que, dado que a > 2 1+a > 0, como debe ser, ya que es un cuadrado escalar)
a

Ejercicio 2 Una agencia de aviacion tiene su flota de aviones distribuida entre los aeropuertos de Bar-
celona, Asturias y Valencia. De los barcos que el dia 1 de cada mes estan en Barcelona, el 1 del siguiente
mes sélo estdn la mitad, un 20 % se va a Asturias y el resto a Valencia. De los aviones que estdn el 1
de cada mes en Asturias, el 1 del mes siguiente un 20 % estard el 1 del mes siguiente en Barcelona, un
40 % a Valencia y el resto estard en Asturias. Andlogamente, de los aviones que habia en Valencia el 1 de
cada mes, un 80 % regresard al mismo aeropuerto el 1 del mes siguiente, mientras que el resto se dirige
a Barcelona. Suponiendo que el nimero de aviones es constante:

a) Plantea de forma matricial la relacion entre el nimero inicial de aviones en cada ciudad y el
numero de aviones que habrd en el mes n-ésimo.

b) Sabiendo que inicialmente la compania dispone de 210 aviones, encuentre una situacion inicial
que haga que el nimero de aviones en cada ciudad permanezca constante con el paso de los meses.

¢) Suponiendo que inicialmente se dispone de 850 aviones en Barcelona, 500 en Asturias y 650 en
en Valencia, ;cudl seria la tendencia a largo plazo?

SOLUCION:

a) El esquema que describe la transferencia de aviones entre dos meses consecutivos es:

Llamando A,,—el nimero de aviones que estan en Asturias en el mes n, V,, al nimero de aviones
en Valencia, también en el mes n, y B,, al nimero de aviones en Barcelona en el mismo mes, las
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ecuaciones que rigen el problema son:

40 20
A, = —A,_ —B,_
100" T 100"
40 80 30
n = _Anf Thn Vn— —B,_
v 10071 T 10g V1 T 1gg Brt
20 20 50
B, = —A,_ — Vi —B,_
" T R T T AT VR
que se puede representar matricialmente como sigue:
020
100 100
A, Ay
v o o osos0 |
B, 100 100 100 B,
S |2 2 50
Xn 100 100 100 Xn-1
M

de forma que:

Xp=MX, 1 =M(MX, ) =MX, »=---M"X,

asi que para encontrar las relaciones pedidas, debemos calcular la potencia n—ésima de M, para

ello la diagonalizaremos.

Pasol: Calculo del polinomio caracteristico:

= det

=(1—A)det

o o, 2
100 100
100 100 100
020 50
100 100 100
1 1 1
w0 s 3
= (1 =AN)det | 755 Tqp 100
0 50
100 100 100
40
=1-N|(-—-
( ) (100
Paso 2: Calculo del espectro:
o(M) = {1

1-A

40

100
20

100

40
100
20

100

) ()

40 30

’100° 100

}

1-A

80

-
20
100

0
40

100

1—A

30

100
50

100
0

10

100
30

100



Paso 3: Calculo de los subespacios propios:
S(1) ={X/(M -11)X = [0]}
Resolvemos el sistema homogéneo cuya matriz asociada es M — I:

_60 20 0 0 0
100 100
T 40 20 30 Fivptr | 40 20 30 B
- 100 100 100 - 100 100 100 Fy s Fy
20 20 50 200200 50
100 100 100 100 100 100
0050 0050
- 100 100 100 Fo—2F; 100 100 100 10F 22 =5
= = — =
40 20 30 0 _ﬂ @ —F10, 0 6 —13
100 100 100 100 100
2 1
2.2 -5 2 0 —= 10 —=
/6 _ 13 o2k 3| B2
13 13
01 —— 1 —= 01 ——
6 0 6 6
Por lo tanto, la soluciéon paramétrica es:
1
T=-w
3
13,
Y76
z=«
1 13
Por 1 S(1) = - —,1
or lo que S(1) <<3’6 >>
40 40
— | =X/ M-—I)X=10
(i) = {2 (- 5op1) x =0
. . . 40
Resolvemos el sistema homogéneo cuya matriz asociada es M — 1—001 :
oo 2 20 20 10
100 100 100 100
40 40 40 30 FleFy 40 40 30 Fy—2F;
__I: - - - —_— [ [ _— _—
100 100 100 100 100 100 100
20 20 10 0 0 20
100 100 100 100
20 20 10 10Fy /2
100 100 100 10F:
100 100 11000 1OF§ 1112 e 11 0
_ 0 o — | —" —{ 0o o0 1 S 0 0 1
12000 00 1 B\ o 0 0
0 0 100

Por lo tanto, la solucién paramétrica es:



40
Por 1 — | =(-1,1
or lo que S (100) ((-1,1,0))

()~ (- 2)3-0)

30
Resolvemos el sistema homogéneo cuya matriz asociada es M — 100 :
020 R I}
100 100 100 100 100
30 40 50 30 Fi+Fo+F3 40 50 30 10F, /7
—_ —I = - _ [ —_— [ _— _— _—
100 100 100 100 100 100 100
0 0 2 0 20 2
100 100 100 100 100 100
1 1 1
40 50 30 1 110 110 1 1 1
- = = F,—40/100F; 0 — _2 10F;
= 100 100 100 | ————= 100 100 — | 0 1 -1
20 20 20 | /A 00 0
= = = 0 0 0
100 100 100
1 0 2
B0 1 -1
0 0 O
Por lo tanto, la solucién paramétrica es:
T =2«
Y=a«
z=«
30
Por 1 S|—)={(-2,1,1
or o aue $ (155 ) = ((-2.1,1)
Por lo tanto
1 1 0 0 1 -1
- -1 -2 - =1 =2
3 . (0" 3 Ao
Xn = M"Xo = % 11 100 % 11 o
1 0 1 0 0 ﬂ ' 1 0 1 '
100
b) Se nos pide una situacién estable, es decir, una situacion inicial asociada al valor propio 1, entonces:
1 13 6
2107a§+04€+a, 047210%760

por lo tanto, originalmente habra 20 aviones en Asturias, 130 en Valencia y 60 en Barcelona

¢) Nos piden el limite de X,,, es decir:

-1

1 1 0 0 1

Soo1 2 S

13 10 \" 13 500
Jim Xn=lm | 180, 100 By 650

6 30 \" 6 350

1 0 1 0 0 (1—00) 1 0 1



1 1
- -1 =2 —
3 1 00 3 500
=B , 000 1B 650
6 000 6 350
1 0 1 1 0 1

Ejercicio 3 Se considera la aplicacion lineal f : R* — R3 que, en las bases candnicas tiene asociada una
matriz

1 5 -1 2
A= 2 1 4 1 a€R
1 2 1 a

a) Calcula en caso de que exista un valor del pardmetro a para que dim (Imf) =2

b) Para el valor calculado en el apartado a), da una base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones
implicitas del nicleo

¢) Caleula la matriz asociada a f respecto de las bases:

By ={(1,1,1,1),(1,0,1,0),(0,1,0,0), (1,1, -1 —1)}; B2 ={(1,2,1),(0,1,3),(1,1,1)}
d) Calcula un valor de a para el cual la primera columna de la matriz de f en las bases By en R* y
7
la candnica de R® sea | 8
3

SOLUCION:

a) Calcularemos, segin los valores de a la dim (I'mf), para ello calcularemos el rango de las columnas
de A, que son las imégenes de la base canonica:

Fy —5F,
1 2 1 F3+ F 1 2 1 1 2 1
5 1 2 | Fa—-2hH 0 -9 -3 | F/3 0 -3 -1
-1 4 1 0 6 2 0 6 2
1 a 0 -3 a—2 0 -3 a—2

F3+2F, 1 2 1

Fy— Fy 0 -3 -1

0 0 0

0 0 a—1

Para que dim Im(f) = 2, debe cumplirse que a = 1.

b) Para a = 1, calcularemos el nticleo, que se define como ker(f) = {U eRY/ f(@) =0 }, es decir,

debemos resolver el sistema homogéneo de ecuaciones lineales cuya matriz asociada es A:

Fy —2F

15 -1 2 Py L5 =1 2\ pes) 1 5 -1 2

A= 21 41 0 -9 6 -3 | ———"0 3 -2 1

12 11 0 -3 2 -1 0 -3 2 -1
Fs + F (1) g :; f Vs (1 5 -1 2) Fy —5F, (1 0 7/3 1/3)
Noo 00/ mp V01 2313 0 1 -2/3 1/3



De esta forma, unas ecuaciones implicitas del niicleo serian:

7 1
x-l-gz—i—gt
2 1
y—gz—i—gt

unas ecuaciones paramétricas del nucleo serian:

7 1
X *504*56
2 1
yfga——ﬂ
z (%
t=p

y una base seria:
72 1 1
r = 7_7_7]# s\ T 50 T o 7]-
i ={(5:500)- (55 5.01)]
c¢) Plantearemos en primer lugar las matrices de cambio de base:

» En R* conocemos los vectores de B; en funcioén de la candnica, luego la base canénica sera la
base antigua. La matriz de cambio de base es:

110 1
101 1 . @ .
@=l110 | & B — Fs
100 -1 X X=X

» En R? conocemos los vectores de By en funcién de la canénica, luego la base canénica seré la
base antigua. La matriz de cambio de base es:

10 1 P
P=|211 - Ry} — R}
13 1 Y’ — Y=PY

Para calcular la matriz pedida, utilizaremos el siguiente esquema:

a 16 a
92 2 3 2. ¢

fiRE  —A o Ry 3 3 3

2

QT ) Tp L M=PlAQ = §—1 5 -l —1—%
R% _M R, a 16 a
. 2 -2 11—
’ 3to 3 8 3

d) La primera columna de la matriz pedida serfa las coordenadas de la imagen del primer vector de la
base, es decir:

15 -1 2 1 7
2 1 4 1 1 = 8 — 4+a=3 a=-1
1 2 1 a 1 44+a



