ALGEBRA LINEAL EXAMEN DE ALGEBRA LINEAL 5/2/2007

INOMBRE: Ne. |

TEORIA

1. sity =((1,2,1,2),(0,1,1,1),(2,3,2,3)) y U2 = ((3,6,5,6),(1,1,1,0),(2,5,3,1)) son dos subespacios de
R%, calcular una base de cada uno de los siguientes subespacios Uy + Us, Uy N Us. (Es Uy + Uy = R*? ;Y
U, @ Uy = R*?. Contestar razonadamente.

SOLUCION
Calculamos una base de U; a partir de su sistema generador, aplicando el método de Gauss a los generadores
de U; para obtener sistemas equivalentes

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
01 1 1 ~ 0o 1 1 1 ~ 0 1 1 1
232 3/)5 2o 10 -1/5" 001 0
entonces
U, — {ﬁl (1 2a172) (07]-;171) (0 07]-’0)}

Calculamos una base de Us a partir de su sistema generador, aplicando el método de Gauss a los generadores
de Us para obtener sistemas equivalentes

36 5 03 2 6 0015
11 1 B2 11 0| ~ 1110
25 31 )53y 311 )55\ 311

entonces
BUz = {(71 = (le]—ao)a 6‘2 = (0,3,1,1), (73 = (070a175)}

Calculamos una base de Uy + Uz a partir de su sistema generador (formado al unir una base de U; con una
base de Us), aplicando el método de Gauss a los generadores de Uy + Us para obtener sistemas equivalentes.

Simultaneamente obtendremos una base de U; N Uy

_‘12(1,2,1,2) = (1,2,1,2) _'12(1,2,1,2)
ﬁg—(o,l,l,l) Do = (0,1,1,1) ﬁQ:(O,l,l,l)
ps =(0,0,1,0) N p3 =(0,0,1,0) N ps =(0,0,1,0) N
51 = (17]-;170) 171 ﬁ (Oa ]-aOv ) Q1*ﬁ1 +ﬁ2:(0;071;*1)
o = (073, 1,1) Qo = (0,37 1, 1) Go — 3Py = (O,O7 -2, —2)
%2(0,0,1,5) q3 = (0,0,1,5) %—ﬁgZ(,O,O,5)
_'1—(1,2,1,2) _'12(1,2,1,2)
ﬁQZ(O,l,l,l) ﬁQZ(O,l,l,l)
P3 = (070a 170) ~ p3 = (anvl 0)
q@i — p1+p2 —p3=(0,0,0,-1) Q1 p1+p2*p3+%(q*_'3):(0;070,0)
G> — 3p2 + 2p3 = (0,0,0, —2) G2 — 3P + 2p3 + £ (tf —p3) =(0,0,0,0)
%(‘73715'3):(0)070)1) (QB*pB):( 0,0,1)

entonces

. . 1 .
Bu,+u, = {p1 =(1,2,1,2), p» = (0,1,1,1), p3 =(0,0,1,0), g( 3 —P3) = (0,0,0,1)}



—

{51—171-1—]72—1734-%((1'3—*)#:6 _){ §1+§§3=p1—
G — 3P> + 205 + 2 (Gs — ps3) = 0 +3 3

Asi que
Buws = {50 = (11.21). @+ 36 = (03.7.3) |
. Probar que si T es un endomorfismo entonces cumple que
T inyectivo < T biyectivo vy T suprayectivo < T biyectivo
SOLUCION:

Demostrado en clase

. Demostrar que si T es un operador simétrico, los subespacios propios asociados a valores propios distintos
son ortogonales.

SOLUCION:
Demostrado en clase

PROBLEMAS

. Se considera la aplicacion lineal f : R* — R? que, en las bases canénicas, tiene asociada una matriz

15 -1 2
A=2 1 4 1|, a€eR
12 1 a

Se pide:

a) Calcular, en caso de que exista, un valor del pardmetro a para que dim(Imf) = 2.

b) Para el valor calculado en el apartado anterior, dar una base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones
implicitas de Kerf.

¢) Calcular la matriz asociada a f respecto de las bases:
B ={(1,1,1,1),(1,0,1,0),(0,1,0,0), (1,1, -1 — 1)} y Bo = {(1,2,1),(0,1,3),(1,1,1)}

d) Calcular un valor de a para el cual la primera columna de la matriz de f en las bases B; de R* y canénica
de R? sea
7
8
3

SOLUCION:



a)

Sabemos que las columnas de la matriz A constituyen un sistema generador de I'mf, asi que calculamos
una base de Imf a partir de dicho sistema generador, aplicando el método de Gauss a esos generadores

1 21 1 2 1 1 2 1 1 2 1

-1 4 1 0 6 2 0 3 1 0 3 1

512 gm0 8 | 1 o3 1 | T (00 0

2 1 a F3*5F1 0 -3 a—2 7?1}73 0 -3 a—2 F4+F2 0 0 a—1
Fy—2F;

Para que dim(Imf) =2, debe ser a — 1 = 0, es decir, a = 1.

Con a = 1, la matriz de la plicaciéon en las bases canoénicas es

1 5 -1 2
A= 2 1 4 1
1 2 1 1

Kerf = {176 R4/AU=6}

Para resolver el sistema homogéneo Av = 0 aplicamos el método de Gauss a la matriz del sistema para
obtener un sistema equivalente

1 5 -1 2 1 5 -1 2 1 5 -1 2

2 1 4 1 ~ 0 -9 6 -3 ~ 0 0 0 0

12 1 1 F,—2F 0 -3 2 —1)™35 g 3 2 _1
3 — 11

Obtenemos el siguiente sistema equivalente, que son las ecuaciones implicitas de Kerf

r+by—z+2t=0
—3y+2z2—-1t=0

y unas ecuaciones paramétricas pueden ser

r=a-—30
. t=-3a+20

Y=«

2=p

con lo una base de Kerf es
BKe'r'f = {(17 1) 07 _3) ) (_37 0) 17 2)}

Teniendo en cuenta el siguiente esquema de cambio de base

f R* — R?
BCR4 _ é_ BCRS
P | Q

B M Bs

en el que P es la matriz de cambio de base de la base canénica de R* a la base By y Q es la matriz de
cambio de base de la base canoénica de R® a la base B, se tiene que

1

1(1)(1)1 101 L 2 3 -1

P = y Q=21 1|, Q'=<| -1 0 1
1 1 0 -1 1 3 1 S\ 5 _3 1
100 -1



y la matriz de la aplicacion en las bases By de R* y By de R? es
5 16 -9 -—-17

1
M=Q''AP=-| -2 2 -3 -4
16 —16 24 32

d) Teniendo en cuenta el siguiente esquema de cambio de base

f : R* — R3
Bc]R“ _ é _ BCR3
P | I

Bl _ﬁ_ Bc]R3

la, matriz de la aplicacién en las bases B; de R* y canénica de R3 es

1 5 -1 2 1 (1) (1) 1 7 0 5 5
N=AP=1| 2 1 4 1 110 -1 |7 8 6 1 =2
1 2 1 100 —1 44a 2 2 2-a
7
y para que la primera columna de la matriz N sea | 8 | debe ser a = —1.
3

2. Una agencia de aviacion tiene su flota de aviones distribuida entre los aeropuertos de Barcelona, Asturias y
Valencia. De los aviones que el dia 1 de cada mes estdn en Barcelona, el 1 del siguiente mes s6lo estan la
mitad, un 20 % se va a Asturias y el resto a Valencia. De los aviones que estan el 1 de cada mes en Asturias,
el 1 del mes siguiente estara un 20 % en Barcelona, un 40 % en Valencia y el resto estara en Asturias. Por
altimo, de los aviones que habia en Valencia el 1 de cada mes, un 80 % regresara al mismo aeropuerto el 1 del
mes siguiente, mientras que el resto se dirige a Barcelona. Suponiendo que el nimero de aviones es constante:

a) Plantear de forma matricial la relacion entre el namero inicial de aviones en cada ciudad y el ntumero de
aviones que habra en el mes n-ésimo.

b) Sabiendo que inicialmente la companiia dispone de 210 aviones, encuentre una situacion inicial que haga
que el namero de aviones en cada ciudad permanezca constante con el paso de los meses.

¢) Suponiendo que inicialmente se dispone de 350 aviones en Barcelona, 500 en Asturias y 650 en en
Valencia, jcuéal seria la tendencia a largo plazo?

SOLUCION:

a) El esquema que describe la transferencia de aviones entre dos meses consecutivos es:
Llamando A, =el nimero de aviones que estdn en Asturias en el mes n, V,, al nimero de aviones en
Valencia, también en el mes n, y B,, al nimero de aviones en Barcelona en el mismo mes, las ecuaciones
que rigen el problema son:

40 20
A, = —A, 1 +—B,_
" 1001 T 1g0 7t
40 80 30
n = —Anf TAn Y n— —B,_
v 1001 T 1001 F 190 Pt
20 20 50
Bn - —Anfl + —anl + _anl

100 100 100



80%

20% 40%
30%
(3) =
—
—_— 40%
20%

50%

que se puede representar matricialmente como sigue:

0 2
100 100
Ap Ap,
v o] Ao so om0 )
100 100 100
B, B,
20 20 50 Jo o
Xn 100 100 100 KXn—1
M
de forma que:
Xp=MX, 1 =M(MX, 5)=MX, o=---M"X,

asi que para encontrar las relaciones pedidas, debemos calcular la potencia n—ésima de M, para ello la
diagonalizaremos.

Pasol: Célculo del polinomio caracteristico:

Ay 20 1-A 1-Xx  1-2X
100 100
40 80 20 10 80 30
= - - _ — - [ )\ - —
p(A) = det 00 100" 100 det | To0 700 100
0w 0 w0 w0
100 o 100 " 100 100 100
1 1 1 1 0 0
4 8 _, 30 4 40 , _10
=1 =Ndet | 755 7o 100 | =@-Ndetf 755 Tgp 100
0w 2 s
100 100 100 100 100

()
a(M):{Lf_&,f’_&}

Paso 3: Calculo de los subespacios propios:
S(1) ={X/(M —11)X = [0]}

Paso 2: Calculo del espectro:



Resolvemos el sistema homogéneo cuya matriz asociada es M — I:

_ 60 20 0 0
100 100
Mor—| 40 20 30 | pumen | 20020
100 100 100 100 100
200 50 0w
100 100 100 100 100
0 0 00 5
- 100 100 100 Fp—2F 100 100 100 10F,
= —= e
020 30 ) 80 130 | “ro
100 100 100 100 100
2 2 -5 0 _=
F2/6 o F172F2 F1/2
o 0 1 BT 13
6 01 —— 0
Por lo tanto, la solucién paramétrica es:
1
r=-«
3
1,
Y76
z=a«
1 13
Por 1 S(1) = - —,1
or lo que S(1) 36" >
40 40
— | =X/ | M- —1)X=
s (i) = {20 (4 5o1) x =0
40
Resolvemos el sistema homogéneo cuya matriz asociada es M — 1—001 :
0 0 20 20 20 10
100 100 100 100
40 40 40 30 Fy s Fj 40 40 30
= 2 = 22 ) 4oes 2 2 2F
100 100 100 100 100 100 100
0 0 1 o o 2
100 100 100 100
20 20 10 10Fy /2
100 100 100 10F;
100 100 100 10F? 1112
10 3 Fi1—F>/2
= 0 0 — |——=100 1 — 5
100 F3—F»
0 0 1
o o 20
100
Por lo tanto, la solucién paramétrica es:
T =—«
y=oa

Fx
—_—
Fo«—F3

50

100

<

o O =

2 2

)
—13

0 6

13
6

Fy—2F3

OO =
S = O



4
Por lo que S A0 ={(-1,1,0))

100)
30 30
Sl—|=}X/M-—I1|X=]0
(06) = {3/ (11 15g1) x =01}
30
Resolvemos el sistema homogéneo cuya matriz asociada es M — 1—001 :
002 0 W
100 100 100 100 100
30 40 50 30 Fy+FotFy 40 50 30 10Fy /7
M- —7T = - - R R S = - - LN
100 100 100 100 100 100 100
20 20 20 20 20 20
100 100 100 100 100 100
1 1 1
40 50 30 1 110 110 11 1
— — — F,—40/100F, 0o — _Y 10F,
= 100 100 100 —_—= — 1 -1
F3—20/100F; 100 100
20 20 20 0 0 0
— = — 0 o0 0
100 100 100
1 0 2
DB lo 1 a1
0 0 O
Por lo tanto, la solucién paramétrica es:
T =2«
Y=«
z=«
30
Por 1 S|—)={(-2,1,1
or o aue $ (155 ) = ((-2.1,1)
Por lo tanto
1 1 0 0 1 -1
- =1 =2 - 1 2
3 o (4o " 3 Ao
Xo=M"Xo=| 13 100 By Vo
fli 0 1 0 0 30" ii 0 1 ”
100
b) Se nos pide una situacion estable, es decir, una situacion inicial asociada al valor propio 1, entonces:
210 = 1+ 13+ —2106—60
TegTe T Ty T
por lo tanto, originalmente habra 20 aviones en Asturias, 130 en Valencia y 60 en Barcelona
¢) Nos piden el limite de X,,, es decir:
1 0 0 —1
1 -1 2 E -1 2
3 0 40 \" 0 3 500
S L N ) By |
1 0 1 0 ﬂ ' 1 0 1
100



-1

1 1

- -1 =2 —

3 1 00 3 500
= B, 000 13, 650

6 00 0 6 350

1 0 1 1 0 1

3. En el espacio euclideo (RB, ) se considera la aplicaciéon ¢, : R? — R, cuya expresion en la base canénica de
R3
Go (z,y,2) = z? + 6y® + 722 + 2azy — 2ayz

Se pide contestar razonadamente a las siguientes preguntas:

a) Calcular, utilizando el método de Gauss, los valores de a que hacen que la aplicacion citada sea un
cuadrado escalar. En lo que sigue, utilizar el valor a = 0.

b) Dada la base B = {u, v, w} de R? tal que m = (@, 7) y 7+ = (i), calcular la proyeccién ortogonal de
3 + 47 sobre ().

¢) Encontrar, en una base ortonormal de R? y en la base canénica, la matriz asociada a la simetria ortogonal
respecto del plano m = x 4+ y — z = 0. Decir quien es la base ortonormal elegida.

SOLUCION

a) Expresamos la aplicacion dada en forma matricial, como sigue

1 a 0 T 1 a 0
qa(z,y,z):(x y z) a 2 -—a y |, G=|a 2 —a
0 —a 1 z 0 —a 1

Los valores de a que hagan que la matriz G de la aplicacion cumpla el criterio de Sylvester (todos los
menores angulares de la matriz deben ser estrictamente positivos) seran los que hagan que la aplicacion
citada sea un cuadrado escalar.

Aplicando el método de Gauss, obtenemos

Ga (z,y,2) = 2%+ 2y% + 22 + 202y — 2ayz =

= [z+ ay]2 —a?y? 4+ 2y% + 2% — 2ayz =

= [z+ay’+(2-d) |y

2ayz
2 2
2 G]Jr

r 2 2.2
2 az a*z
= [+ ay] +(2—a2) y—2a2] 2

9 o [ az 1? 2 5
= [z +ay] +(2—a) y2_a2] +<12_a2)z

Haciendo el cambio de variable
T =+ ay
I
A Y
zZ1 =z



queda
1 0 0 z
B 0 2—a? 0 !
Qo (1,91,20) = (21 1 21 ) 2 — 2q? -
0 0 -— 1
2 —a?

y para que sea un cuadrado escalar deben ser todos los elementos de la diagonal positivos, con lo que
debe verificarse

2-a’>0 . a? <2 e <cqg<1

2—2a*>>0 a® <1
La proyeccion ortogonal de 3@ + 47 sobre (W) es

L (Bu+447)-w
p= —— W=
w - w

w=0

30w+ 47 -0
W - W

- -]
va que (i) = (#@,7)
Calculamos una base ortonormal de R? formada por dos vectores del plano y otro de su suplemento
ortogonal. Una base del plano es
m=(e1 =(1,0,1),é2 =(0,1,1))

asi que, utilizando el método de Gramm-Schmidt, construimos una base ortogonal del plano {07, U2}

il €
€y = OA71+172, U102 =0

donde, teniendo en cuenta que a = 0

100 1 1
(001 1)[0 20 0 (001 1)(o0
€U 0 0 1 1) 1) 1
“TEE 10 0 1\ 1\ 2
(1 01)fo0 20 0 (10 1)fo0
00 1 1 1
y
L 11
U2 = €2 — Q1 (07]-;1) (1a071)<271a§)
con
100 1
g = (1 0 1)l 0 2 0 0 |=v2
00 1 1
1 00 -1
. 2 5
|G| = (-2 1 3)l 020 U =4/3
001 z

Uy =
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Calculamos el suplemento ortogonal al plano

1 0 0 T
1,0,1 _
LOD) =0 (1o1)lo20](y]=0
V2 00 1 2
R
11,1
( 2 2)'(£C,y,Z):O 1 1 100 z
0 0 1 z

que son las soluciones del sistema homogéneo resultante

r+2z2=0 . Iz_i
—xrx4+4y+2=0 Y=
es decir

. 1
i <’U3 = (—1,—5,1)>
con

1
sl = | (=1 =3 1) 0
0

y un vector unitario de 7+ es

La base ortonormal de R? elegida es

- _(1,01) (=3:L3) - _ pL-31)
{ul \/5 , U2 \/5 \/3 ,U3—\/§ }

en la cual la matriz de la simetria respecto al plano 7 es

1 0 0
A= 0 1 0
0 0 -1
y la matriz de la simetria en la base candnica es
B =PAP™!

donde P es la matriz de cambio de base de la base candnica a la base ortonormal calculada, es decir, la
que tiene por columnas las coordenadas de los vectores de la base ortonormal.



