Algebra Lineal

Universidad de Oviedo Grupos 1y 4

FPS (.ie Inlge[rilleil'?} (lie Gijon Examen Convocatoria de Febrero

ngeniero lnaustria P

Dpto. Matematicas Gijon, 5 de febrero de 2007
2% Parte

INOMBRE: Ne:

Problema 1 Sea T : Ry[X] — R? la aplicacion lineal definida como sigue:

T(1+xz)=(2,1); TA—-=2)=(0,1); T1+z—2?) =(2,0)

a) Calcule la matriz de T en la base candnica de R?.
b) Calcule Ker(T) e Im(T) e indique si T es una aplicacion biyectiva.

¢) Comnociendo que la matriz de la ap‘licacion T respecto de una base B’ de Ry[X] y de la base
candnica de R? es:
1 1 1
My = ( 1 -1 3 )

Determine los vectores de la base B'.

Solucion 1

a) Sea B={l+x,1—x,1+2—22} la base de Ry[X] cuyas imdgenes se definen en el enunciado.
La matriz de la aplicacion lineal T respecto de la base B y la candnica de R es:

2 0 2
A= ( 1 10 )
Resulta que la matriz de la aplicacion lineal T respecto de la base canonica de Ro[X] y de la
base candnica de R es:

M = AP

Donde P es la matriz de cambio de la base B a la base candnica de Ro[X]. Por tanto se conoce
P~ cuyas columnas son las coordenadas de los polinomios de la base B:

1 1 1 /2 1/2 1
Pl=[1 -1 1 —P=|1/2 —-1/2 0
0 0 -1 0 0 -1
/2 1/2 1
:M:(fgg) 1/2 —1/2 0 :(1(1)2)
0 0 -1

b) Para el cilculo de Ker(T) utilizaremos la matriz M :

(110) ZO 8
1:
10 1 o 0

Las ecuaciones implicitas del subespacio vectorial Ker(T) son:



Y las ecuaciones paramétricas son:

ayg = «
a = —a o €ER
ay = —«

De donde resulta que una base del subespacio vectorial Ker(T) es:
BKer(T) = {1 - = xz}

Resulta que la aplicacion T no es inyectiva.

Para el cilculo de Im(T) utilizamos la traspuesta de la matriz M :

M=

i

1
0 | ~I, = Im(T) = R?
1

Por tanto la aplicacion es suprayectiva pero no es biyectiva.

La base de Ry[X| que se debe hallar es:

B/ = {p17p27p3}7conp17p2,p3 S RQ[X]

p1 = ao+ a1z + axa?
Sean: { pa = byg+bix+bax?® a;b,c; €R
P3 o+ 1z + cox?

Del cambio de base de la candnica de Ro[X] a B’ resulta que:
M, = MQ

Donde Q es la matriz de cambio de base de la candnica de Ry[X] a la base B’ y cuyas columnas
son las coordenadas de los polinomios p1,p2,p3 que debemos hallar.

1101 1 1 1 1 of1 1 1
(M|M1)N(1011—1 3)”(0—101—2 2>

Resolviendo estos tres sistemas indeterminados obtenemos:

ag = 11—« bp = 1-0 co = 1—7n
ap = a acR;< b = 6 BeR;< ¢ = v ~v€eR
ay = « by = [B—-2 o = v+2

Al mismo tiempo los polinomios p1,p2,ps deben ser linealmente independientes para formar
una base de Ra[X] y por tanto se debe cumplir:

p1 l—-a « «
p2 |=|1-8 B B-2|~13
3 L=y v 7v+2

Resulta que 1 —a, 1 — 8 y 1 — v no se pueden anular ol mismo tiempo.
o #

B+~v—2a # 0 Considerando un caso particular

En el supuesto que 1 — a # 0 = {



que cumpla estas condiciones obtenemos una base de Ry[X] donde la amiriz de la aplicacion

T sea M1:
a= 0 p1 = 1
Para{ B= 1 =< pp= x—2?

Problema 2 En el espacio euclideo de (R3,-) se considera la aplicacion q : R — R3 cuya expresion en
la base candnica de R? es:
q(z,y,2) = 2+ 2y% + 22 4+ 20y — 2ayz

a) Calcule, utilizando el método de Gauss, los valores del parametro real o que hacen que la aplicacion
q sea un cuadrado escalar.

b) Sea B = {€31,¢é3,€3} una base de R? tal que el subespacio H =< é1,€3 > tenga el suplemento

ortogonal H+ =< €3 >. Calcule la proyeccion ortogonal del vector v = 2¢; + 3¢5 sobre el subespacio
H*.

Solucion 2 Problema comin con el grupo 3.

Problema 3 Calcule la matriz en la base candnica de R® de la simetria ortogonal de los vectores de R3
respecto del plano (H) : x4+ y+ 2z =0.

Solucion 3 Una base del plano dado es By = {v1 = (1,0,—1),v3 = (0,1,—1)}.
Buscamos un vector ortogonal al plano (H):

—

V3 -
V3 -

8 — 0 = (1,1,1)

S S

U_éJ_(H)<:>{

Formamos la base de R3: B = {vi = (1,0, —1), 703 =

—~

0,1, _1)>U_Z;) = (1a 1, 1)}

s —
7y

I‘(‘qri}:f![
(H) Nw)=v,
T@)=-v,

Figura 1: Las imagenes de los vectores de la base B

Calculamos la matriz de la simetria respecto de esta base que es la matriz cuyas columnas son las
coordenadas respecto de B de las imdgenes de los vectores de la base B:

1
Tl =([T@)]s [T@)]s [TW)s)=(ils [ [Es )= 8

Cambiando a la base candnica de R® obtenemos:

T)p, = P~'DP



Donde la matriz P~' es la matriz de cambio de la base candnica de R? a la base B y tiene por columnas
las coordenadas de los vectores v1,v3,v3 respecto de la candnica:

1 0 1 2/3 —1/3 -1/3 /3 —-2/3 —2/3
pP'=| 0 1 1 |=P=|-1/3 2/3 -1/3 | =[Tlg.=| —-2/3 1/3 -2/3
-1 -1 1 /3 1/3  1/3 -2/3 —2/3 1/3

Otra solucion seria trabajar con una base ortonormal en cuyo caso primero se ortogonaliza la base del
subespacio (H) aplicando el método de Gram Schmidi:

Consideramos wy = v1 y buscamos ws | w) tal que: v3 = aw) + we = o = 321’5712 = % =
= wy =03 —awi = (0,1,-1) - 5(1,0,-1) = (—3,1,—3)
Como tenemos v3 | H = v3 L w7 y v3 L wy Por tanto: B = {17, w,v3} es una base ortogonal de R3.

Normalizamos esta base: ||u || = /2, ||wz| = —‘é€||v'§,|| = /3. Obtenemos la base ortonormal de R3:
B ={7 1(10 1), € 1( 1,2 —1),€3 1(111)}
= = — ,U, — 76 = —(— s — 76 = — , L
V2 T V6 T3

La matriz de la simetria respecto de esta base B’ es:

[Tlp = ( [T(eD]lp [T(3)z [T(&)lz ) =(leils [l ez ) =

oo
o= o
o
I

Cambiando a la base candnica de R obtenemos la matriz de la simelria:
[T)p, = P"'DP

donde la matriz P~' es la matriz de cambio de la candnica de R? a la base B’ y tiene por columnas las
coordenadas de los vectores de B':

1/vV2 =16 1/V3
pPl= 0 2/V6  1/v/3
—1/v/2 —1/V6 1/V/3

Como la base candnica es una base ortonormal respecto del producto escalar habitual en R3, resulta que
la matriz P~ es una matriz ortogonal y su inversa es su traspuesta:

1/V2 0 —1/V2 1/3  —2/3 —2/3
P=rP Y = -1/v6 2/V6 -1/vV6 | = [T]g, =P 'DP=| -2/3 1/3 -2/3
1/v3 1/v3 1/V3 -2/3 -2/3 13

Problema 4 Una agencia de aviacion tiene su flota de aviones distribuida entre los aeropuertos de
Barcelona, Asturias y Valencia. De los aviones que el dia 1 de cada mes estin en Barcelona, el 1 del
siguiente mes sdlo estdn la mitad, un 20 % se va a Asturias y el resto a Valencia. De los aviones que estdn
el 1 de cada mes en Asturias, el 1 del mes siguiente un 20 % estard en Barcelona, un 40 % a Valencia
y el resto estard en Asturias. Andlogamente, de los aviones que habia en Valencia el 1 de cada mes, un
80 % regresard al mismo aeropuerto el 1 del mes siguiente, mientras que el resto se dirige a Barcelona.
Suponiendo que el nimero de barcos es constante:



a) Plantea de forma matricial la relacidon entre el nimero inicial de aviones en cada ciudad y el
numero de aviones que habrd en el mes n-ésimo.

b) Sabiendo que inicialmente la compania dispone de 210 aviones, encuenlre una situacion inicial
que haga que el nimero de aviones en cada ciudad permanezca constante con el paso de los meses.

¢) Suponiendo que inicialmente se dispone de 350 aviones en Barcelona, 500 en Asturias y 650 en
en Valencia, ;cudl seria la tendencia a largo plazo?

Solucion 4 Problema comun con los grupos 2 y 3.



