
ÁLGEBRA LINEAL TEORÍA. 4/2/2002

NOMBRE: No:
(1) (1.25 puntos)

(1.a) Decir, de forma razonada, cuáles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de IR4

E1 =
{
(x1,x2,x3,x4) ∈ IR4 / x1−3x4 = 2, x1− x3 = 0

}

E2 =
{
(x1,x2,x3,x4) ∈ IR4 / x1− x4 = 0, x2− x3 = 0

}

Cuando el conjunto sea subespacio vectorial, calcular la dimensión y una base del mismo y de un subespacio suplementario.

(1.b) Enunciar el teorema de la base incompleta.

(1.c) Demostrar que siV1,V2 ≤V , entoncesV1∩V2 ≤V . ¿EsV1∪V2 ≤V?. Demostrarlo o negarlo con un contraejemplo.

(1.a)E1 no es un subespacio porque no contiene al vector nulo.

E2 si es un subespacio vectorial, ya que cumple la caracterización de subespacio

∀�u,�v ∈ E2 y ∀α ,β ∈ IR : α�u+β�v ∈ E2

Veámoslo:

Sean�u = (x1,x2,x3,x4),�v = (y1,y2,y3,y4) ∈ E2 y α ,β ∈ IR, entonces

α�u+β�v = α (x1,x2,x3,x4)+β (y1,y2,y3,y4)

y comox1− x4 = 0, x2− x3 = 0 ey1− y4 = 0, y2− y3 = 0, se tiene

α�u+β�v = α (x1,x2,x2,x1)+β (y1,y2,y2,y1) =

= (α x1 +βy1,α x2 +βy2,α x2 +βy2,α x1 +βy1)

que verifica las ecuaciones del conjuntoE2 (primera y cuarta coordenadas iguales y segunda y tercera coordenadas iguiales), por
tantoE2 ≤ IR4.

Puesto queE2 está definido por dos ecuaciones implícitas y es un subespacio de IR4, su dimensión será dos. Ya que los vectores
deE2 son del tipo(x1,x2,x2,x1), una base puede ser

{(1,0,1,0) ,(0,1,0,1)}

Para calcular una base de un suplementario deE2, utilizaremos el teorema de la base incompleta y buscaremos dos vectores de
IR4 linealmente independientes de los de la base deE2. Una base de un suplementario puede ser

{(0,0,1,0) ,(0,0,0,1)}

(1.b) Teorema de la base incompleta: SeaV1 ≤V con dimV1 = p. Todo sistema dek vectores deV1 linealmente independiente, se puede
completar conp− k vectores deV1 hasta formar una base deV .

(1.c) Veamos que siV1,V2 ≤V , entoncesV1∩V2 ≤V . Para ello debemos probar que

∀�u,�v ∈V1∩V2, ∀α ,β ∈ IK : α�u+β�v ∈V1∩V2

Sean�u,�v ∈V1∩V2 →




�u,�v ∈V1

∧
�u,�v ∈V2

1→




α�u+β�v ∈V1

∧
α�u+β�v ∈V2

→ α�u+β�v ∈V1∩V2

1 PorqueV1,V2 ≤V

V1∪V2 ≤V es falso. Veámoslo con un contraejemplo:

SeanV1 =
{
(x,y) ∈ IR2 / x = y

}
y V2 =

{
(x,y) ∈ IR2 / x = 0

}
dos subespacios vectoriales de IR2.

V1∪V2 =
{
(x,y) ∈ IR2 / (x,y) ∈V1 o(x,y) ∈V2

}

Sean(1,1) y (0,2) dos elementos deV1∪V2 y α = β = 1 dos escalares de IR

α (1,1)+β (0,2) = (1,3) /∈V1∪V2

ya que(1,3) /∈V1 y (1,3) /∈V2.
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