ALGEBRA LINEAL PROBLEMAS. 14/6,/2002
Problema 2 (1.25 puntos) Sean

5 =3 -3 5 =5 =3
A= 2 0 -2 G=| -5 6 2
2 zz 0 -3 2 3

las matrices asociadas a un endomorfismo T y a un producto escalar en la base candnica, respectivamente. Se pide:

(

a) Calcular los valores de © par los que T es un operador simétrico.
(b) Calcular el polinomio caracteristico de T'.

(¢) Encontrar una base ortonormal de vectores propios de T.

SOLUCION:
(a) Para que T sea simétrico debe cumplirse que la matriz GA sea simétrica:

9 —-15-3x -5

GA=1| -9 1542z 3
-5 943z 5
Para que sea simétrica debe verificarse —15 — 3z = —9, 9 + 3x = 3 de donde & = —2 es la uUnica solucién.
(b) Célculo del polinomio caracteristico:
5-2 -3 -3 2—-2 -3 -3 2-2 -3 =3
det 2 A =2 | =det| 2—X =X =2 | =det 0 33— 1 =(2-XN*1-X
2 -2 =) 0 -2 =) 0 -2 =

(c) Los subespacios propios de un operador simétrico son ortogonales entre si, asi calculando una base ortogonal de cada uno
de ellos, obtendremos una base ortogonal del espacio total. Tras esto sélo deberemos dividir cada vector por su longitud y

tendremos resuelto el apartado:
S(1) =ker(A — 1)

4 -3 -3 x 0 3.0
2 —1 -2 vy =10 |= 2
2 -2 -1 P 0 y— 2=
de donde S(1) =< (3,2,2) >.
S(2) = ker(A4 —2I)
3 -3 -3 T 0
2 -2 -2 y |=10]|=2{2z-y—2=0
2 -2 =2 z 0

El espacio es de dimensién 2. Un vector de la base puede ser: (1,1,0). Para calcular el segundo vector vamos a calcular un
vector que cumpla la ecuacién anterior, para asegurar que esta en el subespacio, y ademds que sea ortogonal al que hemos
seleccionado, es decir que cumpla también la ecuacién:

5 -5 -3 x
(L,LLoO)| -5 6 2 y | =0-2y—2=0
-3 2 3 z

Y el otro vector puede ser (2,1, 1)
Una base ortogonal de vectores propios seria:

B={(3,2,2),(1,1,0),(2,1,1)}

Calculemos las longitudes:

5 -5 -3 3
1(3,2,2)>=(3,2,2) [ -5 6 2 2 | =1

-3 2 3 2

5 -5 -3 1
I(1,1,0)*=(1,1,0) [ -5 6 2 1 ]=1

-3 2 3 0

5 -5 -3 2
(2,1, D)*=2,1,1)[ -5 6 2 1 ]=1

-3 2 3 1

y la base B es ortonormal.



