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1. Ejercicios

Ejercicio 1 EnR?, referido a la base canonica, se consideran los vectifes (1,—1) y U, = (2,3). Un endomorfismo
deR?, T los transforma en los vectorgs= (—2,1) y V» = (3, —1) respectivamente. Se pide:

a) Matriz asociadaa T en la baddi, U} deRR?
b) Matriz asociada a T en la bag@,v,} deR?

c) A la vista de los resultados anteriores ¢se puede asegyrarlas matrices asociadas a una transformacion
regular lineal en una base cualquiera y en su transformadvoigoales? ¢ por qué?

Ejercicio 2 EnR3 se define el endomorfismo T por las ecuaciones Yo + X3; Yo = X1 + X3; Y3 = X1 + Xo. Probar que
U = {(X1,%2,%3) ER3 / X3 +X2 +x3 =0} y % = {(X1,%2,%3) € R® / X1 = Xo = X3} son subespacios suplementarios y
cumplen T%) C %. Elijase, en caso de que sea posible es posible, una baké die forma que la matriz asociadaa T
en dicha base sea diagonal.

Ejercicio 3 Se considera un endomorfismo TRRfedel que se conoce:

1. Un vector propio asociado al valor propio 1 es el (1,1,0,-1
2. Un vector propio asociado al valor propio 2 es el (0,1,0,0)
3. Lasimagenes d@®,1,1,1) y (0,—1,1,2) son respectivament®,4,—1,2) y (0,0,—2,3).
Se pide:
a) Matriz asociadaa T en la base canonica.
b) Dar unabase dkerT.
c) Ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacigéna
d) Polinomio caracteristico.
Ejercicio 4 Dada una bas€&,8&,,8;,8} de R*, se considera el endomorfismo T que admite como vectoregprop
Vi=8 +6& +8+8, V=8 +8+8&, V3=8+E+8 yVs =28 +8&+E&s, asociados a valores propios distintos. Hallar
la matriz del endomorfismo T en la bals®, &,&;,€,} sabiendo que T2&; + & + 38; + 48;) = 661 + 5& + 9&; + 88;.
Ejercicio 5 EnR3[x] se define la aplicacion T por (B + bx2 + cx+d) = dx3 + cx + bx+ a.

a) Probar que T es un endomorfismo.
b) Determinar la matriz de T en la baga, x,x?,x%}.

¢) Hallar una base donde la matriz asociada a T sea diagonedlgular dicha matriz.

Ejercicio 6 Diagonalizar las matrices:

cay (122y (o7oey (P L b
a) < 1 4 ); b) 21 -2 ]; 0 -1 4 0]; d 1 -1 1 -1
2 2 -3 2 -2 1 -1 -1 1

Ejercicio 7 Calcular la potencia n-ésima de

011
A= 1 0 1
110
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Ejercicio 8 Sea el subespacio dé>(R)

(3G D)

en el que se define el endomorfismo T como sigue

_ a b+c _ 0 2b+c
A_<—b+c a> ~ T(A)_(—2b+c 0 )

a) Hallar la matriz asociada a T respecto de las tres matridadas.
b) HallarkerT y T(E).

¢) Calcular una base de E en la cual la matriz asociada seaatiad

Ejercicio 9 En el espacio vectorialZn(R), se define la aplicacion T.Z,(R) — .#y(R) tal que T(A) = %(A+ A, VAe
An(R). Se pide:

a) Demostrar que T es un endomorfismo4g(R). CalcularkerT .

b) Compruébese que T es una proyeccion.

¢) En el caso r= 2, calcular la matriz asociada a T en la base canonicadg(R) y estudiar su diagonalizacion,
dando, si es posible, la base d#,(R) en la cual la matriz asociada a T sea diagonal.

Ejercicio 10 Supongamos que hay tres centros principales de camioneg§@m ®@alencia y Salamanca. Cada semana

la mitad de los camiones que estan en Valencia y en Salamamca Gijon, la otra mitad permanece donde esta, y de
los camiones de Gijén la mitad se va a Valencia y la mitad a18afeca. Exprésese en términos matriciales problema
de célculo del nimero de camiones que se encuentran en lanseman cada ciudad (sin resolver). Sabiendo que
inicialmente en Gijén hag00camiones, calculese el nimero de camiones que debe halgeradmente en Salamanca

y en Valencia para que el nimero de camiones de cada ciudag modifique con el paso de las semanas.

Ejercicio 11 Supongamos que hay una epidemia en la que cada mes enferntadadanlos individuos que estan sanos
y muere la cuarta parte de los que estan enfermos. Encuéntregstado inicial que haga que el nimero de sanos, el
nimero de enfermos y el nUmero de muertos no cambie, supordere el nimero total de individuos es 100000.

Ejercicio 12 Revisando los donativos de una cierta sociedad se obsewal®0% de las personas que contribuyeron
en un cierto afio contribuiran también al afio siguiente, y gl80% de los que no contribuyen en ese afio si lo haran
al afio siguiente ¢ Cuantos miembros contribuirdn a largazplai la sociedad esta compuesta por 5000 miembros y
originalmente contribuyen todos?

Ejercicio 13 Un conjunto de puntos” R3 con ke N — {0} se mueven en el espacio, en tiempo discreto, de forma que
la relacion entre la posicidn deen la etapa n y en la etapa-nl viene dada por las ecuaciones.

Ko kyk 4
= 3% 341
_ ke Lk 5
Yio= et aVaat s

Z = A
donde(xﬁ,yﬁ, zﬁ) representan las coordenadas del puni@R la n-ésima etapa. Se pide:

1. Dar la posicion del puntogen la etapa n en funcion de su posicion inicig, y§, z5).

2. Dar todos los valores de k que hagan que existan posicimi@ales para las cuales el puntg Permanezca
siempre en la misma posicion. ¢, Cuales serian dichas possimiciales?
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3. Llamando X a las coordenadas del puntq Bn la etapa n, calcilese los valores de R — {0} para los que
l!im Xf'f tenga las tres coordenadas finitas. Para cada valor de k otitepexisten posiciones iniciales para que

dicho limite sed—2,1,1)?

Ejercicio 14 Un punto se mueve en el espacio en tiempo discreto de forma gelacion entre su posicion en el instante
n+ 1y la que tenia en el instante n viene dada por las ecuaciones:

X1 = %Xn + 3yn
Y1 = %3M — 2yn
Zny1 = —6X —6yn— 32

donde(xn, ¥n, zn) representan las coordenadas del moévil en la n-ésima trégnsiSe pide:

a) Demostrar que si la posicion inicial del mdyio, yo,zp) esta situado sobre el plano de ecuacion x= 0, la
posicion final(xn, yn,zn), cuando n crece indefinidamente, coincide con el origen dedemadas.

b) Demostrar que si la posicién inicial del moyiy, yo, o) esté situada sobre la recta de ecuacié@: % = 721, el
moévil ocupa siempre dicha posicion inicial.

Ejercicio 15 EnR? referido a la basez = {&1,8,8} se considera el endomorfisma R3 — R3 del que se sabe:

= El subespacio propio asociado al valor propio= 2 es el plano x+x; =0
s T(V) =W, siendo/= (3,2,1), w= (6,4,7).
Se pide:

a) Calcular la matriz asociadaa T en la basg

b) ¢Es T un automorfismo?

. : . X3 Xp X
c) Calculese laimagen del subespacio de ecuame:fles 72 = Tg

d) Demuéstrese que T no es diagonalizable.

Ejercicio 16 Se considera eR? el producto escalar: R® x R® — R: si V= (x1,X2,X3), W= (y1,Y2,y3) € R3
VW= 3X1Yy1 + X1Y3 + X2Y2 + X3y1 + X3Y3
(coordenadas respecto de la bage= {&,&,&}). Se define eR? el operador T cuya matriz asociada en esta base es

2 00
A= 0 2 O
2 0 4

a) ¢Es simétrico el operador T?
b) Si es posible, encontrar una base ortonormaRdeformada por vectores propios de T.
Ejercicio 17 En el espacio euch’deﬁRe’, ) con el producto escalar asociado al cuadrado escalar:

(X,Y,2)% = 26 + 2xy+ 2Xz+ 2y + 2yz+ 27

se considera el endomorfismo R — R3 definido como sigue:

T(Xy,2) = | 3x— +Z—}X+§ —}zx+} +zz
Y,2) = YT2Z =X+ 5y = 52X+ oY+ 5
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a) Demuestre que T es un operador simétrico

b) Calcule una base ortonormal que diagonalice T

Ejercicio 18 Calcular los valores de @ € Z para los cuales el operador d&* cuya matriz asociada en la base canénica
es

1 5 2
A=| -2 -9 -3
1 2 0

es simétrico para el producto cuyo cuadrado escalapeg z)? = (1+ a?)x? + 2a%y? + 322 + 2xy — 4bxz

Ejercicio 19 SeaT: R? — R? un operador ortogonal tal que(IL,0) = (1,—1), T(0,1) = (2, —1). Sabiendo qug(1,0)|| =
V2, calcllese la matriz del producto escalar en la base cargnic

Ejercicio 20 En elR-espacio vectoriaR? se considera la bas#; = {U; = (—1,0,1),t, = (1,0,—-2),03 = (0,1,0)} la
base candnicas. y el producto escalar para el que la base’, es ortogonal y ademdgi; || = 1, ||Uo|| = 2, ||Uz]| = 3.
Se pide:

a) Hallar la matriz G del producto escalarespecto de la bas#.

b) Dado el operador T del espacio euclid(dbg, ) definido por &) = —38;+4&;, T (&) = —&yT(&) = —28 +
383, indicar razonadamente si T es un operador ortogonal o no.

Ejercicio 21 EnR2 espacio euclideo, con el producto escalar habitual, seidens T: R® — R3 que en la base candnica
tiene asociada la matriz

2 1
3 5
2
2 o o
A=1 3
1 2
S % o
3 5

¢es T un operador ortogonal?

Ejercicio 22 Encuentre en la base canonica &8 la matriz asociada a la simetria ortogonal con respecto adata
2x—y=0

Ejercicio 23 Sea E un espacio euclideo de dimen&da base ortonormal8 = {&,,&,&} y f: E — E el endomorfismo
gue cumple:

3f(61) =26, - 26, + &, 3f (&) = a& + & — 28, 3f (&) = Be1+ yex + 263

Haéllesea, By y de manera que f sea un operador ortogonal. Calculese la mdéif en la bases.

Ejercicio 24 Sea T el operador que a un vectori2 le asigna su simétrico respecto del plaho+y+z= 0, calctlese
la matriz asociada a T en la base candnica.

Ejercicio 25 EnR3 se considera el operador que en la base canonica tiene asatiamatriz:

Clasifique el operadory describa y de sus elementos caratitas.
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L LT
Ejercicio 26 Calcule el operador ortogonal T d&3 que a un vectov le hace corresponder el glrad? respecto de la
recta x=y = z en sentido antihorario visto desde el pufitol, 1)

Ejercicio 27 Determine las ecuaciones de la simetriaRferespecto dé(2,1,1))*"

Ejercicio 28 Describa el operador T R? — R? con matriz asociada en la base candnica

V2 VB V2 6
"1 a4t
Al v e VB V2

44 4 2

Describa sus elementos caracteristicos.

Ejercicio 29 En RS2 calcula el endomorfismo G que a cada vector le asigna su girasjpecto de la rectaxy = z= x
un angulo deé en sentido antihorario visto desde el puiitel, 0, —1). Calcula la matriz asociada en la base candnica.
Calcula el vector T1,3,5).

Ejercicio 30 Dado el endomorfismo d&* cuya matriz asociada en la base candnica es

V3 V2 V6
3 3 6
M—| VB V2 V6
3 3 6
V3, V6
3 3

Clasificalo, calcula sus elementos principales y destwigeométricamente.

2. Cuestiones

Cuestion 1 Sea T un endomorfismo deKr-espacio vectorial V. Probar que el conjunto de vectards V que verifican
T (V) =V, constituyen un subespacio vectorial de E. Calcular lamseccion de dicho subespacio con el nicleode T.

Cuestion 2 Caractericese en una base la matriz de un endomorfisnit¥ dgie tenga por niicleo y por imagen el mismo
subespacio.

Cuestion 3 Sea T un endomorfismo definido sobre el espacio vectorialdbaPique siA es valor propio de T, entonces
AP lo es del endomorfismoPTy que si T es inyectivo, T tiene por valores propios los inversos de los valores prepio
deT.

Cuestion 4 Sean Ty T, dos endomorfismos definidos sobre el mismo espacio vealerdimension finita, V y tales que
Ty es biyectivo. ¢ Tienen ¥ T, y T, o T; los mismos valores propios? Razénese la respuesta.

Cuestion 5 Sea E un espacio euclideo tal que en una cierta Hases, ..., &} el producto escalar tiene asociada la
matriz G. Determinar la transformacion ortogonal: E — E que cumple ¥+ T =0.

Cuestion 6 Demuestre o niegue con un contraejemplo las afirmacionesesites:

a) Si A es una matriz ortogonalnn, entonces rgA) < n
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b) Si A es diagonalizable,¥ es valor propio de A, entonceimS(A) =1
c) detfA) #£0

d) Si A es una matriz de ordernxm, V es un vector propio suyo asociadd ay W es otro vector propio asociado a
a, entonce§ + W es un vector propio asociadola+ a.

Cuestion 7 SeaV un espacio vectorial de dimension nyf— V un endomorfismo diagonalizableg/= {U, Uy, ..., Un}
una base de vectores propios de f. LlamaddeU; + Uz + - - - + Un, compruébese que los vectores:

& =0, &= f(U), &= f(f(1) = (1), &= F(F(f(0) = 1), ..., &= 1"(0)

forman una base de V.
Cuestion 8 EnR? calcula la expresion de la simetria respecto de la rectamx.

Cuestion 9 Caractericese la matriz de un endomorfism®deue tiene por imagen el subespacio de ecuaciépx +
x3 = 0y por nlcleo x = X = x3, puede darse esta en una base cualquiera, especificandséaLtidizada.

Cuestion 10 Calculese respecto de la base candnicakdela matriz de un endomorfismo cuyo nicleo esta engendrado
por (1,2,-1) y cuyo subespacio imagen esta engendrado phi0J0) = (2,1,1) y T(0,1,0) = (3,0, —1).

Cuestion 11 EnR3, caracterice la matriz de un endomorfismo que deja invagdms subespacios de ecuaciongs>0
yX =X =0.

Cuestion 12 Sea Ac .Zn«n(R) antisimétrica. Prueba que el Unico valor propio que puechetess el.
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