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EDP lineales con coeficientes constantes EDP lineales con coeficientes constantes

Edp lineales con coeficientes constantes Modelos basicos

@ la ecuacion de Laplace (eliptica)

0%u 0%u 0%u
A— B C—
axz(x7.y)+ axay(xv.y)—‘f_ ayz(x7y)+ uxx(X7_y)+uyy(X,y):0
0 0
+D8—Z(x,y) + Ea—;(x,y) + Fu(x,y) = f(x,y) e la ecuacion del calor (parabédlica)
Estas ecuaciones se clasifican en ue(x, t) — kuw(x,t) =0

o elipticas: si B> —4AC < 0
e parabdlicas: si B2 — 4AC =0
e hiperbdlicas: si B> — 4AC > 0 urt(x, t) — cuxx(x,t) =0

@ la ecuacién de ondas (hiperbdlica)
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La ecuacién de Laplace La ecuacién de Laplace

La ecuacion de Laplace. Resolucién

UXX(Xay)+UYY(X7y):O (1)
Separacién de variables: buscamos una solucién de la forma 3X € R tal que se verifiquen las dos ecuaciones diferenciales
ordinarias
u(x,y) = X(x) - Y(y) (2) X"(x) + AX(x) =0 (3)
" _
Sustituyendo en la ecuacién (1) se obtiene la relacién Yiy) = AY(y) =0 (4)
X"(x) _ Y"(y)
X(x)  Y(y)

La ecuacién de Laplace La ecuacién de Laplace

Soluciones Soluciones

o \—=0 — X(x)=ax+b o A=0—1x,y, xy
- Y(y)=cy+d Vo X
o 5014 € Y cos(v/Ax), eV cos(v/Ax),
o A>0 { X(x) = acos(vAx) + bsen(v/x) e/ sen(Vx), e~V sen(v/Ax),
Y(y) = ce VW + deVV o /"M cos(v/Zhy), eV cos(v/—hy),
o A< 0— { X(x) = aeV™ 4 bemV A eV Msen(v/=Ay), e V"M sen(v—=Ay),
Y (y) = ccos(v/—Ay) + dsen(v/—Ay)

Combinaciones lineales de estas funciones verifican la ecuacién de
donde a, b, c y d son constantes arbitrarias. Laplace
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La ecuacién de Laplace La ecuacién de Laplace

Uso de series de Fourier Solucién

Sea D =1[0,1] x [0,1] y fo, f1, 80, g1 funciones definidas en [0, 1].
Consideramos el problema Supondremos en primer lugar que f; = go = g1 = 0.

o Buscamos X solucién de
Uxx(X:Y)+“yy(XaY):07 (X,}/) ED (5)
X"(x)+AX(x)=0 x¢€(0,1) (10)
con las condiciones de contorno
con las condiciones de contorno

U(X,O) = fb(X)7 X € [07 1] (6)

u(x,1) = fi(x), x€[0,1] (7) X(0)=X(1)=0 (11)
u(0,y) =goly), y€l0,1] (8) X(x) =0 Vx € [0,1] es solucién

u(l,y) =gaiy), y€[0,1] (9)

La ecuacién de Laplace La ecuacién de Laplace

Solucién Solucién

_ ' Buscamos Y(y)
SiA=06siA<0, X=0
Para el caso A > 0 Y'(y) — n*7?Y(y) =0, y€(0,1) (14)
P (12)

y la solucién es, para cada n=1,2,... Y(1)=0 (15)

Se obtiene como solucién
Xn(x) = apsen(mnx) (13)
Yn(y) = bpsenh(nm(1 —y)) (16)
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La ecuacién de Laplace
La ecuacién del calor

Solucién La ecuacién del calor

Entonces, las funciones

un(x,y) = sen(nmx) - senh(nm(1 — y)) (17)
ur(x, t) — kus(x,t) = F(x,t), 0<x <L, t>0
son solucién de (5), (7), (8) y (9).

La funcién u(x,y) = 3%, ¢, - un(x, y) es una solucién formal. u(x,0) = uo(x), 0<x <L

Imponemos la condicién contorno (6) Au(0, t) + Buy (0, 1) = Up(t), t >0
o0 Au(L,t) + Buy(L,t) = Usi(t), t >0
Z ¢n - sen(nmx) - senh(nm) = fo(x) (18)
n=1 F=0 U=0U=0k=1A=C=0,B=D=1.

¢y - senh(n) son los coeficientes de Fourier de fy en el intervalo
[0,1] en serie de senos.
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La ecuacién del calor La ecuacién del calor

Problema Separacion de variables

u(x, t) = X(x) - T(t)
up(x,t) — ux(x,t) =0, 0 <x <L, t>0

u(x,0) = up(x), 0<x<L
u(0,t) =0, t >0
u(L,t)=0, t>0

)

) X"(x) _T'(t) _ { X"(x) 4+ AX(x) =0
) X(x) T(t) T'(t)+AT(t)=0
)

X' (x)+AX(x)=0,0<x< L (23)
X'(0) = X'(L) = 0, (24)
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La ecuacién del calor La ecuacién del calor

Solucién Solucién

Tn(t) = bne_ L2 (28)
X(x) = acos(V/Ax) + bsen(v/Ax)
Condiciones de contorno Un(x, £) = cn cos (B) . e_% (29)
nm? L
Ap = B (25) o
u(x, t) = Z Cn - Un(X, t) (30)
nmx n=1
Xn(x) = ancos (—) (26)
! ! L Condicién inicial
/ _ 0o
T/(£) + AT(t) = 0 (27) " ¢, cos (”TX) = uo(x) (31)
n=1

La ecuacién de ondas La ecuacién de ondas

La ecuacién de ondas Problema

ue(x,t) — cux(x, t) = F(x,t), 0<x< L, t>0
u(x,0) = to(x), 0 < x < L U (X, t) — e (x, ) =0, 0 < x < L, t>0
ur(x,0) = u(x), 0<x <L
Au(0,t) + Buy(0,t) = Up(t), t >0
Cu(L,t) 4+ Duy(L,t) = Ui(t), t >0

F=0 U=0U=0,c=1A=C=1B=D=0.

u(x,0) = up(x), 0<x<L
ur(x,0) = u(x), 0<x<L

u(0,t) =u(L,t)=0, t >0
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La ecuacién de ondas La ecuacién de ondas

Separacion de variables Solucién

n2772
U(X, t) = X(X) : T(t) An = —T (38)
X'(x) T _ { X"(x) = AX(x) = 0 X,() = ansen (71 (39)
X(x) T(t) T"(t) —AT(t)=0
T'(t) = AT(t)=0 (40)
X"(x) = AX(x)=0,0<x< L (36)
X'(0) = X'(L) =0, (37) To(t) = cpcos (”%f) + dpsen (”%t) (41)
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La ecuacién de ondas La ecuacién de ondas

Solucién Condiciones iniciales

Buscamos entonces u

u(x, t) = ,,i_.él Cn - un(x, t) (42) ni_o:l ap - sen (MTTX> = up(x) (43)
siendo 3 b,,%T - sen (M—X> = u1(x) (44)

(t) = (a cos (nit> + by, sen (E)) sen (B) n=1
Hnlt) =\ an L n L L
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