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Singularidades aisladas Singularidades aisladas

Funciones periédicas Algunas funciones periddicas

f : R — R es una funcién periddica si existe T € R tal que Ejemplo 8.1

F(t+kT) = f(t) Vk € Z,VtER. Las funciones sen(t) y cos(t) son funciones periédicas de periodo
Llamaremos periodo fundamental al menor valor T > 0 que cumple T Ly e

la relacién anterior.

Para dar una medida del nL’imero de repeticiones por unidad de t se Ejemploa:2

define la frecuencia como 7Y si queremos la medida del nimero . o . o
de repeticiones por ‘vuelta’, se utiliza el concepto de frecuencia SineiGuEsch G eneriHicaldaipE ionapundmen DV
2 y frecuencia angular \, al valor A se le llama amplitud, y a ¢ se le

angular w = - llama fase.
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Singularidades aisladas Singularidades aisladas

Restriccién de la funcion periddica a su intervalo
fundamental

Desarrollo en serie de Fourier

Buscamos expresar una funcién de periodo T y frecuencia angular
21

w = — como suma de una serie del tipo: . . _
T Sea f : R — R una funcién periédica de periodo T. Por la

0 periodicidad, es suficiente trabajar en un intervalo cualquiera de
F(t) = Ao + Z (an cos (nwt) + by sen (nwt)) (1) longitud T, aunque por simplicidad en las propiedades suele
n=t T T
. . . : tomarse el intervalo |——, —
Nos preguntamos jcémo debe ser f para que exista dicha serie? 272
icémo calcular los coeficientes Ag, an, bn?
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Relaciones de Euler Calculo de los coeficientes

T/2 i — (0 sim #n, ) Para calcular los coeficientes multiplicamos la igualdad (?7) por
/_T/2 cos(nwt) - cos(mwt) dt = i;— s m=n. (2) cos(mwt) e integramos en el intervalo fundamental.
( i T/2
T/2 0 sim#n,
/ sen(nwt) -sen(mwt)dt =< T (3) T / T/2 (7)
-T/2 E SI m=n.

sen(nt) - cos(mt) dt = 0 (4) T/2
~T/2

/T/2 am T/T/2 (t) cos(mwt) dt (8)

Si ahora multiplicamos (1) por sen(mwt) e integramos, obtenemos

T/2 i
/ cos(nt) dt = {9,_ s! " f 8, () T/2
/2 shn= b / ) sen(mwt) dt 9)
T/2 T T/2
/ sen(nt) dt = 0. (6)
—T)2

Marisa Serrano, José Angel Huidobro Tema 8: Series de Fourier Marisa Serrano, José Angel Huidobro Tema 8: Series de Fourier



Singularidades aisladas

Singularidades aisladas

Serie de Fourier

Definicién 8.1

Dada f : [—I, I] — R, se llama serie de Fourier de f en el Suponemos que f es tal que las integrales que aparecen en (?7) y
%- %- (77) existen. Esto sucede, por ejemplo, si f es continua a trozos en
intervalo | ——, —] a la serie T T
2° 2 5y
0o Suele escribirse
5" Z ap cos(nwt) + b, sen(nwt)) (10) o
a0
n=1 f(t) ~ =+ an cos(nwt) + b, sen(nwt 13
o (0~ 3+ S lancos(non) + bysn(oot) (13
an T/ f(t) cos(nwt) dt (11)
T/2
) sen(nwt) dt 12
T / T/2 ) (12)
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Ejemplos

Ejemplos

Ejemplo 8.3
Halle la serie de Fourier de la funcién Ejemplo 8.4

Halle la serie de Fourier de f(t) =t, t € (—m, ).
F(t) = {—1 si—m <t<0,

1 si0<t<7. Ejemplo 8.5

. . _ 2
Es frecuente escribir la funcién f en la forma Halle la serie de Fourier de f(t) = t*, t € (—m, ).
F(t) = -1 si—7<t<O, Ejemplo 8.6
|1 sio<t<w. Halle la serie de Fourier de f(t) = |t|, t € (—m, 7).

quedando sin precisar el valor de f en el punto 0.
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Funciones pares e impares

Proposicion 8.1

Sea f : (——, —) — R y sea su serie de Fourier:

a0

2
n=1

(a) Si f es par, paran=0,1,2---,

+ ) (ancos (nwt) + by sen (nwt))

-
= / F(t)cos(nwt)dt,  bp=0 (14)
T Jo
(b) Si f es impar, paran=0,1,2---,

i
=0,  by= ; / ) ses) (15)
0
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Teorema de los residuos

Extensién par de f

Definicién 8.2

Sea f: [0, T] — R wuna funcién, llamaremos su extension periédica
par a la funcién F: R — R par y periédica de periodo 2T definida
como sigue:

f(t) 0<t<T
F(t):{ fl—t) —T<t<0
F(t+2T) = £(t)

Teorema de los residuos

Buscamos desarrollar una funcién f : [0, T] — R en serie
trigonométrica en la que s6lo aparezcan senos o cosenos, es decir,
buscamos un desarrollo como sigue:

F(t) ~ % + 3 apcos(nwt),  F(t) ~ Y bpsen(nwt)
n=1 n=1
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Teorema de los residuos

Serie en cosenos

Si f satisface las condiciones de Diritchlet en [0, T], también las
cumple F en [T, T], y podemos realizar el desarrollo de Fourier,
que, al ser F es una funcién par, verificard b, = 0, por lo que
obtenemos que, si t € [0, T]

[e.e]
ao nmt
f ~ — n (7)
(t) > +nE:1a cos |

2 T nmt
ap = 7[) f(t) cos (?) dt

Al desarrollo obtenido se le denomina desarrollo en serie de Fourier
de cosenos.

donde
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Extension impar de Serie en senos

Si f satisface las condiciones de Diritchlet en [0, T], también las
cumple G en [—T, T], y podemos realizar el desarrollo de Fourier,

Definicién 8.3 que, y dado que G es una funcién impar, verificara b, = 0, por lo
Sea f: [0, T] — R wuna funcién, llamaremos su extension periédica que obtenemos que, si t € [0, T]
impar a la funcién G: R — R par y periédica de periodo 2T -
0 g S nmt
definida como sigue: F(t) ~ Z b, sen (?)
=1
6l = f(t) 0<t<T !
| —f(-t) -T<t<O0 donde
2 (T nmt
G(t +2T) = f(t) by = f/ £() sen (7) dt
T Jo T
Al desarrollo obtenido se le denomina desarrollo en serie de Fourier
de senos.

Teorema de los residuos

Teorema de los residuos

Linealidad

Ejemplo 8.7

Se considera la funcion f(t) = t definida en el intervalo [0, 4],
obtener un desarrollo en serie de cosenos y un desarrollo en serie de

0 > . o . cuyos
senos. Dibuja las graficas de las extensiones periédicas par e impar 2 ) 4
de la funcién f en el intervalo [—12,12] coeficientes de Fourier son ay,, by, y a,, b;,. Se verifica entonces

que, VA, u € C los coeficientes de la serie de Fourier de \f + ug
son a, = \a), + pal y by = \bj, + pbll.

Proposicion 8.2

\'
[~

Sean f y g dos funciones definidas en el intervalo (—5,
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Teorema de los residuos

Condiciones de Dirichlet

Teorema 8.1

T T
—= 5) — R acotada, tal que:

a) tiene un nimero finito de discontinuidades y existen los limites

Seaf:(

Ejemplo 8.8

Halle los coeficientes de la serie de Fourier de f(t) =t + t2,

T T
t e (—m,m). laterales V't € [—5, 5} y
b) tiene un niamero finito de maximos y minimos aislados.

La serie de Fourier de su extension periédica es convergente
vVt € R. Ademis,

@ sif es continua en t, la serie converge a f(t) y,

1
@ si f es discontinua en t la serie converge a 5 (F(tT)+f(t7)).
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Observaciones

Ejercicios

= TS o Las condiciones de Dirichlet, son condiciones suficientes de
m : . . : .
JEMP O convergencia de la serie de Fourier, no necesarias, por lo que

Estudie si las funciones siguientes verifican las condiciones de puede haber funciones que no las verifiquen cuya serie de
Dirichlet en el intervalo [—m, 7]: Fourier sea convergente.

1 1 1 @ Si la funcion f es periédica de periodo T, pueden estudiarse
f(t) = 3_¢ g(t) = sen (E> , h(t) =tsen (;) . las condiciones de Dirichlet para cualquier intervalo de la
forma [d — %, d+ %] donde d € R cualquiera.
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El fendmeno de Gibbs

@ Es habitual utilizar las series de Fourier para aproximar
funciones por un namero finito de sumandos.

@ En este sentido conviene observar que en torno a los puntos de
discontinuidad de la funcién la suma parcial de la serie posee
unas oscilaciones que no desaparecen si se aumenta el namero
de términos, esto es conocido como fenémeno de Gibs.
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Forma compleja Integracion de series de Fourier

Proposicion 8.4

Proposicion 8.3

T T Si f es una funcién que satisface las condiciones de Dirichlet en el
Sea f : {—57 5] —R. intervalo [—T /2, T /2] cuya serie de Fourier es

F(t) ~ i et — lim ’iv . eintw (16) f(x) ~ 04 i(an cos(wnx) + b, sen(wnx))

n=—o00 ! a N — oo n——N ! 2 n=1
1 (T)2 . Sity, t€[-T/2,T/2], t; < t, entonces:
donde c, = ?/ ) f(t)e ™ dt, Vn € Z,
. t B
Ademas, si a, y b, son los coeficientes de Fourier ﬁ f(x)dx = ?0( t—t1)+
i
ao an + ib, an — ib, Xt
Q=5 =" Cn= ,VneN (17) Zﬁ (an cos(wnx) + b, sen(wnx)) dx (18)
n=1""
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Nota

Si integramos:

t d (b "
f(x)dx = L > ( cos(nwt) + an sen(nwt)) Ejercicio 8.1
f 2 =1\ Wn wn Se considera la funcion f(t) = t?> en [, 7|. Integrando su serie de

1
Fourier halle la serie de Fourier de g(t) = §t3 — %t en [—m, ).

. —apty > —an b,
con A= > + Z (wn sen(wnty) + . cos(wnt1)> Pasando

n=1

apt . . . . .
- al primer miembro, queda la serie de Fourier de la funcién

t aot
0
g(t)= [ f(x)dx——-
t1 2
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Derivacion

Proposicion 8.5

Sea Tf s?a_tisface las condiciones de Dirichlet en el intervalo

3 y sea su serie de Fourier: Ejercicio 8.2

Verifique la proposicién anterior obteniendo la serie de Fourier de
f(t) = t derivando la serie de Fourier de la funcion f(t) = t2 en
[—7, 7.

™8

f(x) ~ % + ) (ancos(wnx) + by sen(wnx))

n=1

Si f es continua Vx € R y su derivada verifica las condiciones de

T T
Dirichlet en [_E’ E} , entonces la serie de Fourier de f' es

F'(x) ~ i(an cos(wnx) + by, sen(wnx))’

n=1
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