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Sucesiones y series

Ejemplos

Definicion 5.1
Sea {z,}, n € N, una sucesion de nimeros complejos. Se dice que
la sucesion converge a z € C si:

Ve>0dnp e N/ n>ng— |z, —z| <e¢
En este caso escribimos

limp—ozn =z

Toda sucesién convergente esta acotada.

Ejemplo 5.1
n(l+1)
n+1

Ejemplo 5.2

Pruebe, usando la definicién, que la sucesion z, = i" no es
convergente.

Ejemplo 5.3

.\ N
Pruebe que lim,_,, (é) =0

Pruebe que z, = converge a1+ 1.
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Sucesiones y series Sucesiones y series

Propiedades

Definicién 5.2

— Sea {z,} una sucesién en C y, para cada n € N, sea
Proposicién 5.1
Sp =21+ - -|- zp. Si la sucesion {s,} converge hacia s diremos

Sean {z,} y {wn} sucesiones en C que convergen a z y w

respectivamente. Se verifican: que la serie E Zp €s convergente y s = E Zn
/ n=1 n=1
Q limp oo (zn+wp) =z + w.
o0
Q limpoo (20 Wn) =z w. Si g z, es convergente, entonces lim,_, z, = 0.
Q@ Siw#0, lim,_ozp/wp =z/w. n=1
Se dice que E z, converge absolutamente si E |zn| es
n=1 n=1
convergente.

Sucesiones y series Sucesiones y series

Serie producto

Proposicién 5.2

Sean {zp} y {wn}, n=10,1,---, dos sucesiones tales que
o o oo

X /PN Zzn =z Z W, =wy Z |zn| es convergente.
Z by n=0 n=0 n=0

Demuestre que la serie

n=1 2
es convergente, y calcule su suma. Sic,= szw"_k’ n=0,1,.--, se verifica que
oo
Z Ch=2wW
n=0
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Sucesiones y series Sucesiones y series

Serie de funciones Convergencia uniforme

Definicién 5.3
Sea ACC, f,: A— C, n € N una sucesion de funciones y
f:A— C. Se dice que {f,} converge a f si, para cada z € A, se Se dice que {f,} converge uniformemente a f en A si:

verifica que
limp—oo fa(2) = f(2), Ve >0, 3ng € N / Vn > ng, |fh(z) —f(2)] <€ VzEA

es decir: En este caso ng no depende de z.
Vze A VYe>03ng eN / n>ng— |fh(z) = f(2)] <€

ng depende de z y de €. Es convergencia puntual.
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Sucesiones y series Sucesiones y series

Propiedades Propiedades

Proposicién 5.4

Proposicién 5.3
Sea A C C y una sucesion de funciones f, : A— C, n€N, y Sea y una trayectoria C' y sea v* su imagen. Sea {f,} una
f: A— C y supongamos que las funciones f, son continuas y que sucesion de funciones continuas que converge a f uniformemente
la sucesion {f,} converge uniformemente hacia f. Entonces f fo(2) dz = / f(2) dz

”

. . . sobre v*. Entonces Ifm,Hoo/
también es funcién continua en A.

v
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Sucesiones y series

Series de potencias

Propiedades Series de potencias

Proposicién 5.5

Llamaremos serie de potencias a la serie de funciones:
(o o]
Sea E M,, una serie de niimeros reales con M, > 0. Sea AC C y

oo
Z an(z—c¢)"
n=0

n=1

una sucesion de funciones f, : A — C, n € N, tales que donde a,y ¢ son nimeros complejos.

. . > Ejemplos de series de potencias son:
|fa(2)| < My, Vz € A. Entonces la serie de funciones Z i

n=0 0 0 (2_|_ I)n
[ n n
converge uniformemente en A. E z" g ———(z—-1)
n
n=0 n=0

Series de potencias Series de potencias

Radio de convergencia Consecuencias

{ap} sucesién de nimeros complejos, ¢ € C. Una de las siguientes
afirmaciones es cierta

o0
(1] an(z — ¢)" converge absolutamente Vz € C . : e
nz;) nl ) & Sea R el radio de convergencia de la serie Z an(z — ¢)". Entonces
o n=0
" bsolut te si S
Q@ JR =0 tal que Zan(z — ¢)" converge absolutamente si la funcién suma a(z) = Za,,(z —¢)" es continua en D(c, R).
n=0
n=0

|z —c| < Ry divergesi |z —c| > R.

R es el radio de convergencia de la serie y

o
0<r<R-— Z an(z — ¢)" converge uniformemente en D(c, r).
n=0
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Series de potencias

Consecuencias

Dado r > 0 supongamos que si |z — c| < r,
oo

a(z) =) an(z— )"y b(z) =D ba(z—c)"
n=0

n=0

n
y sea c,,:Zakb,,_k:aobn—i—albn,l—i—---—i—anbo, n=0,1,---.

k=0
Se verifica entonces que
o0
Z cn(z—c)"=a(z)-b(z),si|z—c|<r.
n=0
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Series de potencias

Propiedad

Series de potencias

Propiedad

Sea a, una sucesién de niimeros complejos tal que
limp—oosup +v/|an| = r. Entonces, el radio de convergencia de la
o

serie Zan(z —c)"esl/r,sir#0,y +oo,si r=0.
n=0
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Series de potencias

Ejemplos

Sea a, una sucesién de nimeros complejos tal que a, # 0 al menos
|an+1|

a partir de un cierto indice. Supongamos lim, . 2]
dn

o0
Entonces, el radio de convergencia de la serie Z an(z—c)" es
n=0
1/r,sir#0,y +oo,si r=0.

Ejemplo 5.4

0
Halle el radio de convergencia de la serie Z z" y pruebe que su
n=0
1 .
suma es — si |z| < 1.
(1-2)

Ejemplo 5.5

oo n
Halle el radio de convergencia y la suma de la serie Z ( 1 j_ ) :
i
n=0
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Series de potencias

Ejemplos

Ejemplo 5.6

/)

. . . z
Halle el radio de convergencia de la serie E —
n!

n=0

Ejemplo 5.7

|

Utilizando el ejemplo 4, exprese la funcion como suma de

Series de potencias

Ejercicios

Ejercicio 5.1

Halle los coeficientes a,, de una serie de potencias tal que
1 = . .
= Z anz" y calcule el radio de convergencia.
2z-1 £ S

Ejercicio 5.2

(1 - z)2 Halle los coeficientes a, de una serie de potencias tal que
o 1 = : : ,
una serie de potencias de la forma Z anz", para z € D(0,1). 271 = Z an(z —i)" y calcule el radio de convergencia.
n=0 n=0
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Series de potencias Series de potencias

Derivacién e integracion Consecuencia

Teorema 5.1

(Derivacién término a término) Sea una serie de potencias de radio
(e.o]

de convergencia R y sea f la funcion suma f(z) = Z an(z—c¢c)"
n=0

Entonces f es analitica en D(c, R) y su derivada es otra serie de

potencias cuyo radio también es R y que puede calcularse

derivando término a término:

f(z) =D nap(z—c)" ' = (1)
n=1
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Corolario

Sea f la suma de una serie de potencias centrada en un punto c y
sea R > 0 su radio de convergencia. Entonces f tiene derivadas de
todo orden en D(c, R). Ademds, los coeficientes verifican

_ (o)

n!

an ., n=0,1,---. (2)

Si f puede expresarse como suma de una serie de potencias en
torno a un punto c, los coeficientes de la serie son tnicos.
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Ejemplos Propiedad

Para z € D(c, R), sea f(z) la suma de una serie de potencias

Ejemplo 5.8

o0 n o0
Halle a derivada de f(z) = 3 % f(z) =Y an(z—c)"
n=0 n=0

E a5t y sea F una primitiva de f. Entonces, en la bola D(c, R), F puede

. . . desarrollarse como
Halle el radio de convergencia y la derivada de

3 5 2n+1 = (z—¢)"
zZ  zZ z" F(z) = F(c) + E ap_ 11—
1 -1
f2)=z—=+=+---+(-1)" ——©0 + ... (2) (c) n n
3! 5! (2n+1)! n=1
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Series de potencias

Ejemplos

Ejemplo 5.10

L en
(1+2)

Halle una serie de potencias cuya derivada sea f(z) =

D(0, 1).

Ejercicio 5.3

o0
Integrando la serie Z(—z)" pruebe que, si |z| < 1,
n=0
2

z Zn
logo(1+2z) =z — > 4ot (_1)n717

Ejercicio 5.4

Calcule una serie en potencias de z cuya suma sea logy,(1 + z)
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