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Limites y continuidad Limites y continuidad

Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados Ejemplos

Ejemplo 2.1

El conjunto D(0,1) es abierto. Cualquier bola abierta es un

B(a,e) ={z€C:|z—a| <€} = D(ae). conjunto abierto.
Dado A C C se dice que un punto a € C es interior a A si existe .
Ejemplo 2.2
un € > 0 tal que D(a,e) C A.
Un subconjunto A de C se dice que es abierto si todos sus puntos Los conjuntos D(a,e) = {z € C: |z — a| < ¢} son cerrados.
son interiores. :
Un subconjunto A se dice que es cerrado si su complementario Ejemplo 2.3
C\A={zeC: z¢C} es abierto. Los conjuntos C y () son simultdneamente abiertos y cerrados.

Ejemplo 2.4

Hay conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados como, por
egjemplo, A={z=x+yie C:x >0, y > 0}.
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Limites y continuidad Limites y continuidad

Punto de acumulacién Ejemplos

a € C es punto de acumulacién de A C C si para cada € > 0 se EEp® 2.8

verifica que D(a, €) N A contiene puntos distintos de a. El punto a = 0 es el dnico punto de acumulacién del conjunto

A={1/n, n e N}.
Si a es un punto de acumulacién de A, entonces D(a,e) N A Ejemplo 2.6

contiene infinitos puntos. El conjunto de todos los puntos de acumulacién del disco abierto
D(0,1) es el disco cerrado D(0,1).
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INIES Ejemplos

Ejemplo 2.7

Demuestre que lim,_,1(z+ i) =1+ 1.
Definicién 2.1 que lim,—1(z + 1)
Sea A C C, a un punto de acumulacion de Ay f: A— C una Ejemplo 2.8

funcion de variable compleja. Se dice que lim,_.,f(z) =1 si

Demuestre que lim,_,; -1 no existe.
Ve>0,30>0/0<|z—al<dNzeA—=|f(z)—I|<e (z=1)

Ejemplo 2.9

Demuestre que lim,_,_1 argy(z) no existe.
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Limites y continuidad

Parte real y parte imaginaria de una funcién compleja

Limites y continuidad

Propiedades del limite

Proposicién 2.1

lim,_.f(z) = | <

|im(x,y)—>(Rea| (a).Imag (a)) Real (f(x,y)) = Real (/)
lim(, )~ (Real (a).lmag (2))) Imag (f(x,y)) = Imag (/).
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Definicién

Sea A C C, a un punto de acumulacién de A que ademads
pertenece a Ay f : A— C. Se dice que f es continua en a si

lim,_,f(z) = f(a)

La funcién f se dice que es continua en A si lo es en todos los
puntos de A.

De la proposicién anterior se deduce que si f y g son continuas en
un punto a entonces f + g, f - gy /g, si g(a) # 0, son continuas
en el punto a.
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SeaACC,f:A—C, g: A— C y a un punto de acumulacion
de A. Supongamos que lim,_,,f(z) = [ y lim,_,, g(z) = h.
Entonces

Q lim,_.(f+g)(z)=1+h,

Q lim,_,(f-g)(z)=1-h,

Q lim,_,(c-f)(z)=c-IVceC,
Q lim,_,(f/g)(z) =1/h, si h# 0.
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Limites y continuidad

Ejemplos

Ejemplo 2.10

Las funciones constantes, la identidad y las funciones polinémicas
son funciones continuas.

Ejemplo 2.11

Demuestre que f(z) = Real (z) es continua en todo C.
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Derivacién

Propiedad Derivacién

- Definicion 2.2
Proposicién 2.2 . . .

Sea A C C, a un punto interiora Ay f : A— C. Se dice que f es
Sean A subconjunto de C, f : A— C, f(A)Cc Byg: B — C. ) o f(z) — f(a)
derivable en el punto a si existe lim,_,, —— . El valor del

Sea a € A punto de acumulacién de A y b= f(a) € B punto de z—a
acumulacidn de B. Si f es continua de a y g lo es en b, se verifica limite se denomina derivada de f en el punto a y suelen emplearse
., . . df(a df
entonces que la funcién compuesta g o f es continua en a. las notaciones f'(a), (a) o (%)
dz dz

Derivacién Derivacién

Ejemplos Propiedades

Proposicién 2.3

SeaAcCC, a 6,2 yf:A— C. Sif es derivable en a entonces f es

Ejemplo 2.12 continua en a.
i f(z) = k, con k € C, f es derivable en todos los puntos de C y Proposicion 2.4

su derivada es la funcién nula.

SeaACC, a e,(z\ y f,g: A— C son derivables en a se tiene que

Ejemplo 2.13 f+g yf-g son derivables en a y se verifica

Sea f(Z) =z, Vz € C. Pruebe que f’(a) =1VaeC. (f+g)’(a) _ f’(a) _'_g/(a)’ (f g)/(a) _ f’(a) X g(a) + f(a) .g/(a)
Si ademds g(a) # 0, entonces f /g es derivable en a y

f'(a) - g(a) - f(a)
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Derivacién

Derivacién

Propiedades

Los polinomios de variable compleja son funciones derivables y su
derivada se calcula como en el caso real.

3
.
el gl el Sa A SUb(;;O”J o otz (& i 34— Aplicando la regla de la cadena, obtenga la derivada de
f(A)CByg:B— C.SeaacAyb=1f(a)eB. Sif es h(z) = (23 + z +1)*.
derivable en a y g lo es en b se tiene que la funcién compuesta
g o f es derivable en a y se verifica que

r /
(gof)(a) =g'(f(a)) - f'(a)

Derivacién

Condiciones de Cauchy-Riemann

Derivada de la funcién inversa Condiciones de Cauchy-Riemann

Teorema 2.1

Proposicion 2.6 Seaf: A— C ysean u = Real (f) y v = Imag (f). La funcion f
Sean Ay B subconjyntqs abiertos de C, f : A— B biyectiva y es derivable en a + ib Ez\ si, y solamente si, u y v son
g : B — A su funcidn inversa. Seaac Ay b=1f(a)e By diferenciables en (a, b) y verifican las ecuaciones
Supongamos que f es derivable en a con f'(a) # 0 y que g es
continua en b. Se tiene entonces que g es derivable en b y se ux(a, b) = vy(a, b) (1)
verifica que . uy(a, b) = —v«(a, b) (2)
/
g'(b) = :
f'(a) Se verifica ademas que

f'(a+ ib) = ux(a, b) + ivk(a, b) = vy(a, b) — iu,(a, b)
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Condiciones de Cauchy-Riemann Condiciones de Cauchy-Riemann

Corolario Ejercicios

Si las funciones u y v tienen derivadas parciales en una bola
centrada en (a, b), son continuas en (a, b) y verifican las
condiciones de Cauchy-Riemann entonces f es derivable en a + bi.

El resultado reciproco no es cierto. Ejercicio 2.1

Ejemplo 2.15 Estudie donde son derivables las funciones siguientes y calcule la

, (b) h(z) = =.

Estudie en qué puntos son derivables las funciones siguientes y derivada: (a) f(z) = |z
halle la derivada:

(a) f(x +iy) = x> — y? + 2xyi.

(b) g(x + iy) = e*(cos(y) + isen(y)).

(c) h(x +iy) = 2xy + i(x* + y?).
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Condiciones de Cauchy-Riemann Condiciones de Cauchy-Riemann

Funcién analitica Proposicién

Definicién 2.3

Sea A un subconjunto abierto de C y a € C. Se dice que una
funcién f : A — C es analitica en a si f es derivable en un Sea A un subconjunto abierto y conexo de C yseaf: A— C
entorno de a. También se utiliza el término holomorfa. Se dice que analitica en A y tal que f'(z) = 0 Vz € A. Entonces f es constante
f es analitica en A si lo es en todos los puntos de A. en A.

Una funcién que es analitica en todo C se dice que es entera.

Marisa Serrano Tema 2: Funciones analiticas Marisa Serrano Tema 2: Funciones analiticas



Condiciones de Cauchy-Riemann Condiciones de Cauchy-Riemann

Ejercicios Ejercicios

Ejercicio 2.4

Ejercicio 2.2 Condiciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares

;. Dédnde son analiticas las funciones siguientes?. Calcule la 1
derivada: f(x + yi) = x3 — 3xy? + i(3x%y — y?), uy(p,0) = =y
h(x + yi) = xy + i(y? — x?/2). | P

;Ua(p, 0) =%

Ejercicio 2.3

Sea A C C abierto y conexo y f : A — C analitica en A. T
Ejercicio 2.5

Real (f) =0 — f constante. R— - .
Estudie dénde son analiticas las funciones, expresadas en polares,
f(p,0) = pcos(0) +ipsen(d) y g(p,0) = p* sen(40)) — ip* cos(46).
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Funciones arménicas Funciones arménicas

Funciones armdnicas

Definicion 2.4
Sea A un abierto de R? y u € C?(A). Se dice que u es arménica si
verifica la ecuacion de Laplace:

U (X, ¥) + uyy(x,¥) =0, V(x,y) € A (3) o

Compruebe que u(x,y) = x> — y? y v(x,y) = 2xy son armdnicas.
Si
Aux,y) = (X, ¥) + uyy(x, y),

la ecuacion se escribe

A(u) =0, Y(x,y) € A

Marisa Serrano Tema 2: Funciones analiticas Marisa Serrano Tema 2: Funciones analiticas



Funciones arménicas Funciones arménicas

Proposiciones Armédnica conjugada

Proposicién 2.9
o realan 28 Sea A un subconjunto abierto simplemente conexo de C y

. . u:A— R, ucC?A). Siuesarmdnica A entonces existe
Sea A un subconjunto abierto de C y f : A— C. Sean

A ] v:A— R tal que f = u+ iv es analitica en A. La funcién v se
v= Re?l. (f) y v = Imag (f) y supongamos que son C%en A. Sif dice que es una armdnica conjugada de u.
es analitica en A entonces u y v son v son arménicas.

Exigir que uy v sean C? en A es una hipétesis innecesaria. Ejemplo 2.17

Pruebe que u(x,y) = y3 — 3x?y es armdnica y halle una armdnica
conjugada. (Solucién: x> — 3y?x + C con C € R).
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Funciones arménicas

Ejercicios

Ejercicio 2.6

Estudie si u(x,y) = In(x? + y?), (x,y) # (0,0), es armdnica.

Ejercicio 2.7

Halle, si existe, una funcién v(x, y) tal que
f(x + yi) =2xy + v(x,y)i sea entera y f(0,0) = i.
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