CAPITULO 5.
INTEGRALES MULTIPLES

o 5.1 INTEGRALES DOBLES
o 5.2 INTEGRALES TRIPLES
o 5.3 APLICACIONES



5.1 INTEGRALES DOBLES
INTRODUCCION
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(a) Area bajo una curva. (b) Volumen bajo una superficie.



5.1 INTEGRALES DOBLES

e SOBRE RECTANGULOS
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Volumen de un sélido mscrito.

5.1 INTEGRALES DOBLES
INTERPRETACION como VOLUMEN

Volumen de un sélido circunscrito.



5.1 INTEGRALES DOBLES

*e PROPIEDADES

a) Linealidad

// (f + g)dxdy —/ fdxdy + // gdazdy:
/ / afdrdy = « / fdxdy
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b) Monotonia.
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5.1 INTEGRALES DOBLES

e PROPIEDADES

c) Aditividad respecto a rectangulos.

/ / fdxdy = / fdxdy + / fdxdy
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5.1 INTEGRALES DOBLES

e PROPIEDADES

Valor medio
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Teorema del valor medio para integrales dobles
Supongamos que f : R — R es continua.

Entonces para algin punto (zo.yo) en R. tenemos
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5.1 INTEGRALES DOBLES

e INTEGRALES ITERADAS
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Teorema de Fubini sobre un rectangulo

Supongamos que f(x,y) es una funcién continua sobre un rectangulo R
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5.1 INTEGRALES DOBLES
SOBRE REGIONES GENERALES

/ / fdxdy = / / - xpdxdy = / / f dxdy
D R R

f”—f*m—{f(

Z
A

Ly @,")
0

z=flx.y)

o
D

X

Sl
Sl

(z,y) € D

(z,y)e R—D

L

R



5.1 INTEGRALES DOBLES

e REGIONES de INTEGRACION
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5.1 INTEGRALES DOBLES

o0 -
TMAFUBINI para REGIONES de INTEGRACION

Supongamos que [ es continua en D
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5.1 INTEGRALES DOBLES
CAMBIO de VARIABLES

F . D QR2 — R?
Flu,v) = (2.9) = (z (u,v),2(u,v))
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5.1 INTEGRALES DOBLES
CAMBIO de VARIABLES
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5.1 INTEGRALES DOBLES

e CAMBIO a POLARES
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5.2 INTEGRALES TRIPLES
SOBRE PARALELEPIPEDOS
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5.2 INTEGRALES TRIPLES

e INTEGRALES ITERADAS

[} [T o)) =

Teorema de Fubini sobre un paralelepipedo

St se cumple que f(x,y,z) es continua sobre el paralelepipedo B

() d b
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5.2 INTEGRALES TRIPLES

[ _
¢ SOBRE REGIONES GENERALES
Regiones de integracién en R° tipo (I)
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5.2 INTEGRALES TRIPLES
SOBRE REGIONES GENERALES
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5.2 INTEGRALES TRIPLES

o0 -
TMAFUBINI para REGIONES de INTEGRACION

Si suponemos que ) es del tipo (I). entonces
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5.2 INTEGRALES TRIPLES
CAMBIO de VARIABLES
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5.2 INTEGRALES TRIPLES
CAMBIO de VARIABLES
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x=r cos0O
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5.2 INTEGRALES TRIPLES
CAMBIO a CILINDRICAS

r=rcost, y=rsenf, z=

A Z
F(r,0,z) = (z,y,2) = (rcosf,rsenf, z)
S P(r82)
’ P(x,y.2)
y
y=rsenf

B i) cos) —rsenf 0
det F'(r, 0, z) = # =det | sen rcost O
G 0 0 1



5.2 INTEGRALES TRIPLES
CAMBIO a ESFERICAS
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5.3 APLICACIONES
VOLUMENES y AREAS de figuras planas

/ / / drdydz = volumen de ()
JJ Jo

/ / daxdy = area de D
JJD
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5.3 APLICACIONES
Centro de Masa y Momentos de figuras planas
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5.3 APLICACIONES
Centro de Masa y Momentos de figuras planas
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5.3 APLICACIONES
Centro de Masa y Momentos de cuerpos en el

espacio
m = / / / p(x,y, z)dredydz
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5.3 APLICACIONES

® 0 Centro de Masa y Momentos de cuerpos en el
espacio
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5.3 APLICACIONES

® 0 Centro de Masa y Momentos de cuerpos en el
espacio
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