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PP 4.1

Norma

Daistancia

EL ESPACIO R"

NORMA'Y DISTANCIA

r=(x1,T2,....,Tpn)

2 2
H'CCH — \/‘:I:1| + |$'—)-| Tt |:I:?’L

d(z,y) = ||z —y|

| 2



4.1 EL ESPACIO R"

e BOLAS y ENTORNOS

Bolas y entornos en R"

B(a,r) ={x e R"/ ||z — a|| < 1}
B(a,r) ={x € R"/ ||z —a| < r}

Asi, en R, B(a,r) serd el intervalo

. ) ’ ,
En R-, B(a,r) sera el circulo
En R°, B(a,r) serd la esfera



4.2 LIMITES y CONTINUIDAD
GRAFICA de z=f(x,y)

f: X —=Rcon X C R* (z = f(z,y))

Mapa topografico. | pd A




4.2 LIMITES y CONTINUIDAD
GRAFICAS

(a) Paraboloide: z = 2% + 3~

)J



4.2 LIMITES y CONTINUIDAD

*@ GRAFICAS

(¢) Semiesfera: z = \/1 — 32 — g2

))



4.2 LIMITES y CONTINUIDAD
LIMITE de z=f(x,y)

Limite de una funcién 2 = f(r,y) en un punto

—

N
Ax.) . - z=f(x,)
V4 ZW
lim f (ZL‘ ) y) — L
() = (a,0) =
o >
0

P(x.y)



Limites radiales b

4.2 LIMITES y CONTINUIDAD
LIMITES RADIALES

‘)’

y-b=m(x-a)

lim = lim f [z, 0 +m(z — a)]
(r.y)—(a,b) r—a
(;J'_’.'.'y\)'i—:j:m



4.2 LIMITES y CONTINUIDAD

e CRITERIO de la FUNCION MAYORANTE

s & ‘)
Dada una funcion f: X CR* — R

una condicion necesaria y suficiente para que

lim  f(x,y) =1

(z,y)—(0,0)

es que exista una funcion F(p). en todo el campo de variacion de 6

|f(pcosO, psend) — 1| < F(p) yv lim F(p)=0

p—0+
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4.2 LIMITES y CONTINUIDAD
CRITERIO de la FUNCION MAYORANTE

Ty

0 si (x,y) = (0,0)



4.2 LIMITES y CONTINUIDAD
CONTINUIDAD enun PUNTO

1) Jf(a.b)
2) 4 lim (2.1
) (z,y)—(a,b) ]L( . J)

3) fla,b)= 1lim  f(x,y)

(z,y)—(a,b)



4.2 LIMITES y CONTINUIDAD
CONTINUIDAD enun PUNTO




4.3 DERIVADA y DIFERENCIAL
DERIVADAS PARCIALES de z=f(x,y)

of b o) = lIm / (3-?‘0 + N, 'y{i}) —f (513‘0?'1}0)

ox (z0,90) = ;14 h
of f (-ill‘(:h Yo + k’-) — f (-i'll‘(:), y())

— (x9,y0) = lim
Ay ( ) k—0 k



4.3 DERIVADA y DIFERENCIAL
DERIVADAS PARCIALES de z=f(x,y)

Z

Derivadas parciales de f(x,y)



4.3 DERIVADA y DIFERENCIAL

® @ % | DIFERENCIAL de z=f(x.y)

Condicion necesaria de diferenciabilidad

Si la funcion [ es diferenciable en (ay, as)
entonces e€s continua en este punto

entonces existen las derivadas parciales de f en el punto (ai,a2) y

oflay.an Oflay,an
df (ay, a-z) — j(f_.)_’l_ﬁ' ') h + j(f_.); ') ke




4.3 DERIVADA y DIFERENCIAL

® @ % | DIFERENCIAL de z=f(x.y)

Condicion suficiente de diferenciabilidad
S1 existen las derivadas parciales de f(x,y) en el punto

y al menos una de ellas es continua en dicho punto

Condicion necesarita vy sufictente de diferenciabilidad

P |f{_fﬂl +hyas + k) — flar.a9) — fi(ay,as)h — j’;{&]*ag}ﬂ‘l
111

e — — ()
(h,k)—(0,0) v h2 4+ k2



4.3 DERIVADA y DIFERENCIAL

e DERIVADA DIRECCIONAL

a = (ay,as) un punto de A y v = (v1,v2) un vector

. fay + hvy,ag + hvo) — flag, as
Dy f(a1,a2) = ;lin}}f(” L 1 2) — flay, az)
1_.-_ E

Si f i+ A— R es diferenciable en (x,y)
v = (cos7y,seny)
Of (x,y) 0f (x,y)

D,f(z,y) = o COS 7y + 9 sen -y




4.3 DERIVADA y DIFERENCIAL
GRADIENTE

gradf(z,y) = Vf(x,y) = folz.y)i+ f ’; ()7

D, f(x,y) =Vf(z,y)- e,




4.3 DERIVADA y DIFERENCIAL
DERIVADA de FUNCION COMPUESTA

U

U
u

U
u

o2

VAR
SN N N



4.3 DERIVADA Yy DIFERENCIAL
oo DERIVADAS y DIFERENCIALES de
ORDEN SUPERIOR

D% f

ey (ar,az) = [, (a1, a2)

Pl

/1!
o jyy;

2 r
o°J Y/
oyoxr V"

P _
— Jlil?ilfg

O

Dy

| df(x,y df(x,y
df (x,y) = / ( Y) dz + / ( Y) dy
' o ox (Jy '

O°f o . O°Ff O*f -
}Z dz” + 2 ,{L dxdy + — { ('Zy')

dx- dxdy Iy -

o 9 s\ 2
d°f = | de— + dy— flx,y)

ox dY

d'f =




4.4 EXTREMOS
EXTREMOS RELATIVOS

Extremos de f(z,y) = 2 + 3zy2 — 15z — 12y.  Punto de silla de f(x,y) = 2° — yz.

Condiciones Necesarias

Punto critico



®o 4.4 EXTREMOS
EXTREMOS RELATIVOS

Condiciones Suficientes para f(x,y)

j?!f j?!!
Jrxr Jzxy

*// !/
e Y / Yy

Ay =

Ao > 0= (z0,y0) es un punto de extremo estricto —

mazimo estricto si Ay = f, <0
minimo estricto si Ay = fI/ >0

(x0,y0) es un punto de silla

N
fi
H

el criterio no decide

-
!
u



Condiciones Suficientes para f(xryi, 2, ..

S-tY 52 ¢ 92 f
I/ 8z G 07, Hxy Oz,
_ _8'F 2°F
H = {J'D-a.;}f} = dxz 8wy B2
\ 8% f 8% f 8% f
v B, P TG Sz
_ 8% 8% f
r}zj Bx? Haz | B o
'I"__}.-_F] E-‘Zf E-‘Zf
Hag, day Oz
a) Sies A >0 para k=1,2,...,n entonces minimo
b) Sies (—1)" Ap >0 para k=1,2,...,n entonces  maximo

4.4 EXTREMOS
EXTREMOS RELATIVOS

\




4.4 EXTREMOS

e EXTREMOS CONDICIONADQOS

Eliminacion de la condiciéon

‘r\ti

Meétodo de los Multiplicadores de Lagrange

. 0
X (X0, 1)

(a) f(x,y) con la condicién ¢(x,y) = 0.



4.4 EXTREMOS

e EXTREMOS CONDICIONADQOS

Método de los Multiplicadores de Lagrange

(funcion de Lagrange o Lagrangiana)
F(x,y) = f(z,y) + A\p(z,y)

Teorema de Lagrange. Condiciones necesarias

-

se demuestra que los extremos condicionados de f(x,y)

se pueden encontrar entre los puntos criticos de F(x,y)



4.4 EXTREMOS

e EXTREMOS CONDICIONADQOS

Teorema de Lagrange. Condiciones suficientes

O*F O*F P F
dz? + 2- dxdy +
Ox? Oxdy Oy-

o o o\ @
d*F (dz,dy) = | de— + dy— Flz,y) =

ly~
ox Ay Y

estando ligadas las diferenciales (dz, dy) por la relacién

0 I ()()
ox ! ()z

y =10

—r 3 - . .y =& oL P o ¢

Si d°F > 0 (forma cuadrdtica definida positiva)=— (xo,yo) es minimo condicionado.
-y " .-} Al . -~ N — N N . N N -

St d°F < 0 (forma cuadratica definida negativa)=—= (xo,y0) es mazrimo condicionado.
Si d?F < 0 (forma cuadrdatica indefinida) = (xg,yo) es punto de silla.



