CAPITULO 3.
CALCULO INTEGRAL
en UNA VARIABLE

o 3.1 INTEGRAL INDEFINIDA

o 3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

o 3.3 INTEGRALES IMPROPIAS

o 3.4 APLICACIONES GEOMETRICAS




3.1 INTEGRAL INDEFINIDA

e DEFINICIONES

Funcion primitiva

Funcion integral indefinida

/ f(x)de = F(x) + C



3.1 INTEGRAL INDEFINIDA
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3.1 INTEGRAL INDEFINIDA

e PROPIEDADES

/(f'(:r)+g(:c))czx/f(:c)d:wr/g(:c)d:c

/kﬁf’(ﬂ:)dff::k/f(m)dﬂ:

Si / flz)dx = F(xz) 4+ C entonces / flaz)dz = 1F(az) + C

St / f(z)dr = F(xz) 4+ C entonces / fle+b)de =F(z+b)+C



3.1 INTEGRAL INDEFINIDA

*0 TECNICAS DE INTEGRACION

Cambio de variable / f(x)dx = / f ()] ' (t)dt

Integraciéon por partes / udv = uv — / vdu
polinomio - funcién logaritmica
polinomio - funcién trigonométrica immversa

dv U
polinomio -  funcién exponencial
polinomio - funcién trigonométrica

U dv



3.1 INTEGRAL INDEFINIDA
TECNICAS DE INTEGRACION

Q(x)
f(x)

Integrales de funciones racionales

1) A cada raiz real simple
le corresponde una fraccion:
A
(z—a)

2) A cada raiz real multiple de orden n
le corresponden n fracciones:

i'iln. | 4’4?1—1 _ | | 4’41
(z—a)”® ' (z—a)?~1 ' 1 (z—a)




3.1 INTEGRAL INDEFINIDA
TECNICAS DE INTEGRACION

Q(x)
f(x)

3) A cada par de raices complejas conjugadas simples

Integrales de funciones racionales

le corresponde una fraccion:

Axz+B
r2+pr-+q

4) A cada par de raices complejas conjugadas miltiples
le corresponden n fracciones:

Anz+ By, | Ap_12+By,_1 | | Aiz+ B4
‘-)' * ) I : '_- I e I .»1-2 Ty P
(2= +pr+q)" (22 +pr+qg) 1 2 +pr+q




3.1 INTEGRAL INDEFINIDA
TECNICAS DE INTEGRACION

Q(x)
f(x)

Integrales de funciones racionales

1| —a|l+C

y 2
2) / e = AU L O

: Arx+ B 2 RS
3) / - : dr = — / P dx + / 5 L
r- 4+ pr+q 2+ pr+q T2+ pPr -+ (



3.1 INTEGRAL INDEFINIDA

*0 TECNICAS DE INTEGRACION

Integraciéon de funciones trigonométricas R(Sen X, COS J:)d.l;

o : : , , x
se pueden reducir siempre a una integral racional con el llamado cambio universal  tg(=) =1

) S1 R es una funcién impar en sen x
1

se resuelve con el cambio cosx =1t

(R(—senx,cosx) = —R(sen x,cos x))
S1 R es una funcién impar en cos x :
11) . N se resuelve con el cambio senxz =¢
' (R(senz,—cosx) = —R(sen z,cos x))
S1 R es una funcién par en senx y cos T :
111) se resuelve con el cambio tgx =1t

' (R(—senx, —cosx) = R(sen x,cos x))

sen” xdx: cos™ rdr n un exponente positivo y par

. 1 — cos2a 5 1 + cos 2x
sen” = , ©ocosT = -




3.1 INTEGRAL INDEFINIDA

*0 TECNICAS DE INTEGRACION

Integracién de algunas funciones irracionales cuadraticas

/ R(z,\/a* + x%)dz vy / R(x,\/ x2 — a?)dx

R(z,va* — x?) seresuelve con el cambio x =asent o x = acost
R(x,va? + z2) seresuelve con el cambio x =atet oz =asht

y o
R(z,vx* —a”) seresuelve con el cambio x =asect oz =acht



3.2 INTEGRALES DEFINIDAS
DEFINICION

Particién del intervalo [(1,

0

I
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3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

*0 DEFINICION

b

Funcion tntegrable en el sentido de Riemann / f(x)dx
J
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3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

e DEFINICION
N4
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Funcion integrable en el sentido de Riemann

b n
/ f(z)dx = lim Z f(ci)Ax;
Ja T —CO I:J_



3.2 INTEGRALES DEFINIDAS
PROPIEDADES

b b b
/ |f(z)+ g(x)]dx _/ f(a dr+/ x)dx

& y=f(x)

| b b
P/_‘i /Aj( u’r—I@L/}‘ r)dx

—irea b b
| /}‘ t)de = /f(t)d.t
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3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

*e PROPIEDADES

Valor medio

. 1 b
f= - /{1 f(x)da

Teorema del valor medio

Si la funcidon f(x) es continua en el intervalo [a,b]
existe algiun punto ¢ € |a,b] tal que

: b
fle) = : / f(x)dx

b—a




3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

@ )
¢ TEOREMAS FUNDAMENTALES del CALCULO

La integral como funcién de su limite superior
y

A y=A1)

F(x)

A

L 4

a

F(z) = / F(t)dt



3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

@ )
¢ TEOREMAS FUNDAMENTALES del CALCULO

Primer teorema fundamental del calculo

Sea f(t) una funcion acotada e integrable en el intervalo |a, b]

S
F(r) = / f(t)ydt es continua en |a,b]
J

st [(1) es continua en el intervalo |a,b]

F(x) es derivable




3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

@ )
¢ TEOREMAS FUNDAMENTALES del CALCULO

Segundo teorema fundamental del calculo. Regla de Barrow

Sea f(x) una funcion integrable
supongamos que existe alguna funcion F(x) continua

F'(z) = f(x), Yz € [a, ]
b

f(x)dx = F(b) — F(a)

a



3.2 INTEGRALES DEFINIDAS

i CALCULO de INTEGRALES

Integracion por partes

b , b
/ udv = [uv], — / vdu
Ja J A

Cambio de variable

0 (b) b
[ s = [ riem) o

Je(a)



3.3 INTEGRALES IMPROPIAS

e 12 ESPECIE

o0 M
I'= (x)dr = lim (z)dx

b b
I = / f(x)drx = lim / [(x)dx
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3.3 INTEGRALES IMPROPIAS
12 ESPECIE
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3.3 INTEGRALES IMPROPIAS
22 ESPECIE

b b
/ f(z)dr = lim / f(x)dx
Ja =0T J, L

b b—e
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3.3 INTEGRALES IMPROPIAS

*e 22 ESPECIE
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3.4 APLICACIONES GEOMETRICAS
AREAS PLANAS

x=a b T i x=b
) f(z) >0 b) f(x) =20
b b
A = f(x)da A= [ |f(x)|da



3.4 APLICACIONES GEOMETRICAS
AREAS PLANAS
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EILUG‘ dos curvas.

/ f(x) — g(2)|dx



3.4 APLICACIONES GEOMETRICAS
LONGITUD de un ARCO de CURVA
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3.4 APLICACIONES GEOMETRICAS
CUERPOS de REVOLUCION

y=f(x) " |
Volumen = / [f(2)]” da
| Ja :)
Area = 27 [ f(x) \/l + [f'(x)] dx

bl | N\
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