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2.1 LIMITE de una FUNCION

DEFINICION
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2.1 LIMITE de una FUNCION
DEFINICION
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2.1 LIMITE de una FUNCION

*@ PROPIEDADES

) lim [u(x) £ v(x)] = limu(x) £ limov(x)
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2.1 LIMITE de una FUNCION

e LIMITES LATERALES

fla*) =t fx)
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Limates laterales y existencia de limite

lim f(x) = lim f(xz)= lim f(x)
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2.1 LIMITE de una FUNCION
INDETERMINACIONES




2.1 LIMITE de una FUNCION

*0 INFINITESIMOS

Comparacion de Infinitésimos
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Principio de Sustitucion
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lim f(z) =0
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u(r) — 1

2.1 LIMITE de una FUNCION
INFINITESIMOS EQUIVALENTES
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2.1 LIMITE de una FUNCION
INFINITOS

cuando x — ©o son equivalentes
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2.1 LIMITE de una FUNCION

e INDETERMINACIONES

a) Limites de la forma: 0 - co

fla) - gla) = T2 — 90

T 1g(x)  1/f(x)

b) Limites de la forma: co — co

f(a) - g(o) = f(@) |1- 4]



2.1 LIMITE de una FUNCION

e INDETERMINACIONES

c) Limites de la forma 1°°, co” y 0"

L = lim [f(x)]"""
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2.2 SUCESIONES NUMERICAS

*0 DEFINICION

Una sucesién de nimeros reales es una aplicacion a : N — IR
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LIMITE

Ve < 0, 3Ny (¢)

2.2 SUCESIONES NUMERICAS

lim a,, =1
n—00

tal que ¥n > Nog = |a, — 1] < ¢



2.3 SERIES NUMERICAS

*0 DEFINICION

00
D Gn
n=1

Caracter de una serie

Diremos que la serie es convergente si
o0

E a, =S < o0

n=1
v al nimero S se le llama suma de la serie. Diremos que la serie es divergente si
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2.3 SERIES NUMERICAS

e CRITERIOS de CONVERGENCIA

Condicion necesaria de convergencia

OO
St la serie >~ ay es convergente, entonces lim a, = 0.
= n—: o0



2.3 SERIES NUMERICAS

e CRITERIOS de CONVERGENCIA

Series de términos positivos

Convergencia de la serie armonica generalizada

|/
l_

converge s1 o > 1 y diverge si « <

Criterio del producto o de Pringsheim

, L o [ a > 1 la serie converge
lim a,n® = A. Entonces si Ae R, A£0 vy - 4 L
1 — 00 | l a < 1 la serie diverge



2.3 SERIES NUMERICAS

e CRITERIOS de CONVERGENCIA

Series de términos positivos

Criterio del cocitente o Criterio de D’Alembert_

r . ) — - ) .
1) St A< 1 la serie converge

» (i’?l_'_l 30 - S : :
A= lim . Entonces ¢ 1) St A > 1 la serie diverge
n—oo  (p

| 1i) St A=1 es un caso dudoso

Criterio de la raiz o Criterio de Cauchy

4 . ) —~ . :
1) St A <1 la serie converge
A= lim ¢a,. Entonces { 1i) Si A\ > 1 la serie diverge
M — OO S ;
1) St A =1 es un caso dudoso




2.3 SERIES NUMERICAS

e SERIES ALTERNADAS

O
> (=1)"a, donde a,, >0

n=1

Criterio de Leitbniz _

(0
Si Y a, es una serie alternada que verifica
n=1

i) lim a, =0; ii) |ant1| < |an|,¥n € N
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entonces la serie es convergente.



2.4 CONTINUIDAD de una FUNCION
DEFINICION

lim f(z) = f(a)

Lr—a

lim f(z)= lim f(z)= f(a)
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2.4 CONTINUIDAD de una FUNCION

e DISCONTINUIDADES

y=Ax)
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2.4 CONTINUIDAD de una FUNCION

e PROPIEDADES

Operaciones con funciones continuas.

flz) £ g(z);  flz).g9(x);
Continuidad de la funcion compuesta
y = fle(x)]
Continutdad de las funciones elementales .

Toda funcion elemental es continua en todo punto en el cual esté definida.



2.4 CONTINUIDAD de una FUNCION

e PROPIEDADES

Propiedades de las funciones continuas en un intervalo cerrado

Teorema de Weierstrass
Si f(x) es continua en |a,b| entonces f(z) alcanza el mdximo y el minimo en |a,d]

Teorema de Darboux de los Valores intermedios
Si f(xz) es continua en [a,0] y st m = min f(z) v M = max f(x), entonces
a< b B aszsb

VA/m< A< M, dxg € |a,b] tal que f(xo) = A

Teorema de Bolzano
Si f(x) es continua en [a,d] y toma valores de signo contrario en los extremos del intervalo

st f(a). f(b) <0, de € (a,b) tal que f(c) =10



2.4 CONTINUIDAD de una FUNCION

PROP

M

IEDADES

y=Ax)

~1 m
BE x
a x, X, b -
a) Teorema de Weierstrass.
Y
0 X
a X, b

b) Teorema de valores intermedios.

a 0

A

¢) Teorema de Bolzano.
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2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION

o DEFINICIONES

Deriwvada en un punto

f'(a) = lim UERIC)

h—0 h

Derivadas laterales

fjr () = lim fla+h)— fla) f’ (a) = lim fla+h) = f(a)

h—s 0+ h " h—0— h

Deriwadas laterales y Derivada

FL(a) = F1(a) = /'(a)



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
INTERPRETACION GEOMETRICA

y=f(x)

F (@) @

——

0 a

a) Punto anguloso.

y=f(x)

b) Tangente vertical. c) Tangente horizontal.



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
FUNCION DERIVADA

Fi(z) = lim flr+ Ax) — f(x)

Ax—0 Ax
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2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
DIFERENCIAL
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2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
DERIVADAS de FUNCIONES ELEMENTALES

y=~K y' =0 Yy =a
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2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION

o PROPIEDADES

Propiedades fundamentales de la derivada

Multiplo constante y=cf y' =cf’

Regla de la suma o la diferencia y = f +g¢ y = f'+4q

Regla de linealidad y —af +bg y' —af £bg'

Regla del producto y=17_,-g v =f'g+fg

Regla del cociente Yy = ! y' = I — 19
g g-

Deriwvada de la funcion compuesta. Regla de la cadena

I /
Yp = Yy - Uy



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION

o POLINOMIO de TAYLOR

P.(z) = Co+ Ci(x —a) + Co(x —a)* + ... + Cr(z — a)”

P,(a) = f(a); P.(a) = f'(a); P/(a) = t"(a);...; P\ (a) = "™ (a)

| o a) | Na) (7) (@)
P.(x)= f(a)+ ] 'l.T -(r — a) + / ‘)-T ~(x — {g.}g 4+ ...+ / ”.T. ~(z —a)"”
1%
A~




2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION

® e POLINOMIO de TAYLOR
AY
ex

7 -
6 Py(x)
5 P.(x)
4
3 P (x)
2
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1 05 >

(b) f(x) =senx



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
POLINOMIO de TAYLOR

(¢) f(x) =cosx

(d) f(x) =In(l+x)



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
POLINOMIO de TAYLOR




2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION

o CONDICION NECESARIA de EXTREMO

t y=fx) n M

Punto critico

f'(¢) =0 o bien E]N(C)

L,Z- m

0
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2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
TEOREMA de ROLLE

Sea f(x)

continua [a,b] y derivadle en (a,b)

/(=0

0

a

k)



fla)

2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
TEOREMA del VALOR MEDIO de LAGRANGE

Sea f(x)
continua [a,b] y derivable en (a,b)
.V

1 (c)tga

c € (a,b) tal que

Ab)Aa)

f(b) — fla)

S fie) = b— a

b-a

k 4

a C C h



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
REGLA de L’HOPITAL

lim f(z) = lim g(z) = 0

£L—U LrL—a

lim f(x) = lim g(x) = o0

r—a r—a

flz)

/
lim —= = lim f/(a?)
r—ag(z) w—ag(v)




2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
CRECIMIENTO y DECRECIMIENTO

A N

+ : + f ()




2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION

e CONDICIONES SUFICIENTES de EXTREMO
1) La Definicién
2) Condicién suficiente basada en la derivada primera

3) Condicién suficiente basada en la derivada segunda
4) Condicién suficiente basada en las derivadas superiores



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
CONDICIONES SUFICIENTES de EXTREMO

Condicién suficiente basada en la derivada primera

Ax) Jx) Jx)
@) +/\ @) \/+ fe) +1 o+
 x i . x
IC > IC' > IC' >
Jx) Jx) Jx)
)+ - J& -+ @
X /X N x
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)
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2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
CONDICIONES SUFICIENTES de EXTREMO

Condicién suficiente basada en la derivada segunda

0 = ¢ es minimo relativo de f

Si f"(c)

>
Si f"(¢) < 0= c es mdrimo relativo de f

Si f"(¢) = 0= Fl criterio no decide
J(©)>0 J (©)<0
NN
S©)=0 " l
| X I X
| > ' >
C C

(a) )



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION

o EXTREMOS ABSOLUTOS

1) Calcular los puntos criticos de f en (a,b)
2) Hallar el valor de f en a, b v en los puntos criticos.
3) Comparar los valores obtenidos en el paso 2.

EL:.Z_ m

0

P M




2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
CONCAVIDAD, CONVEXIDAD y PUNTOS de
INFLEXION

IL}}

X

0| a X, b 0| a X, b
(a) Funcién convexa. (b) Funcién céncava.
A4 y

Punto de Inflexién.




2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
CONCAVIDAD, CONVEXIDAD y PUNTOS de
INFLEXION

NN N W

+ - + 1 (x)
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2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
OPTIMIZACION en INGENIERIA

A5+
N 45-2x

24-2x



2.5 DERIVADA y DIFERENCIAL de una FUNCION
OPTIMIZACION en INGENIERIA

P
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o0 2.6 SERIES de POTENCIAS

O
E ) . \n
(1 n (:Iz - -_I/ () )

n=>0
—\f * # # ‘\);
Convergencia de una serte de potencias |

B
La serie converge para todo |x — x| < R Rt 0
) 1 1
formula de Hadamard R = T m R =
im n . , An+1
n— oo " .?-nggo A

Desarrollo de una funciéon en serie de potencias

' = )((n,) ((_1-) n
f(x) = ZT (v —a)
n=0



