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Convocatoria Febrero (Curso 2008-2009)

Ejercicio 1.-  Dado el problema de valor inicial y’(t)=y—+1 1<t<2 y@)=0

t
(@ Calcular la solucién analitica exacta. {1 pto}

(b)  Aplique el método de Taylor de orden tres con paso h= Yspara aproximar la solucion y comparela

con los valores reales de y. {2 ptos}

(c) Al aplicar el método de Taylor de orden uno con paso h=%4 se ha obtenido los siguientes valores
{0.25, 0.5, 0.75, 1.0}. Utilice la interpolacion segmentaria lineal para estimar y(x) en los
siguientes valores {(1.2), (1.9)} y comparelos con los valores reales de y(x) ¢Qué resultados se
hubieran obtenido de utilizar la interpolacién cubica de Hermite (funcién y derivada)? ;Cual da

un resultado mejor? {4 ptos}

(d) Justifique si mediante la aplicacion del método de Runge-Kutta-Felhberg con un paso inicial de 1
sera necesario cambiar el tamafio del paso cuando se desea que el error de truncamiento local sea

menor que 0.000001. {3 ptos}

Apartado (a) Solucion exacta {1 pto}

La ecuacion es lineal de primer orden, de la forma 3—¥+ p(t)y=q(t). Cuya solucién se obtiene

obteniendo el factor integrante y resolviendo:

u(t)= ej Pl u(t dt +C
(1) J

En este caso y’(t)—%y :%

y(t):t( %%dt+cj:t(_?l+cj:ct—l—> y(1)=0—=2s = y(t)=t-1

Apartado (b) Método de Taylor de orden 3 {2 pto}

El Método de Taylor de orden 3 parael P.V.I. y'(t)= f(t,y) a<t<b con y(a)=o se escribe como:
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W, = t. =a-+kh h h?
b—a con Tox| y(tey)+ Y (te) oy + ¥ (bes) 5

w, =w,_, +hT;(ht_,w_,) 1<k<n h=—— -

Particularizando

! 1 n ’t_ +11 0 "
y-22 - LR L0 (-0

Por tanto cualquier método de Taylor se reduce para esta E.D.O. al método de Euler

w, +1

W, =W, +hf (t,w, ) =w, +h[

] 1<k<2 w,=0 t,=1 h:%
k
t1=t0+h=i W1=W0+h{wo+1]=0+l(_o+1]:

~ 0.3333

w|F

+1
t2:t1+h:% Wz—W1+h(W1t+1]—%+%[ 2/ }—%z06667
1 3

Dado que el método de Taylor de orden n es exacto para polinomios de grado n, y se ha obtenido que la
segunda derivada es nula (esto es, la solucion sera un polinomio de primer grado), el error sera nulo para

todos los pasos.

Solucion to=1

Euler 0.0 2 ) 1
Exacta 0.0 5 ) 1
Error 0.0 0.0 0.0 0.0

Apartado (c) Interpolacion lineal {2 ptos}

La interpolacion lineal, utilizando los polinomios de Lagrange, viene dada por

t—15 t-1.25
Vte[L2515] R)=Tere (L25)+ e T (LS
el ] R@)= 126 15 (1.25) + =P (1.5)
pag):EELEEOQ5+EE:EEEQ5=03

125-15 15-125

t—2.0 t-1.75
Vte[L75.20] R == TL75) 45— 1 (20
€l | RO=17c55 0+ - 120

19- 20075+19 1.5
15-2.0 20-15

Puesto que la solucion de la E.D.O. era un polinomio de primer grado, no hay error cuando se utiliza la

1.0=09

P.9) =

interpolacion lineal.

Los célculos también se podria haber hecho utilizando diferencias divididas
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Xk HEARRIETE M

X0=1.0 |0

x1=1.25]0.25

X2=15 |0.5 f [X11X2] _ )= fle] 1

X —X;

X3=1.75]0.75

X4=2.0 1.0 f [XA' XS] _ fx]-1[x] -1

X4 —Xg

Vte[1.2515] P(t)=f[x]+ f[%.%](x-%)=025+1.0(x-1.25) > R(1.3) = 0.3

Vte[1.75,2.0] PR(t)= f[x,]+ f[x, %](x—x,)=0.75+1.0(x-1.75) - P,(1.9) = 0.9

Punto i 1.9
Interpolada 0.3 0.9
Exacta 0.3 0.9
Error 0 0

No merece la pena utilizar la interpolacion de Hermite puesto que el error también serd nulo. De todas
formas se realiza para comprender los pasos a realizar. Para cada intervalo se necesita el valor de la
funcién y su derivada en ambos extremos del intervalo. El célculo de la derivada se obtiene de la

expresion de la ecuacion diferencial.

Punto Funcion (wy)
Derivada (W" +1]
tk
x;=1.25 | 0.25 0.25+1 1
1.25
x2=15 |05 05+1_,
15
x3=1.75 | 0.75 0.75+1 1
1.75
X4:2.0 1 E -1
2

Se observa que, en ambos casos, al hacer las diferencias divididas generalizadas, los términos de grado
superior a uno son nulos, lo que conduce a obtener los mismos polinomios que en el caso anterior.

flz,2,]— 200 Zyu]
Zn_ZO

7,#1

n

n!
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Xk f [Xk] f [Xk7xk+l] f [Xk’xk+l’xk+2] f [Xk’Xk+l’Xk+27Xk+3]

X0=1.25]0.25

Xx1=1.25|0.25 f[xoyx1]: f’(xo):

X2:1.5 0.5 f [X1 X ] M:l f [Xolxl’XZ]:

—X2

Xs=15 |05 | fx,%]=f'(%)=1 | f[x.%.%]=0 | f[X%,%,%]=0

Apartado (d) Método de Runge-Kutta-Felberg {3 ptos}

Visto que la solucion es un polinomio lineal, y el método de Runge Kutta Felhberg combina un
procedimiento de cuarto orden con otro de quinto orden, en ambos el error serd nulo, y por tanto
obtendran la solucion exacta en un solo paso. A continuacion se verifica el razonamiento anterior

k, = hf (tO,W0)=1[W° ”}%zl
0

1
k, = hf (t, +1h,w, +%kl)=l(wjzl

1
1+

O+32+2)+1
8

k = hf(t +12hW+1932k_7200k + 1296 ) 1{(0-’_%_2834_383)4_1}:1
4

2197 2197 2197 l + 12
13

ks = hf (t, +h,w, + 42k, —8k, + 20k, — 25 zl)zl((o“ﬁ2 8+35618§_m)+1]=1

216 513 '3 4104 1+l

2565 4104

0-F+2-34 1 _2)+1
k6=hf(tn+%h,Wn—%kl+2k2—3544k +1859k _% 5):1(( 2565 ' 4104 40) le

1
1+3
4 _ 25 1408 2197, _ 1 _
Wi =W, +(216k+2565k +4104 skS)_l NN _ (h)—iWS —W4 =0
W5 _W +(16|(+6656k +28561k —ik +Lk)_ actual z-n+l T h|"n+l n+1| =
n+l 135 12825 56430 575 T 556
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Ejercicio 2.-
(@) Determine los valores de xo<x1<x del intervalo [-1,1] que satisfacen {2.5 ptos}
_[jl(x— X )(X =% )(x=X,)x“dx=0 k=0,1,2
(b)  Utilice los valores anteriores (Xo, X1, X2) para encontrar una regla de integracion numeérica aplicando
el método de coeficientes indeterminados ¢Cual es su orden? {2.5 ptos}
(c) Al realizar la integracion para cierta funcion que depende de un parametro o se han obtenido los

siguientes valores (a, 1(a))={(-0.2,-8/65), (0.1,0.05),(0.5,0.2)}. Encontrar los parametros a y b que

ax
b+ x

hacen minimo el error cuadratico cuando se ajusta mediante la funcion f(x) = . Anadir, de

forma razonada, otro par de puntos de forma que los pardmetros a y b no se modifiquen. {2.5 ptos}

(d) Suponiendo que los resultados del apartado anterior son a=1, b=2, estudiese si es posible aplicar el
método de Régula Falsi y de Newton en el intervalo [-4,4] para encontrar el punto en que f(x)=0.5
.Y en el intervalo [-1,3]? {2.5 ptos}

(a) Puntos de integracion

Aplicando la condicion exigida, se tiene

1 1
L(x — X% ) (X =% ) (X=X, )X dx = L(x"’*" =X (X + X+ X ) X (XX, + XX, XX, ) = XEXpXX, ) dX =

X4+k X3+k X2+k Xl+k !
= ——AX, X FX)F——( XX + XX+ XX, ) —— XXX
{(4+k 3+k( 0o T % 2) 2+k( o TR K 2) 1+k % zﬂ_l

k=0 _?2(x0+x1+x2)—2x0x1x2=0 xoxlxzz?(x0+x1+x2) — X% X, =0 (1)

k=1 §+§(x0xl+xox2+x1x2):0 %+%(x0xl+xoxzixoxo+x1x2)=0—> %+%(—x0xo+x1x2)=0 ()

k=2 %Z(XO+X1+X2)—§XOX1X2=0 %z(x0+x1+x2)—§_?l(xo+x1+x2):0—> X, + X + X%, =0 (nr)
La condicion (1) indica que uno de los valores es nulo, mientras que la (I111) muestra que hay dos valores

de signos opuestos (dado que uno es nulo). Tomamos pues como nulo el valor intermedio, esto es:
X =0

1.1 3

X, ==X,

(b) Regla de integracién

Al aplicar el método de coeficientes indeterminados, se deben obtener los valores a,; tales que
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[ f(t)dt=af (-@Jmlf (0)+ar, f [@J

Se comienza a sustituir fz\gpor los polinomios\gla base candnica en orden creciente

f(x)=1 —>J:llldx=x]l_1

2 1
f(x)=x —>J-llxdx=x?} =0=ao(—\El+alO+a{\EJ A =a, o
-1
1 T 2 i fs © 3 2 a, =
, =
f(X):X2 %j_lXZdX:?}lzgzaO[— 5j +a102+a{\gJ 2050525

Por tanto la regla numérica viene expresada m\Z;iante j_ll f (x)dx = > f {—

=2=al+al+a,l ol+alta,=2|q =

Il
©o|ol ©|o ©o|u

Falta por determinar el orden \/7

4 3
5
f(x)=x* —[ X¥dx=2-| =0=2|— |
(x)=x J:lx X 2 5

Jda
f(X):X4 —>jl x“dx:x_s_l :EZE _
-1 5 5 9

-1

6—1 5 5
f(x)=x° —>J'l ax =2 | —0=2 —\E 82 \E
1 6|, 9 V5) 9 9|5

7—1 6 6
f(x)=x" —>j1 xedx = > _2,5 —\E +§06+E \E _6
1 7], 779l V5) "9 "9lis) 25

Por tanto la formula es de orden 5

(c) Linealizacion y ajuste

2
N
Se pretende ajustar la funcion f(x)=i de forma que el error cuadratico Z(yi— &, j sea

b+ x s b+x

minimo. Pero para aplicar la teoria vista es necesario previamente linealizar la ecuacion.

1
ax 1 _b+x_bl 1

M) 7T e ax o oAU oh

('[) ¢1(t) :;
@, (t) =1

65
5 1
% t o129 7ye) [29%) [a=1%
X=[10 1) v=| 20 | xx=xy |77 | x=) Bt o
2 1 5 0 A COZA

Deshaciendo el cambio
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a=%0:0.801
G/ _
b_%)_l.S

8,
Y la funcion de ajuste es f (x)= X _ 8X

150+ X ~ 15+10x

Para que no se modifiquen los coeficientes al afiadir nuevos puntos, eéstos no deben aportar ningun error

(el ajuste es perfecto). Asi pues basta sustituir dos valores en la expresion de la funcién de ajuste.

(d) Ecuacion no lineal

Esta funcion es continua y monoétona decreciente en (-0,-2) y mondtona creciente en (-2,00). No esta
definida (es discontinua) en x=-2; fuera de ese punto la funcion tiene derivadas continuas de cualquier
orden. Por tanto en el intervalo [-4,4] no son aplicables ni los métodos de intervalo ni los de iteracion

funcionalwt = 25.

Sin embargo, el teorema de Bolzano se verifica en [1,3], puesto que f(1)<0 y f(3)>0, y por tanto se puede

aplicar cualquier método de intervalo. Las condiciones generales de convergencia del método de Newton

vienen dadas para f (x)eC?[a,b] por

1. f(a)f(b)<0 Se cumple en [1,3], como se ha visto
2. f'(x)#0vxe[a,b] £1(x) = 2 > 0vxe[1,3]
(x+2)

3. signo( f"(x))=ctevxefab]  fr(x)= 4 <0vxe[L3]

(xr2)
s max{

<lb-a max%ﬁ —max{¥,,% =% <|b-a|=2
feb-a |5 I8 (7,54 oo

Por tanto el método de Newton es convergente para cualquier valor inicial elegido.

@)
f'(a)

)
f'(b)
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0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35

0.2

0.15

0.1

-0.04
-0.06
-0.08

-0.1
-0.12
-0.14

x/(x + 2)

I ——
—
1.2 14 16 18 2 2.2 24 26 28 3
X
U(x + 2) - xI(x + 2)2
M
’K“
k‘
N
— |
12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
X
@ x)(x + 2)% - 2(x + 2)2
—
——
E—
12 14 16 18 2 2.2 2.4 26 2.8 3
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Ejercicio 3.- Dado el sistema lineal Ax=b,

2 1 0)(x) (-2
12 1||yl=|0
01 2)lz) (2

(@) Resolver, utilizando racionales, por el método de Gauss con pivote simple. {2 ptos}

(b)  Obtener las matrices M, L y U que factorizan la matriz A y permiten escribir el sistema inicial como
L Ux=Mb. {2 ptos}

(c) Obtener el condicionamiento del sistema utilizando ||o|_ (EI calculo de la inversa se debe realizar

utilizando el método de Gauss-Jordan o usando la factorizacion LU anterior). Calcular el

condicionamiento si se utiliza la |o, {3 ptos}

(d) Obtener la matriz de iteracion del método de Gauss-Seidel y analizar su convergencia. Realizar dos
iteraciones partiendo del vector nulo. A la vista de los resultados, ¢cuél sera el comportamiento del

método de Jacobi? {4 ptos}

(e) Calcular, si es posible y utilizando el método de Gauss-Seidel, el nimero de iteraciones para lograr

un error (respecto ajo[,) menor que 10°°, partiendo del vector nulo. {1 pto}

Apartado (a) Resolucion por Gauss con pivote simple {2 ptos}

La matriz del sistema es tridiagonal, simétrica y de diagonal dominante (no estrictamente dominante, ya

que falla la segunda fila), por tanto no va a ser necesario realizar pivoteo, lo que facilita la operatoria.

2 1 0-2 2 1 0-2 2 1 0]-2) [(x=%(-2-1.0-01)=-1
1 2 140 |[—2F2h 500 g 11 |—EBER Ll0 ¥ 1)1 =%, =2(1-1.1)=0
01 22 0 1 22 0 0 %% X, =1

Apartado (b) Factorizacion {2 ptos}

Se pueden utilizar los calculos del apartado anterior, puesto que

1 0 0)1 00)2 10) (21 0 2 1 0 1 0 01 00
0 1 0f-% 1 0f1 2 1]|={0 % 1|=U=[0 % 1|aL*=[0 1 0f-1 1 0
0 -2 1)lo o 1)lo 1 2) |00 4 0 0 ¥% 0 -2 1)lo 01

1 0 0 (100

L=|-1 1 0| =[1 10

3 -5 1 0 51
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No es necesario realizar intercambio de filas.

También se puede hacer planteando directamente la factorizacion e igualando

2 1 0) (1 0 O)(u u u’ u, u; u;
1 2 1|=[l; 1 0[]0 ul ul|=|hu LuZ+ul Lu? +us
01 2) (12 1)(0 0 ul) Ly BuZ+lZu’ Ly’ +12u]+us

Apartado (c) Condicionamiento {2.5 ptos}
El Condicionamiento se define como el producto de la norma de la matriz por la de su inversa, utilizando

la norma indicada. Por tanto (A, ) =|A|. ||A*1|| . Se necesita calcular la inversa, para lo que se utiliza

el método de Gauss-Jordan (utilizando parte de lo operado en el apartado anterior)

2 1 01 00 11 01 00
12 100 1 0|]—=F2h,00 % 1-1 1 0
01 2001 0 1 200 O
Rer-tR (10 -4 2 -1 0
FyF-2F,
F,<2F, 01 %_% %
00 %3 21
ReR+iF, 1002 -2 %
Fy«F,-1F
R 2, 0105 1 -3
00 4% -+ 3

O también usando la factorizacion vista en el apartado (b)

2 1 0)100) (L -2 1)1 0 0) (2 -1 1
A=LU>A'=UL"=0 % 1|1 1 0|=[0 % -i|-1 1 oO|=[-1 1 -1
00 %J)lo021)l00 %)L -21) |+ 1 2

A, =max{2+1+0,1+2+1,0+1+2} =max{3,4,3} =4

||A‘1||m =max{%+%+%,%+l+%,%+%+%}=max{y,2,%}=2ans:

k(A=) =[Al |7, A, =4-2-8

Si utilizamos la ||o||l el resultado es el mismo dada la simetria de la matriz

Apartado (d) Matrices de Gauss-Seidel y convergencia {2.5 ptos}

A partir de la descomposicion A=D-L —U, donde

2 00 0 0O 010
D=0 2 0|,L=-1 0 O|yU=—-0 0 1
0 0 2 010 0 0O

se obtiene la matriz de iteracién de Gauss-Seidel y el vector independiente
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-1

2 0 0Y'(0 -1 0) (¥ 0 00 -1 0) (0 % O
K,=(D-L)'U=[1 2 0]||0 0 -1|=|% % 0|0 0 -1|=|0 ¥% 4
G

012)o0 o o) (¥ % %\o o o \o % ¥

¥ 0 0Y)-2) (-1
c=(D-L)Y'b=|% % 0] 0|=|%
% o om)2 %

Al ser la matriz de diagonal dominante, con una fila estrictamente dominante, el método de Gauss-Seidel

es convergente. De todas formas se comprueba facilmente con las normas o el radio espectral:

[Kell, = max{0.7,%2} = 76 <1 K], = max{7,%.5%} = % <1,

P(Ke)=-X+%x" =p(K,)= <1

Realizamos las iteraciones pedidas (y algunas mas para comparar con el siguiente apartado)

0 % 0Y)0) (-1} (-1) ( -1
XU =KxO4c. =10 % H%||0]+| %|=|%|=| 05
o % %)\o) (%) (%) (075
0 % 0)-1) (-1\ (%) (-1.25
X(Z)ZKGX(1)+CG= 0 % %l %|+l %|=| % |=| 025
0 % w)\%) \%) (%) (0875
~1.002 ~1.0010 ~1.0005
x =] 0002 | x™=| 00010 | x"=| 0.0005
0.999 0.9995 0.9998

Puesto que la matriz del sistema es tridiagonal, los radios de Jacobi y Gauss-Seidel estan relacionados
mediante p(Kg, )=p(K,)’, y por tanto también Jacobi converge.

Otra forma de verlo seria mediante la norma de la matriz de iteracion o su radio espectral

0 % 0
K,=D*(L+U)=|% 0 %

0 % 0

IK, [, =K, [, = max {3,1, %} =1 No sabemos si converge o no

PX(KJ)z—x3+}§x:>p(KJ)=}/\/§<1 Converge

Apartado () Numero de iteraciones {2 ptos}

El nimero minimo de iteraciones necesarias para asegurar que el error sea menor que un € dado se calcula

como:
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(1-[K])

NORENC)

UIN

In

x| < [

<K [ -
1-[K]

<g—>Nn2

Pero esta formula s6lo se puede utilizar cuando el valor de la norma es inferior a la unidad.

(1-74)o.001
% _-In(18000) _ 1228
n(7g) (%)

Por tanto se necesitan 74 iteraciones. Se ha comprobado realizandolas que el nimero real de iteraciones

In

n=

necesarias es 23, aunque para que la diferencia entre dos consecutivas cumpla lo exigido, se han

necesitado 25.
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Criterios de puntuacion:

Ejercicio Apartado Criterios Valoracion
1 A (1 pts) Aplicacion del método de resolucion analitica 0.75
Obtencion correcta de la solucion 0.25
B (2 pts) Expresion del Método de Euler 0.75
Aplicacion correcta del método 1
Comparacién con resultados reales 0.25
C (2 pts) Seleccion del intervalo y obtencion del interpolante 2x0.75
Aplicacion 2x0.25
D (3 pts) Expresion del Método de Taylor de orden 3 0.5
Célculo de las derivadas necesarias 1
Aplicacion correcta del método 1.25
Comparacion con resultados reales 0.25
E (2 pts) Seleccion del intervalo y obtencion del interpolante 2x0.75
Aplicacion 2x0.25
2 A (3 ptos) Planteamiento del método de coeficientes indeterminados 1
Resolucion del sistema 0.5
Expresion de la formula y su orden 0.5
Aplicacion 1
B (2.5 pts) Planteamiento del polinomio de aproximacion 15
Resolucién y expresion del polinomio 1.0
C (2.5 pts) Condiciones (4) del método de Newton 2
Iteraciones (2) 05
D (2 pts) Razonamiento del método adecuado 1.0
Aplicacion 1.0
3 A (3 pts) Justificacion del método de factorizacion 1.0
Resolucién con pivote doble 2.0
B (5 pts) Matrices de Jacobi 15
Convergencia de Jacobi 15
Iteraciones 1.0
Convergencia de Gauss-Seidel 1.0
C (2 pts) Expresion de la formula 05
Célculo de las normas 1.0
Célculo del valor 0.5
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