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1 Problemas de valor inicial

En esta practica se analizan los métodos de resolucion de problemas de valor inicial con
ecuaciones diferenciales ordinarias (E.D.O.s, 0 en ingles, O.D.E.s). Consideraremos inicialmente
métodos numeéricos para resolver problemas de valor inicial donde se dan las condiciones

iniciales en un unico punto. El problema de Cauchy para las E.D.O.s consiste en encontrar una

funcion y(t):[a,b] > R tal que dada la funcién f(t,y):[a,b]xR — R yneR se verifique

y(t)=f(ty(t)) a<t<b
{ y'(a)=n

que es, dicho de otra forma, el problema de resolver una ecuacion diferencial de primer orden
con una condicidn inicial.

MATLAB puede resolver diferentes tipos de problemas de valor inicial, incluido el de Cauchy:

1. EDO explicitas y'(t)=f(ty(t))

2. EDO linealmente implicitas M (t,y)-y'(t)= f(t,y(t)) donde M (t,y)es una matriz

3. EDo totalmente implicitas  f (t,y(t),y'(t))=0
Generalmente hay méas de una funcion y(t) que satisface la ecuacion diferencial, por lo que es
necesario imponerle una condicion inicial, tal y como se ha mostrado en el problema de Cauchy.
Si la funcion f(t,y(t)) cumple ciertas condiciones (basicamente ser suficientemente suave),
existe solucién dnica al problema de valor inicial, aunque no siempre es posible obtenerla de
forma analitica.
La mayoria de los métodos de resolucion solo admiten ecuaciones diferenciales de primer orden.
Sin embargo las ecuaciones diferenciales a menudo involucran variables dependientes e
independientes con derivadas de orden superior. En este caso las ecuaciones se pueden reescribir

de forma vectorial para trasformarlas en ODE’s de primer orden pero con variables vectoriales, o

lo que es lo mismo, en un sistema de ODEs de primer orden. Por ejemplo, la O.D.E. de orden n
y(n) — f (t’ y, y”,,,y(nil))
mediante el cambio

y=Y, y' = y, - y(”’l) =Y,
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se transforma en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
!
Yi =Y,

Y, :ys @Y’:f(t,Y) con Y=(y1|y2""yn—l)

yn—l' = f (t! Yis y2’”'yn—l)

So6lo en ocasiones es posible obtener la solucién analitica. La instruccion dsolve obtiene dicha
solucion, cuando es posible. Su sintaxis es:

r = dsolve('eql,eq2,...', ‘condl,cond2,...''v") 6 r = dsolve('eql’,'eg2',...,'condl’,'cond2',...,'v").

donde las EDO vienen representadas por eql, eg2,..., v es la variable independiente y esta sujeta
a las condiciones de contorno especificadas mediante condl, cond2,....Por defecto se toma t
como variable independiente, representandose la diferenciacion mediante la letra D mayuscula.
Si la D va seguida por un digito, éste indica el orden de la derivacién. El resultado puede ser una
variable simbolica cunado hay un solo resultado, un vector cuando la ecuacién tiene mas de un
resultado, 0 una estructura cuando hay varias ecuaciones y un solo resultado. Si no se encuentra
la solucion explicita, intenta obtenerla explicita y sino da un mensaje de aviso.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo Instruccion Solucion
y'(t)=-a-y(t) dsolve("Dy=-a*y") ce™

y(t)=a-y(t) dsolve("Dy=a*y","y(0)=b") be™

y(0)=b

y'(t)=y(t)+sin(t) dsolve("Df=F+sin()") —1(cos(t)+sin(t))+ce'
y'(t) +y(t) =1 dsolve(” (Dy)"2+y"2=1","s") {+1,+sin(s-c1)}
y(t+y(t) =1  Yy=dsolve(*(Dy)"2+y"2=1","y(0)=0") ssin(t)

y(0)=0

y'(t)=x(t) r=dsolve("Dx=y", "Dy=-x") r.x=cisin(t)+ c,cos(t)
X'(t)=y(t) r.y=c;cos(t)- cosin(t)

Ejercicios recomendados:

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
y'+2y=te* 0<t<l y(0)=0
y'—2y'+2y=e”sint 0<t<l y(0)=-04 y'(0)=-0.6
y' =5 (y-t)+1 0<t<l y(0)=-1
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1.1 Instrucciones de MATLAB
La siguiente tabla muestra las instrucciones para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODEs) y ecuaciones diferenciales algebraicas (DAOs) con los

diferentes tipos de problemas de valor inicial y el método que utiliza para su resolucion:

Instruccion Problemas que resuelve Método

ode45b Ecuaciones diferenciales no rigidas Runge-Kutta

ode?23 Ecuaciones diferenciales no rigidas Runge-Kutta

odell3 Ecuaciones diferenciales no rigidas Adams Bashford Moulton
odel5s Ecuaciones diferenciales rigidas y ecuaciones diferenciales algebraicas NDFs (BDF1s)

ode23s Ecuaciones diferenciales rigidas Rosenbrock

ode23t Ecuaciones diferenciales semi-rigidas y ecuaciones diferenciales algebraicas ~ Regla trapezoidal
ode23tb Ecuaciones diferenciales rigidas TR-BDF2

odel5i Ecuaciones diferenciales no rigidas totalmente implicitas BDFs

La sintaxis general en todos ellos es
[t.,y] = solver(odefun,tspan,y0,options)

donde “solver” es una de las funciones indicadas anteriormente. Los argumentos basicos son:

odefun: maneja la function que evalua el sistemas de ODE. Viene definida mediante “dydt=
odefun(t,y)”, donde t es un escalar y dydt e y son vectores columna.

tspan: Vector que define el intervalo de integracion. La condicion inicial esta definida en
tspan(1) y se integra hasta tspan(end).

yO0: Vector con las condiciones iniciales del problema.

options: Estructura con los parametros opcionales, algunos dependientes del solver, que
modifica alguna de las caracteristicas del método de integracion

MATLAB también dispone de instrucciones para evaluar los resultados, extender la solucion o

representarla, asi como diferentes opciones para la resolucion y evaluacion:

Instruccion  Descripcion

deval Evallia la solucién numérica usando la salida de uno de los solver anteriores
odeextend Extiende la solucién de un problema de valor inicial para una ODE

odeset Modifican y recuperan respectivamente la estructura que contiene las propiedades cuyos valores se pasan

alos solvers y que afectan a la solucién del problema
odeget

OutputFcn Si en las opciones de la estructura se define una funcion de salida, el solver la ejecuta en cada paso de la

iteracion. Dicha funcion puede ser especificada por el usuario, o hien utilizar alguna de las predefinidas:

1 Férmulas de diferenciacion numérica (numerical differentiation formulas, NDF) y de diferencias finitas atrasadas

(backward differentiation formulas, BDF)
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odeplot (representacion para series temporales) odephas2 (representacion en plano de fases

bidimensional), odephas3 (idem tridimensional), odeprint (imprime el resultado).

1.2 Opciones més usuales de los solvers

La instruccion odeset permite ajustar los pardmetros de resolucion de las ecuaciones
diferenciales implicitas (odel5i) y problemas de valor inicial (ode23, ode45,0del113, odel5s,
0de23s, ode23t, ode23tb).

1.2.1 Control de error

En cada paso de la resolucién, el solver estima el error local en la i-esima componente de la
solucion. Este valor debe ser menor o igual que un error admisible indicado mediante el maximo
de la tolerancia relativa (RelTol) y la tolerancia obsoluta (AbsTol), esto es:

AbsTol.|e(i)| = max(RelTol*abs(y(i)),AbsTol(i))

Propiedad  Valor Descripcion

RelTol Escalar positivo {103} Tolerancia relativa aplicada a todas las componentes del vector solucién
AbsTol Escalar positivo {106} Tolerancia absoluta aplicada a todas las componentes del vector solucion
NormControl On | {off} Control utilizando la relacién superior 0 una mas estricta interna al programa

1.2.2 Control de resultados

La siguiente tabla muestra los resultados que genera el solver seleccionado.

Propiedad  Valor Descripcion

NonNegative Vector de enteros {[ ]} Especifica los componentes de la solucién que no pueden ser negativos
Refine Entero positivo Incrementa el numero de valores de salida en un factor dado por refine
OutputFen Funcién Especifica una determinada funcion de salida.

Stats On | {off} Determina si el solver deberia Mostar estadisticas sobre el proceso.

1.3 Ejemplo de resolucién con MATLAB

Se emplea como ejemplo la ecuacion de Van der Pool
y”—,u(l— yz)y’+ y=0 ,t>0 y(0)=2 y'(0)=0
1.3.1 Problema de valor inicial no rigido (u4=1, 0st<20)

Se debe comenzar reescribiendo el problema como un sistema:

) N 3 Yy, y1’ =Y,
e L Y, = (1= %)Y, — i
y definiendo la funcion
function dydt = vdpl(t,y)
dydt = [y(2); (1-y(1)"2)*y(2)-y(1)];
A continuacion se ejecuta el solver
[t.y]l = ode45(@vdpl,[0 20],[2; O1);
Podemos representar la solucion y su derivada mediante
plot(t,y(:,1),"-",t,y(:,2),"--")
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title("Solucidén de la ecuacidon de van der Pol, \mu = 1%);
xlabel("tiempo t*);

ylabel ("solucioén y");

legend("y_17,"y 2%)

1.3.2 Problema de valor inicial rigido (x=1000, 0st<3000)

En este tipo de problemas la solucion tiene dos componentes con frecuencias muy diferentes;
una tiene cambios en periodos muy inferiores al intervalo total de integracién, mientras la otra se
pueden considerar del orden del intervalo. Los métodos no disefiados especificamente para
problemas rigidos pueden fallar o ser poco eficientes al exigir pasos de tiempo muy pequefios
para seguir la rcapida variacion de la primera componente.

Se define la funcion

function dydt = vdpl000(t,y)

dydt = [y(2); 1000*(1-y(1)"2)*y(2)-y(1)1;

A continuacion se ejecuta el solver

[t.y] = odel5s(@vdp1000,[0 3000],[2; O1);

Podemos representar la solucion y su derivada mediante
subplot(2,1,1);plot(t,y(:,1),"-")

title("Solucidén de la ecuacidon de van der Pol, \mu = 1%);

xlabel ("tiempo t");ylabel("solucion y*);legend("y_17)
subplot(2,1,2);plot(t,y(:,2),"-")

title("Solucién de la ecuacion de van der Pol, \mu = 1%);

xlabel ("tiempo t");ylabel("solucidn y*);legend("y_2%)

1.3.3 Evaluacion de la solucion en puntos dados

Para evaluar la solucion en puntos especificos se utiliza la funcion deval, por ejemplo, para
evaluar la ecuacion de van der Pool no rigida en t=1,2,3,4,5, se escribe

sol = ode45(@vdpl,[0 20],[2; OD);

gue devuelve la solucion en una estructura

xint= 1:5

deval (sol,xint)

Ejercicios recomendados:

2. Resolver de forma aproximada las siguientes ecuaciones diferenciales con el método mds
adecuado, sabiendo que la dltima es rigida. Comparar grdficamente la solucién exacta y la
real
y'+2y=te* 0<t<l y(0)=0
y'—2y'+2y=e”sint 0<t<l y(0)=-04 y'(0)=-0.6
y' =5¢"(y—t)’+1 0<t<l y(0)=-1
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1.4 Ejemplos de demostracion de resolucion de ODEs en MATLAB

A continuacion se muestran varias instrucciones con ejemplos preprogramados de MATLAB,

con las diferentes opciones vistas.

Ejemplo Descripcion

ampldae Ecuacion diferencial algebraica rigida (circuito eléctrico)

ballode Posicion de un cuerpo (pelota elastica)

batonode ODE con matriz de masa dependiente del tiempo y del estado (equilibrio de un bastdn)

brussode ODE rigida (difusién en una reaccién quimica autocatalitica, brusselator)

burgersode ODE con matriz de masa fuertemente dependiente del estado (ecuacién de Burger resuelta con una técnica
de mallado movil)

femZlode ODE rigida con matriz de masa dependiente del tiempo (Método de elementos finitos)

fem2ode ODE rigida con matriz de masa independiente del tiempo (Método de elementos finitos)

hblode ODE rigida resuelta sobre largos intervalos de tiempo ( reacciones quimica de Robertson)

hbldae Ecuacion algebraica en diferencias rigida y linealmente implicita (Problema de Robertson abtenido a partir
de las leyes de conservacion)

ihbldae Ecuacion algebraica en diferencias rigida y totalmente implicita (Problema de Robertson abtenido a partir
de las leyes de conservacion)

iburgersode Sistema de ODEs para resolver la ecuacion de Burger

kneeode Movimiento de una articulacion, con restricciones no negativas

orhitode Posicién de tres cuerpos con restricciones

rigidode Problema no rigido (ecuacion de Euler de un cuerpo rigido sin fuerzas externas)

vdpode Ecuacién de Van der Pool parametrizable (rigida para valores elevados)
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