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Ejercicio 1.- Dada la funcién f (x)=

(@) Obtener el polinomio de interpolacién de Taylor de segundo grado T,(x) en torno al punto
x=4. ¢ Qué error se comete con esa aproximacion al evaluar f(5)?. Acotar el error que se
comete al usar dicho polinomio para interpolar en el punto x=5y en todo el intervalo [0,9].

(b) Obtener el polinomio de interpolacion de Lagrange P,(x) tomando {0,4,9} como puntos de
soporte. ¢, Qué error se comete con esa aproximaciéon al evaluar f(5)?. Acotar el error que
se comete al usar dicho polinomio para interpolar en el punto x=5 y en todo el intervalo
[0,9].

(c) Determinar el nUmero de puntos equiespaciados necesarios para poder asegurar que la

interpolacion segmentaria lineal tiene un error inferior a 0’001 para todo el intervalo.

Apartado (a) Polinomio de interpolaciéon de Taylor

La aproximacién de una funcion en el punto x=c mediante el polinomio de Taylor viene expresada
como

F(x)=To () +Rea(%)

donde
T,(x)= f(c)+¥(x—c)+%(!c)(x—c)2 ot f(:!(c)(x—c)” =§f(k)(c)%
Rm(x):%(x—c)n+l con & e(x,.c)

Particularizando para c=4 y n=2

()= £ (@) e ay e Mgy T gy con g e (xa)

3!
f(x):(1+x)72 f’(x):—2(1+x)73 f”(x):6(1+x)74 f"’(x):—24(1+x)75

f4)=Ys  F@=  1(4)=%s

Por tanto

_ _2 _ 11 3
X)—%5 2 o5(x=4)+ Fo5(x—4)" =119, 5 -39 s x+ Fgos X’
25 10+3 18
%5 /255 4 /255 4 625 625
y el error real vendra dado por

1 18| 2
[1(5)-T.(5) = (1+5) 625\ 22500

y la cota del error medlante

~0.001
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1£(5)-T,(5) = ﬁ(s—@"’ < ) e |24 o= is =0.0013
3! &e(45) 3l &<(43)16(1+x)’| 15
Para acotar el error en todo el intervalo, se tiene que
x| £ (x)=T, ()] = ma 5 (4] < maoe | U5 e - 47| = | —24| (9 - 4| =500
xe[0,9] xe[0,9]] 3l xe[0,9]] 31 [xe[0.9] 6(1+0)

Apartado (b) Polinomio de interpolacion de Lagrange en {XO, X, Xz} = {0, 4,9}

El polinomio de interpolacion de Lagrange se puede calcular en su forma canonica (resolviendo el
sistema), como combinacion de los polinomios de Lagrange o en forma de diferencias divididas. En
cualquier caso, se tiene que

FO) =R (x)+E..(x)

donde

o 8= D0t ) ) = BT ) on )

Su expre5|on mediante diferencias divididas viene dada por

i-1

Zf o XX LT =% ) = F[ X ]+ [Xo. % J(X= %5 )+ F [ X0, X0, X, ] (X=X, ) (X —%,)

k=0
y medlante pollnomlos de Lagrange por

Zf ) donde L?(x)= HX_X"

k=0 X; — X,
k=i

Comenzamos calculando la tabla de diferencias divididas

X% | f[x] f [Xer Xt ] f [ X0 Xieoas Xz ]
0 1

flo]= (1+O)2 -t
D s |
9 f[9]2(1+19)2 o0 | 1[491- f[99]::[4]:5_030 04915
Por tanto

Pz(x):l—%5(x—0)+1%oo(x—0)(x—4)

Si el célculo se realiza con polinomios de Lagrange

(x=4)(x-9) —4)
P(x)=1—F~—+*
(%) (0—4)(0—9)+%5(4 0)(4-9) yOO —4)

En cualquier caso P, (5) = —400 y el error real vendra dado por
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f(5)—PR,(5 = ~0.0978
y la cota del error en ese punto mediante
.I: m(é; ) 24
f(5)-P,(5)=|—>4(5-0)(5-4)(5-9 20
1) R (o) (50 6-4)5-9) smpyl 2

puesto que la funcion es positiva y mondtona decreciente

max 3!(12:_‘)()5 % < a0y =|f(5)-P,(5)=4x20=80

Para acotar el error todo el intervalo, se tiene que

max| 1 (x)— P, ()] = max - T (x— x,) = mas|— 24— | e (x—0) (x—4)(x—)
xe[0,9] 2 )| T I K™ xeo9] 3!(1+ X)S xe[0,9]

Se debe acotar también el valor del polinomio, para lo cual lo evaluamos en los extremos del
intervalo y en aquellos valores que anulan su derivada (extremos relativos).

p(x)=x(x—4)(x-9) p'(x)= 3x* —26x+36=0 —>X—l3+‘/= ~{6.9367,1.7299}

mex| ()| = max{|p(0)][ () |p (252 ) [ p (252 )| = max[0,0, - 20, 1220} ~ 47,0315
Yy por tanto
max f (X)—P,(x)|<42.04x4=168.16

Apartado (c) NUmero de puntos de interpolacién lineal segmentaria
En el caso de interpolacién lineal segmentaria con puntos equiespaciados una distancia h se tiene
f (x)=B*(x)+E"(x) con xe[X 4, %] Y X =X, +kh donde

R ()= f[x]+ f[%uX ](Xx=%) ¥ E*(x)= f”SX)(x—xk_l)(x—xk_l);fX e (X %)

Asi pues

max | f (x)—P(x)|= max( max

x[0,9] k=L,..n \ xe[Xy_1.%]

f" §X
o o s )
como
Max| amax (s) = max f (X)smax =
k=1,.n| xe[X 1. %] 2! xe[0,9]| 21 x€[0,9] (1+X)
h2
VkZXE?QK?(XK](X_kal)(x_xkfl)‘zj

para asegurar el error pedido es preciso que
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2
max | f (x)—P(x)| sahZ <0.001=>h<0.0365,

XE[O,Q]
y el nimero de intervalos vendra dado como
nzﬁ=ﬂzz46_47,

h  0.0365

con lo que el nimero de puntos debe ser 248.

Ejercicio 2.- Se conoce la siguiente tabla de valores de una funcién f(x):
X 1 -1 2 -2
f(x) -2 -3 % %

(@) Obtener el polinomio de interpolacién en la forma de Newton.

(b) Obtener los polinomios de interpolacién de Lagrange {lo(X), 11(X), l2(x), l3(X)}y la expresion

del polinomio de interpolacion en la forma de Lagrange.

(c) Obtener el polinomio de interpolacién en la base {1, X, X%, X3, x4} y la matriz de paso entre

ambas bases.

(d) Evaluar el polinomio de interpolacién y su derivada en el punto x=1 utilizando la regla de

Horner. Obtener la regla numérica de derivacién numérica que genera el mismo resultado.

(e)

Apartado (a)

FIX X sy X o [ = F [ Xa, Xnyenny X
Recordamos de teorfa que f X, X,,---, Xy | = XX ica] = X X Lk
Xike1 — Xisk
Xi f[Xi] f[XiIXi+1] f[Xi,Xi+1,Xi+2] f[Xi,Xi+1,...Xi+3]
1] -2
-1 -3 A
2| % % Yo
2| % % % Ho

Demostrar que el polinomio de interpolacion tiene al menos una raiz real positiva.

Polinomio de Interpolacién

P,(x)=—2+0.5(x-1)+0.7(x—1)(x+1)+0.1(x—1)(x+1)(x—2)

Apartado (b) Interpolacion de Lagrange

o . N no(X—=x ,
Los polinomios de Lagrange vienen dados por Ilﬂ ) (x) = 1_[u y en este caso seran

i=0 (Xk —Xi)

Iy (X)

i=k

(D) (x=2)(x+2) X+ x"—4x-4

(1+1)(1-2)(1+2)
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(x=1)(x=2)(x+2)  xX*-x"—4x+4

L (x)= (-1-1)(-1-2)(-1+2) 6
(X):(X—l)(x+1)(x+2) _ X +2xP—x=2

2V T (2-1)(2+1)(2+2) B

I (x) = (X=D(x+1)(x=2) _ x*-2x* —x+2

T (2201)(<2+1)(—2-2) 0

Y el polinomio de interpolacién se escribe como
P (X) =D F (%) (x)==2ly(x)=3l (x)+ %1, (X) =341, (x) =
i=0

x3+x2—4x—4_3x3—x2—4x+4+%x3+2x2—x—2_1% X3 —2x* —x+2

—6 6 12 -12

=2

Apartado (c) Polinomio de interpolacidon en la base candnica

Puesto que el polinomio de interpolacidn es unico, lo Gnico que varia es la forma de representarlo, la
obtencidn del polinomio en la base candnica puede obtenerse a partir de las formas de Newton o
Lagrange:

Forma de Newton

P, (X) =—2+(x~1)(05+(x+1)(0.7+0.1(x~2))) = 0.1’ + 0.5x" + 0.4x 3

Forma de Lagrange
_y3(2 -3 1 13 2(2 3 2 —26 -8 12 -1 -13 -8 =12 -2 26\ _
P4(X)—X (€+?+2—0+E)+X (g+g+2—0+w)+X(?+E+2—O+E)+(?+T+2—O+%)—
—_ 13 1y2 2
=5 X +3X +£X-3
Otra posibilidad hubiera sido a partir del sistema lineal generado al hacer:

P, (%)=t (%) + oty (% +06(%)+ 0 = T (%), =012,3

11 P ) (-2 o) (-3
1 () () (e | | 3] [ |%

1 2 22 22 o, | | 26 o, | | %
(—2) (—2)2 (—2)3 O3 -1.2 A3 Ho
La obtencidn de la matriz de paso se obtiene a partir de la relacién:

o n n) (1) (b
2 2 % H| «x

1

|
T T Yo Yo ? I
|

X
13 -13 -13 13 3
30 0 D o )\ X

N

3
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P, (X) = 0t + o X+ 00, X7 + 0oy X = Boly (X)+ Byl (X) + B, (X) +Bsls (x) —>
=2 o P \(Bo Ao
2 e el B oy
%
%AV Ao || B O,
Asi pues, si %N Ve o )\Bs O3

Apartado (d) Horner y derivaciéon numérica

Ao 7 % -3
1 o % 1

Ao Ao 1 -2
1 Ao Ao

%0 %0 1 10

P,()=-2Yy P, (1)=%,.
La regla numeérica se obtiene facilmente derivando la forma de Lagrange del polinomio

Pn(x):iz_no: f ()L (X)=F (%)l (x)+ £ (X)L (X)+ F (%), (x)+ f (X)15(x)
P (x)=f (%)lg (X)+ F () (X)+ F (3) 15 (x)+ f (x3)15(x) y
P4'(Xo): f (Xo)lt;(xo)Jr f ()<1)|1'(Xo)+ f (Xz)lé (Xo)+ f (X3)|3'(X0)

operando

() = I ) Iy )
L (x)= x3—x26—4x+4 —>I1’(x):3XZ —62x—4 S 0):—?1
()= T EEZ ) T -
1 (x)= x3—2f;2—x+2 S (x) = 3X2:142X_1—>I3’(x0):%

Pi(%) =% (%) + % T (x)+ % T (%) + % T (%) =K+ %+ %o+ =%
Apartado (e) Raiz real positiva

Tenemos que P,(x)eC”(R). Ademas P,(x )= f(x),y puestoque f(1)f(2)<O0, aplicando el
Teorema del valor intermedio, existe al menos un punto en ese intervalo en que la funcion se anula.
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Ejercicio 3.- Las torres de soporte de una linea de alta tensién tienen un vano de 400m. Se ha
medido la altura a que se encuentra el cable® en distintas partes del recorrido obteniéndose

los siguientes valores?

Distancia (m) |0 120 230 310 400
Altura (m) 50 143.28 42.18 44.42 50.00
Ty a | Ty
B £ A
(@) Obtener la forma d.e- Newton del polin;)mio de interpolacién y utilizarla para obtener la

flecha maxima (punto medio de la catenaria).

Utilizando el método de los coeficientes indeterminados, obtener una regla numérica que

(b)

permita calcular la pendiente en el punto medio.

Apartado (a) Forma de Newton del polinomio de interpolaciéon

f [Xilxi+1"“’ Xi+k—1]_ f [Xi+llxi+2""’ Xi+k]
Xik1 =X

i+k

Recordamos de teorfa que f X, X,,---, Xy | =

Xi | fDxl (DX xien ] | FDX ) Xivn s Xi2 1| FXi, Xisn oene Xiea 1 | FIXi ) Xiwd 4e- Xina ]
0 | 50

120(43.28| -0.056

230(42.18| -0.01 0.0002

310|44.42| 0.028 0.0002 0

400| 50 0.062 0.0002 0 0

Representando el polinomio de interpolacion de forma encajada, se obtiene
P(x)=50+ x(—o.056 +(x—120)(0.0002+(x —230)(0+(x— 310)0)))

El resultado es razonable, ya que la ecuacion del cable es una catenaria, pero se puede aproximar con

buenos resultados por una parabola cuando el vano es menor de 1000m. Para obtener la flecha
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(diferencia de alturas respecto a los apoyos) debemos comenzar calculando la altura en el punto
medio

P(200) =50+ x(—0.056 + (200 —120)0.0002) =42
La flecha maxima es de 8m.

Apartado (b) Método de los coeficientes indeterminados

Se desea obtener una regla numérica de la forma

f’(B) =Zn:oci f(x)— f'(200) =a,f(0)+a,f (120)+0L3f (230)+0c4f (310)+0L5f (400)
k=1

Para obtener los coeficientes a, ,k =1,2,---5 exigimos que la formula sea exacta para el mayor
numero posible de funciones de la base canonica de los polinomios, esto es
f(x)=1->0=0o1+a,l+0l+a,l+ol

f(x)=x—>1=0,0+ 0,120+ 0,230+ c,310 + 05400

f(x)= x> = 2-200 = o, 0° + &1,120% + 0, 230% + 0, 310% + 01, 400

f(x)=x*—3-200" =0, 0° + ,120° + 0, 230° + 1, 310° + 05 400°

f(x)= x* —4.200° = o,0" + @,120* + 01, 230" + 0, 310" + 0, 400*
Planteamos el sistema de ecuaciones

1 1 1 1 1 o, 0
0 120 230 310 400 | |oa, 1
0 120° 230° 310° 400° || o, |=| 2-200
0 120° 230° 310° 400° || a, 3-200?
0 120 230" 310 400*) | o, 4-200°
La matriz del sistema es de tipo VVandermonde, y por tanto sera un sistema mal condicionado.
Resolviéndolo

f'(200)=10" [0.5388 f(0)—7974f (120)+3.488f (230)+4.716 f (310)-0.7680 f (400)]

=-1.804107"
Comparando este resultado con el obtenido mediante el polinomio de interpolacién

P’(x) =-0.056 +0.0002( x +(x —120))
P’(200) = —0.056 +0.0002( 200 + (200 -120)) =0
La diferencia es debida a las imprecisiones numéricas de las operaciones.

Ejercicio 4.- Se deposita una bola en la superficie de un fluido y se suelta, dejandola hundirse
mientras se toman medidas. Al cabo de un segundo, se ha hundido 2.8383m, y 7.5458 al

cabo de dos segundos.

(@) Obtener el polinomio de interpolacién, considerando que en el instante inicial la bola tiene

velocidad nula y esta sometida a la aceleracion de la gravedad (g=9.81m/s?).
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_ 5 g(2t-1+e®)/
(b) Sabiendo que la solucién exacta es S (t) = 4 indicar el error que se comete

al utilizar el polinomio de interpolacioén.

(c) Se desea saber cuanto tarda la bola en alcanzar los 100m. Utilizando la solucién exacta,
¢cual es el método de intervalo mas adecuado para calcular el tiempo?. Justifiquese la
respuesta y realicense 2 iteraciones..

(d) Obténgase una funcién de punto fijo y un intervalo que cumplan las condiciones de
convergencia y sirvan para solucionar la ecuacion planteada en el apartado anterior. Realizar

dos iteraciones a partir del valor t=25.

Apartado (a) Polinomio de interpolacion

Poniendo en forma tabular los datos, se tiene que

t | S() S’ | S Lo que indica que debemos utilizar la forma de diferencias
divididas generalizadas del polinomio de interpolacion, donde
0| 0Om Om 9.81m
flz,2,]— f[2g0 204 ]

12.8383m Ly # L,

Z,— 1,
2 | 7.5458m flzo2,]= ")

" (z,)

L, =1,
n!
Comencemos aplicando diferencias divididas generalizadas:
f(zk) f[zk’zk+l] f[zki"'zk+2] f[zk""zk+3] f[zki"'zk+4]
z,=0 0
z,=0 0 f (o) =0
=0 9.81 "(0) = "

% F(0)=0 |f (0% — 4.9050
z,=1 2.8383 2.8383 2.8383 -2.0667
z,=2 7.5458 4.7075 0.9346 -0.9518 0.5574

Puesto que, utilizando la forma de diferencias divididas generalizadas, se tiene que

f(t)=gf[zo,---zk]H(t—zi)+ 20020 X][T(t-2)

i=0 i=0
el polinomio de interpolacién pedido sera

P, (t)=0+0(t—0)+4.9050(t—0)° —2.0667 (t—0)’ +0.5574(t—0)’ (t-1)
cuyo error viene dado por

£ ()= -0p-ne-2)
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Apartado (b) Error de interpolacion

g (Zt -1+ e*Zt) _ -1962 o

Dad S(t)=
ado que S(t) o

, entonces S (t) y E,(t) =-0.654e % t*(t—1)(t - 2)

Apartado (c) Métodos de intervalo
g(2t-1+e?)

g(2t-1+e?)

Se debe resolver S(t)= =100— F(t)= —100 mediante un método de

intervalo. Utilizamos Bolzano para asegurar la existencia de la raiz

_ 40 _ 50
I:(20):9.81(40 1+e ) 9.81(50 1+e )_100:20.1725

~100=-4.3525 F(25)=

Existe una raiz en [20,25], pero para esos valores de t, tenemos que

2t-1+e™ 2t —1
%—100 ~ %—100, que es la ecuacién de una recta. Por tanto el método mas

adecuado sera “Regula Falsi”, que aproxima por una recta la funcion. Aunque s6lo es necesario
realizar las iteraciones con el método seleccionado, lo comprobamos con todos métodos estudiados:

Biseccion: x, = 3, +b,
_ OB _ 555 £(225)50 X, =20+—222'5=21.25—> f(21.25)>0
Iteracion a f(a) b f(b) X f(x)
1 20.0000 - 25.0000 + 22.5000 +
2 20.0000 - 22.5000 + 21.2500 +
3 20.0000 - 21.2500 + 20.6250
S| 4 20.6250 : 21.2500 + 20.9375 ¥
% 5 20.6250 - 20.9375 + 20.7813
6 20.7813 - 20.9375 + 20.8594
7 20.8594 - 20.9375 + 20.8984 +
8 20.8594 - 20.8984 + 20.8789
9 20.8789 - 20.8984 + 20.8887 +
: a,—b
Regula Falsi: x. =a, - f (an)m
X =20~ f(20)—20"2 ___ 50 (-43505)——20"2 ___ 70,8874 f(20.8874)=1.7664-10°

f (20)— f (25)
No es necesario realizar mas iteraciones

—4.3525-20.1725
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Requla Falsi Modificada

La sucesion se genera igual que la anterior, por lo que obtendremos el mismo resultado

Muller

En este caso, la aproximacion de la funcion se hace mediante un polinomio de segundo grado que

pasa por tres puntos {a, b, m} . Se comienza calculando los coeficientes de la parabola

o, (X —m)* + o, (X —m)+ o, mediante el sistema
(a-m)* a-m 1 a, f(a) a, = f

(b-m) b-m 1| o |=| f(b) |> ((am)z amJ(azi f(a)—f(m)j,yportanto

0 0 1lla) (M) |[(b-m? b-m f(b)- f(m)

& = a—m)2 a-m

(b-m)* b-m

f(a)-f(m) a-m

con A= f(b)—f(m) b-m

yAZZ‘

> |Nl> > |Hl>

a, =

Una vez obtenidos los coeficientes, se calculan los puntos de corte con el eje X utilizando la formula
alternativa
201,

2
a, T4/o; —4da,a,

y eligiendo el signo de la raiz de forma que el valor absoluto del denominador sea lo mayor posible.
La raiz asi calculada estara entre m y uno de los extremos a 0 b; si estd entre m y a (respectivamente
b), se sustituye b (respectivamente a) por my m por r.

Comenzamos el algoritmo afiadiendo a los dos extremos, el punto medio

m=b;26‘=22.5—>f(m)=7.91

r=m-

2 _ 52 _12. ~12.2625 -2.5
_[2° 7253195 A = 2 52 122625 _ 153 812 A, = =
25° 25 257 12.2625 12.2625 25
a, =7.91 o, =1232812 _ 4 9050 a,=—2 0

31.25 31.25

Se observa que la pardbola ha degenerado en una recta, y al aplicar la formula se obtiene el mismo
valor que con Regula Falsi

r=225- 2791 =20.8874— f (r)=1.7664-10"°

—4.9050 —/4.9050% —4-0-7.91

Apartado (d) Meétodo de iteracidn funcional

Para emplear los métodos de punto fijo, se debe seleccionar adecuadamente la funcion de forma que
vxe(a,b):g(x) e(a,b)Alg’(x)||<1. Aunque en la mayoria de los casos, esa seleccion no es simple,

si lo es en el ejemplo, puesto que a la vista del apartado anterior sabemos que la funcién se comporta
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de forma casi lineal en el intervalo que la contiene. Por tanto, g(x) = x—w, donde mes la
m

pendiente en el intervalo, es una buena eleccidon de la funcion de iteracion.

g(2-2¢™)

En este caso se tiene que F'(t) = y F'(20)~F'(25)= % =4.905. Por tanto, la funcion

de iteracioén sera
2F(t 200
g =t-220 -

; t+ ] —i(2-1+e™) =204 1-1e™
Comprobamos que cumple las hipétesis
1. g(x)eC[a,b]
Al ser combinacidn de sumas y exponenciales
2. Vxel[ab]:g(x)e[a,b]
9(20)= +3 —1e ~20.8874~ g(25)
3. Wxe[ab]:|g'(x)|<k<1
gt)=e*<e™<1
Realizamos las iteraciones pedidas, probando con ambos extremos
X =20 X =0(%)=9(20)=20.8874 x,=g(x)=0(20.8874)=20.8874
X, =25 % =0(x)=0(25)=20.8874 x,=g(x)=g(20.8874)=20.8874
También se habria podido despejar de la funcién inicial
2t—1+e™ t)=1(%9 +1-e™
t):u_ioo_) gl() 2( Al )
4 g, (t)=—%In(%9 +1-2t)
Analizando por separado cada funcion para valores positivos del tiempo
g, (t)=3(%+1-e*) > g;(t)=e™
g, (t) es positiva y monétona creciente acotada por [gl(o), g (oo)] =[ 29,29 +% |. Tomamos un
intervalo que incluya la imagen, per ejemplo el [20,25].
g;(t) es positiva y monétona decreciente acotada superiormente en por [20,25] por g;(20)<5-10"**

Asi pues la funcion g, (t) verifica las condiciones de punto fijo. Realizamos las iteraciones
X =20 % =0,(%)=0,(20)=20.8874 x,=g,(x)=0,(20.8874)=20.8874
X =25 X =0,(%)=0,(25)=20.8874 x,=g,(x)=0,(20.8874)=20.8874

t) :w—mo _>{91 (t)=3(%9+1-e™)

1

9, (t) ==3In (% +1-2t) > g; (1) = a0 412t
g
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g, (t) es mondtona creciente acotada inferiormente por g, (0)=—4In(*%+1)~-1.8661y su

dominio es [0, 2007 +%] . Antes de seleccionar el intervalo, comprobamos la condicion sobre la

derivada.
g, (t) es positiva y mondtona creciente hasta la discontinuidad en t =209/ +1 . Esta acotada por la

unidad cuando t <29 . Pero g, (t < 20%) =0, y por tanto no hay ningun intervalo que verifique las
condiciones.

Ejercicio 5.- Dados los siguientes pares de valores {(0,1),(1,2),(3,0)}, obtener el polinomio de

interpolacion segmentaria siguiente:

(@) Cuadrético con condicién natural en el extremo izquierdo (f(0)=0).
(b) Cuadratico con condicion sujeta en el extremo derecho (f(3)=1).
(c) Cubico con condiciones naturales.

(d) Cubico con condiciones sujetas (f(0)=0 y f(3)=1).

Apartado (a) Polinomio de interpolacién segmentaria cuadratico con condiciones naturales
Recordando la teoria, el polinomio de interpolacién segmentaria S(x) de grado k viene definido

mediante S(x)={R (x) conxel,} con [ab]= LnJ I, = Lnj[xkfl, x, |, donde el soporte esta
k=1 k

=1
ordenado a=x, <X <X, <---<X,, <X, =b yS(x) verifica S(x, ) =R (% ) =P (X )=f(x)y
S(x)eC*[a,b].
En este caso el polinomio es cuadréatico, por tanto
P.(X)=a (x=%_) +b (x=%_)+¢ conxel, =[x %]
Al imponer las condiciones de continuidad de la funcién y su derivada,
P(%u)=f (X )AR(x)=f(x) k=12:--n
RI(%)=R.a(%) k=12--n-1
se llega a
a, = bk+l_bk — bk+1_bk k=12,---n
2( X —Xc1) 2h,
¢ =f(xu) k=12--n
2f [X%]=b +b,; k=123.--n
Que, planteado matricialmente conduce al sistema
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110 0 0)(h f[ %0, %]
0 11 -0 0(]|Hh f %, %]
0 01 0 0] : [=2 :

: oo b, f[ X, 00 X0t ]
000 1 1)\b,, f X010 X,]

Imponiendo la condicién f°(0)=a., se tiene b;=a., lo que conduce a

100 00 a
110 00 El 2f [%9, %]
011 0 Of| 7| | 2f[x%]
00 1 00| ] - :

: oo 5 " 2f X100 %o ]
000 1 1) ™ 21 [X, 0 %, ]

Particularizando para el ejemplo

100 0 0 =0 _ bbb 220
. b = % 2(x,—%) 2(1-0)

1 1 0|b,|=]2f[x.%]|=| 2|—><b,=2 N b b 4o

0 1 1) (b 2f[x,%,] -2 b,=—2-b, >b, =4 a,=—3 2 _— —

2(x,—%,) 2(3-1)

Los polinomios de interpolacion vienen dados por

[0,1] P,(x)=1(x-0)" +0(x—0)+1=x* +1

[1,3] P, (x)=2(x~1)" +2(x~1)+2=2x*~5x—3

Resolucion alternativa
Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, lo que no exige llegar a plantear el sistema.
Primer intervalo [0,1]:

P(x)=a (x—-0)" +b(x-0)+c, P/(x)=2a (x-0)+b
Condiciones

R(0)=f(0)—>c =1

R(0)=1'(0) b, =0
P1)=f(1)>a+b+c=2—>a-=1

Sequndo intervalo [1,3]:

P, (X)=a,(x-1)" +b,(x-1)+c, PJ/(x)=2a,(x~1)+b,
Condiciones
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P (1)=f(1)>c,=2
Pz'(l) = Pl’(l) —b, = 2-1(1—0)+0 =2

P,(3)=f(3)>a,4+b,2+c,=0—>a,=-%

Apartado (b) Polinomio de interpolacién segmentaria cuadratico con condiciones sujetas

Repitiendo el proceso visto en el apartado anterior, se llega al sistema

b _ b,-b  -3-5 _ 4
1 10 bl 2 bl=2_ 2—)b1=5 a 2(X2—X1) 2(1_0)
0 1 1|b,|=|-2|>b,=-2-b,>b,=-3> o b 1-(-3
0 0 1)(h, 1 b, =1 a,=——"2 _= )=1

2 2(%-%) 2(3-1)
Los polinomios de interpolacion vienen dados por

[0,1] P, (x)=—4(x—0)" +5(x—0)+1=—4x? +5x+1

[1,3] P, (x)=1(x~1)" +(-3)(x~1)+2=x*~5x+6

Resolucion alternativa

Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, comenzando por el Gltimo, lo que no exige llegar
a plantear el sistema global.

Segundo intervalo [1,3]:

P,(x)=a, (x-1)° +b,(x-1)+c, P/(x)=2a,(x-1)+b,
Condiciones

P2(1)= f(l)—>02:2
R(3)=f(38)> a4+hb,2+c,=0 . b, =-3
PZ'(3)=1—> 2a,2+b, =1

Primer intervalo [0,1]:

P(x)=a (x-0)" +b (x-0)+c, P/(x)=2a (x-0)+b
Condiciones

R(0)=f(0)>c =1

P(1)="f(1)— a11+b11+c1=2}_){b1=5

Pl'(l) = Pz'(l) — 23l+b =-3 a=-4
Apartado (c) Polinomio de interpolacién segmentaria cubica con condiciones naturales

Recordando la teoria, el polinomio de interpolacién segmentaria cubica viene definido mediante
2

P.(X)=a (X—%_) +b (x—%_)+c, conxel, =[X_,X]

Al imponer las condiciones de continuidad de la funcién y sus derivadas,

P (%4)=f(X)AR(x)=f(x) k=12:--n
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Pk,(xk):Pk,Jrl(Xk) k=12,---n-1

R/(%)=PR (%) k=12.--n-1

se llega a

ak: bk+1_bk =bk+1_bk k=1’2,‘__n
3(Xk _Xk—l) 3hk

Ck =f [Xk’xk—l]_th k :1'2,...n

do = (%) k=12--n

3( [ Xer X = F[ % %s]) =bh + 20, (0 +h ) +B 0, k=123--n-1

Que, planteado matricialmente conduce al sistema

h 2(h+h) 0 -« 0 0 0
0 h  2(h+h) h 0 0 0
0 0 0 0 h., 2(h,+h) h

b

by f %% )= f [%0, %]
b, f %% ]— f[%.%]
=3 :

n+1 f [Xn—l’ Xn]_ f [Xn—Z’ Xn—l]

Imponiendo las condiciones naturales S"(a)=S"(b)=0=b, =b,,, =0 se obtiene

1 b, 0
2(h+h,) h, 0 0 b, f %% ]— f[%, %]
h, 2(h,+h;) - 0 0 b, % %] = f[X,%]
: . . . =3 :
0 0 2(h,_,+h.) h _, b, , f X000 Xoa ] = F [Xosas Xos ]
0 0 h, 2(h_,+h)) || b, f X000 %, | = F [Xooos Xot ]
1 b... 0
Particularizando para el ejemplo
1 0 0)(h 0 1 0 0)(b 0 b,=0
h, 2(h+h,) h,|-|b, |=3] f[x.%]-f[%.x]|—>|1 6 2||b,|=|-6|—>1b,=-1
0 0 1)(b, 0 0 0 1) (b 0 b,=0
Recuperando los valores del resto de los coeficientes
a, = b, b, _ 0_(_1)=l c,=f [xs,xz]—b3+2b2 h, :—1——0+2(_1)2:1
3h, 6 6 3

Los polinomios de interpolacién vienen dados por

[0,1] P(x)=—3(x=0)’+0(x—0)" +4(x—0)+1=—1x* +4x+1
[1,3] P (X)=2(x=1)" +(-1)(x-1)° +1(x-D)+2=1x*-3x* + T x+1
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Resolucioén alternativa

Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, lo que exige finalmente plantear el sistema global

Primer intervalo [0,1]:

P.(x)=a (x—0)’ +b,(x—0)" +¢,(x~0)+d,
P/(x)=3a, (x—0)" +2b,(x-0) +¢,
Condiciones sobre valores conocidos

R(x)=6a,(x~0)+20,

P(0)=f(0)—>d,=1 B(0)=0—->b =0 PR(1)=f(l)>a+b+c+d, =2—a+c =1

Segundo intervalo [1,3]:

R(x)=a, (x—l)3 +b, (x—l)2 +C, (x—1)+d,

Py(x)=3a, (x—1)" +2b, (x—1) +c,

Condiciones sobre valores conocidos

Pz(l): f (1)—>d2 =2 P2(3)= f (3)—>a‘,_8+b24+c‘,_2+d2 =0—4a,+2b,+c,=-1
Pz”(3) =6a,2+2b,=0—>6a,+b,=0

Condiciones de continuidad en ambos intervalos:

P(1)=P/(1) >c,=3a,+2b +c, =3a,+¢, B/(1)=R(1) >2b, =6a,+2b =63

Planteando el sistema global y resolviendo

b=1 d =1 d,=2

P,(x)=6a,(x—1)+2b,

a,+c =1 c,=1-a a=—%
3a,+C, =¢C, c,=2a+1 a,=¥
3a, =b, —1b, =32, =16 =%
6a, +b, =0 6a,+3a, =0 —a,=-%a |[C,=%
4a,+2b,+c,=-1 |4(-%1a,)+2(3a)+(2a,+1)=-1 —>6a =-2 b, =-1

Apartado (d) Polinomio de interpolacién segmentaria cibica con condiciones sujetas

Repitiendo el proceso visto en el apartado anterior, se llega al sistema
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2h, h, by f[xo’xl]_f’(a)
2(h +h,) h, 0 0 b, f %% ] f %, %]
h,  2(h+h,) 0 0 b, F %0 %] = f [0 %]
: : : : 1t |=3 :
0 0 2(h,_,+h.,) h _, b, f [ X2 X ] = F [Xaisr X ]
0 0 h_, 2(h +h) [ ] b, f X0 X0 )= f [Xooos Xos |
h 2h b, £'(0)= f [%,1 %]
Particularizando para el ejemplo
2h, h  0)(b f[%,x]-1'(a) 2 1 0)(b) (3) [b=%
hy 2(h+h) h || b, [=3] f[x,%]-f[%.x]|—=>|1 6 2||b,|=|-6|>1b,=-%
0 h, 2h,) b, £/(b)— f [%,%,] 02 4)lb) (6] |b=y
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Recuperando los valores del resto de los coeficientes
— -7/ _8 — -7, .8
b =ty _T5=% 5 clz1‘[xz,xi]——bp;Zblhlzl——AJr2 4120

2T T3 3 3
_ 8/ _ -7 8 +2(-7
a2:b3 b2: 3 A:§ czzf[x3,x]—Mh2:—l—Lw2=1
3h, 6 6 3 3 3
Los polinomios de interpolacion vienen dados por
[0,1] P(x)=—2(x—0) +&(x—0)" +0(x—0)+1=—5x* +8x* +1

[1,3] P(x)=3(x-1) —=Z(x-1)" +3(x-1)+2=3x"~2x2 + Bx -3

6

Resolucion alternativa
Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, lo que exige finalmente plantear el sistema global

Primer intervalo [0,1]:

I31(x):a1(x—0)3+bl(x—0)2 +¢,(x—0)+d,

P/(x)=3a,(x—0)" +2b, (x—0) +¢, P(x)=6a,(x—0)+2b,

Condiciones sobre valores conocidos

R(0)=1(0)—>d, =1 R(0)=1'(0)>¢=0 R(1)=f(1)>a-+b+c+d=2—>a+h=1

Segundo intervalo [1,3]:

P,(x)=a,(x-1)’ +b, (x-1)" +c,(x-1)+d,

P, (x)=3a,(x —1)2 +2b, (x—=1) +c, P,(x)=6a,(x—1)+2b,

Condiciones sobre valores conocidos

P(1)=f(1)—>d,=2 P,(3)=f(3)>a8+h,4+c,2+d,=0—>4a,+2b,+c,=-1
P (3)=f'(3) »3a,4+2b,2+c, =1—>12a,+4b, +c, =1

Condiciones de continuidad en ambos intervalos:

P(1)=R/(1)—>c,=3a,+20 +c, =3a,+2h  P(1)=R(1)—>2b,=6a +2b

Planteando el sistema global y resolviendo

c,=1 d; =1 d,=2

a+b =1 b =1-a a=-%
3a,+2b =c, c,=a,+2 a, =%
3a,+b =b, »<b,=2a +1 b =¥

12a, +4b, +c, =1 12a,+9a,+6=1 —>a,=—-3a-5 |b,=7%
4a,+2b,+c,=-1 |4(-3a-5)+2(2a,+1)+(a+2)=—1 —2a=-% C, =%
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Ejercicio 6.- Dado el punto z=n/4 y la funcion f(x)=sen(x)cos(x), de la que se conoce su valor en el
soporte {0,n/6,1/3,21/3}:

(@) Obtener, escogiendo los puntos de forma 6ptima para interpolar en z, polinomios de
interpolacion de grado 1, 2 y 3 con los datos anteriores. Acotar, utilizando la formula de error,
el error cometido en el punto z. Comparar el resultado con el error real en el punto z. {1 pto.}

(b) Si se usara el polinomio de interpolacién segmentaria lineal en todo el intervalo ¢Cual es el
menor nimero de puntos suficientes para asegurar que el error es siempre inferior a 0.01?
Evaluar, en ese caso, el valor en el punto z. {0,5 ptos.}

(c) Obtener el polinomio de interpolacion segmentaria cuadratica (spline cuadratico) tomando
como datos el valor de la funcién en {0,n/6,7/3} y el de la derivada de la funcién en el extremo

izquierdo. Evaluarlo en el punto z. {1,25 ptos.}

Apartado (@) Polinomio de interpolacién segmentaria cuadratico con condiciones naturales

Puesto que piden polinomios de interpolacion de grado creciente (1,2 y 3), eso significa que van
aumentando los puntos de interpolaciono (2,3 y 4 respectivamente). Si bien se puede emplear
cualquiera de los métodos vistos, el mas adecuado es el de diferencias divididas, puesto que permite
aprovechar los resultados de los calculos previos.

Por otro lado, se ha visto que

f(x)=P,(x)+E,..(x)

donde la expresion del polinomio de interpolacion mediante diferencias divididas viene dada por
i-1

Pn(X)=§f[Xo,xl,...xi]]‘[(x_xk):

k=0

= F X ]+ F XX J (X=X )+ F[Xou XX, [ (X =% ) (X =% )+ (X=X, )

y
f(n+1)(§x) n
E,..(X)= f[xo,xl,...xn,x](x—xo)(x—xl)---(x—xn)=(n—H(x—xk) con & €(Xy, X,)
+1)! 4
Esto es,
f(n+1)(é:) n n f(n+1)(x)
f(z)=P (2)<|—22TT(z-x )< M - M = -
[f(2)-R(2) (n+1)! k:O(Z %) kzo(z %)| con xs(’gopx) (n+1)!
max |f(x)—P(x)|< max % n (X=X ) <M max ﬁ(x—x)
X[ %y %, | n _XE[XO,XH] (n+1)| 0 k= xe[Xp, %, ] =0 k

Por tanto, a la hora de seleccionar los puntos, se deben tomar de forma que el intervalo que definen
contenga el valor a interpolar y que hagan la cota lo menor posible. Como resulta obvio,

ITP_AIIEjR.docx



[%. %] <[%. % | =

up

Xa b)

(n +1)| ‘_ xe(Xe g )

(n+1)!

OSSN Asignatura Célculo Numérico Pagina 20 de
LES UNIVERSIDADDE OVIEDO 20
#3204, '* 1 Tema Interpolacién (Polindmicay
40‘“.\‘ DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS segmentaria)
Autor César Menéndez Fernandez
(n+1) (n+1)
70| . ()

(Z2=%)(2=%)|<|(2=%) (2% )|VZ €[ X0 %, ]

Seleccidn de los puntos de interpolaciéon

f (x):sin(x)cos(x):%sin(Zx)
f"(x)=-2sin(2x) f"(x)=-4cos(2x) f"(x)=8sin(2x)

n
n | Puntos M (z—x,) Cota
k=0
1 [z« r 1 1
rz sinl 7121 _~0.0685 _ ~0.0685
{ 5’3 } ( > 1447 1447
2 T 4 2 1 1
zz 4 _% | —=-~00538 | ——~0.0359
{0’ 6’ 3} 21°5(0)=3 5767° 8647°
3| [ozz2rl | 8. (7Y 2 | 5 o005 > .0.0470
63 3 41 2 3 69127 103687

A la vista de lo anterior se puede realizar la tabla de diferencias divididas para los cuatro puntos,
seleccionando posteriormente los valores adecuados.
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f (Xk) f [Xk ’ Xk+1] f [Xk ' Xk+1’ Xk+2] f [Xk ’ Xk+1’ Xk+2’Xk+3]
% =01 f[x]=0
_Z f - f{x
PRSI
3B g2
T
_z 3 fIx,%]- f[%,%
wTE f[XZ]ZT f[Xo1 X, %, ] = [ )2(2]_)(0[ o]
~ 0.433
_ 2B 47897
2r
_2z B fx]- %] f %, %] %0 %] F X %0 %0 %] =
X3 = f __N° flx ,x]=—2d Lol 1 X, _ 2173 2
3| fx] 4 [%.%] X — %, [%0 %, % ] X, — X, f[xi,xz,xg]—f[xo,xl,xz]:
~-0.433 X, — X
3\/§ _3,\/§ 3~ %0
=——~0.827 =——~-0.5265
d 7’ =&§zo.1257
4
Puesto que f(z)=f (%) :%, se tiene
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n | Puntos P.(x) P.(2) P, (x)= f (%)
! {1,5} ﬂ(x)=£+0(x—zj V3 _ 04330 ~0.0670
6'3 4 6 4
2| (= = 93( =« T 93 ~0.0129
—,—,0 = _— _— - — = U.
{6 3 } P (x)=PR(x)+ 7 (x Gj(x 3) 2 0.4871
3| |z & y2zn _ N3z, 713 _ ~0.0196
{6,3,0, 3} P3(x)_Pz(x)+ﬁ(x—gj(x—§J(x—O) o5 ~0.4804

Como ya se ha visto en teoria, los errores reales son menores que las cotas, y generalmente a menor

cota, menor error.
Para verificar lo anterior, vamos a estudiar todo el resto de casos factible, aunque no fueran éptimos.

Puntos P, (x) P (2) Cota | f (z)— P, (z)|
2 ~
{o,f} 0+ i(x 0) 33 _osas | T 02056 | 01742
3 4 16 48
2 ~
{1,2_”} ﬁ_ﬁ(x_zj B oo | BT sy | 02113
6 3 4 7 6 6 144
2 33 -33 572 ~0.6624
paid 0Ny ¢ ~-0.1624 | ==
{0 3 } ar (x-0) 2 28 1.0281
T 2w \/g V4 3\/5 V1 T 13\/5 57° ~0.0309
- = N2 ol x=Z |- = -= ~0.4691 =~
{6 3 3} 4" (X 6) 7 (X GJ(X 3) ag | 17 008

Apartado (b) Interpolacion segmentaria lineal

IV

Puesto que la interpolacion es lineal, se tiene
t"(x)
2
X, ., — X M= sup |——~=
% con xe(xk,g(ﬂ) 21

1
H X Xk+|
i=0

X, =a+k-h

siendo h la separacidn entre los puntos. Como esto se debe cumplir para todos los intervalos, se tiene

—-0
2 —
que M:1y1%<0.01:>h<0.2.Ydadoque n-h=b—a:>n>bha= 302 =1(;7[z10.47

max [f (x)-P(x)|< m

X[ X X1 |

e[ X, Xk+1]

. . . 2r
Asi pues son necesarios 11 subintervalos,y h=—
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Para interpolar en z=n/4, es necesario saber previamente el intervalo [xk : xk+1] a que pertenece, para

T T
——a —-0
lo cual se debe cumplir que x, < % <X k< 4 a— 42—7[ = % =4.125. Asi pues el intervalo
33
. 8z 107 . . T . .
viene dado por [x4, x5] “l33 33 | Aplicando diferencias divididas para calcular el polinomio e
interpolar, se llega a:
f (%) f [ X Xea ]
87 87
X=23 0.4994 P;(x)~0.4994—0.1415(x—§J
10z
%2733 |0.4725 0.1415 R(2)~04961

Apartado (c) Polinomio de interpolacién segmentaria cuadratico con condiciones sujetas
Recordando la teoria, el polinomio de interpolacion segmentaria S(x) de grado k viene definido

mediante S(x)={R (x) conxel,} con [ab]= LnJ l, = U[XH, X, ], donde el soporte esta
k=1 k

=1

ordenado a=X, <X <X, <---< X, <X, =b y S(x) verifica S(x, ) =R (X ) =P, (x)=f(x)y
S(x)eC**[a,b].
En este caso el polinomio es cuadrético, por tanto
P (X)=a (x=%_) +b (x=%_)+¢ conxel, =[x %]
Al imponer las condiciones de continuidad de la funcion y su derivada,
R(X.1)=f (X )AR(Xx)=T(x) k=L2:--n
R(%)=PR.(x) k=12--n-1
se llega a
a, = bk+l_bk _ bk+l_bk k=12,--n

2(% = %) 2h,
¢, =f(%y) k=12--n
2f [ % ]=b +b k=123.--n
Que, planteado matricialmente conduce al sistema

110 0 0)\(bh f X0, %]
0 11 -0 0}fHh, f[%,%]
0 0 1 0 0| : |=2 :

: R b, f [ Xy 00 X0t ]
000 1 1)\b,, f[ X000 %, ]

Imponiendo la condicién f°(0)=a., se tiene b;=a., lo que conduce a
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100 00 b a
110 00|, 2f %, %]
011 0 Of| 7| | 2F[xx%]
00 1 00 b - :
: .o b” Zf[X Yy n—l]
000 1 1) 21 [Xy 00 %,]
Particularizando para el ejemplo
1 0 0)(h 2o | b=t
COS(z-
1 1 0||b,|=|2f[%.,x]|= 33 - bz—i—l 0.6540
T
0 1 1)\h) (2f[x,%]
0
b, 1—3\—F ~—0.6540
VA
a =2 __ b +29*/§ ~—0.3304
2( %, —X,) 7
- 5
a -0 67183 4 549

2
2(%, — xl) n
Los polinomios de interpolacion vienen dados por

{o,ﬁ} R (x) = ‘67’—+29*/§(x_0)2 +1(x—0)+0~—0.3304x" + X

[Z,Z} P2 (x) = 27~ 184—[ _ET (i_ ][ 6]+§z—1.2490x2 +1.9620x—0.2518

v v

~0.5186

Evaluando el segundo polinomio en el punto z, P? (%j = 9*/;_”

Resolucién alternativa
Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, lo que no exige llegar a plantear el sistema.

Primer intervalo [O, %}

Pl(x)=a1(x—0)2 +b (x—0)+c, PB/(x)=2a,(x-0)+b,
Condiciones
R(0)=f(0)—>c, =0

R(0)=f(0)>b =1

F’l(%): f (1)—)@(%)2+b1%+01:§—>a1:_6ﬂﬂ—+29\/§z—0.3304
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T T
Segundo intervalo | —,—
6 3
R (x)=a, ( ) +b2<x %) Pz'(x):Zaz(x—7%)+b2

Condiciones

pz(%): f (%)_ml =§z0.4330
P( %) =R(74) > b, = 2.M(%—o)+1= 33106540

2
v

Pz(%): f (%)eaz(%)2+b2%+cz =§—> o7 ;Bf ~—1.2490

N

1

(1+X)2 , f,(x)=In(1+x) y fs(x):«/; y el soporte

Ejercicio 7.- Dadas las funciones f,(x)=

formado por {0,4,9}

(@) Obtener la expresion de los polinomios de interpolacion. (Nota: NO es necesario desarrollar
las expresiones de Lagrange o Newton). {0.5 ptos.}

(b) Evaluar el polinomio de interpolacién de fi(x) en x=5. Comparar el valor obtenido con f;(5) y
obtener el error real. Acotar el término de error obtenido cuando se usa dicho polinomio para
interpolar en el punto x=5 y en todo el intervalo [0,9]. {0.5 ptos.}

(c) Determinar el numero minimo de puntos equiespaciados suficientes para poder asegurar que
la interpolacion segmentaria lineal de fi(X) entre dos consecutivos tiene un error inferior a
0’001 para todo el intervalo. {0.75 ptos.}

(d) Obtener el polinomio de interpolacion segmentaria cuadratica (spline cuadratico) tomando
como datos el valor de la funcién fi(x) en {0,4,9} y el de la derivada de la funcién en el

extremo derecho. Evaluarlo en x=5. {1.0 pto.}

Apartado (a) Interpolacién de varias funciones sobre un mismo soporte

Se ha visto en teoria que cuando el soporte no varia para varias funciones, el método méas adecuado
es la interpolacion con polinomios de Lagrange, ya que al depender exclusivamente del soporte (y no
de la funcion), su célculo es unico para todas las funciones. Se ha visto en teoria que:

(n40) (2)
f(x)=Pn(x)+f(—(a)H(x—xk) E el = (Ko X )

n+1)! 4
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o 0= o) e 0 e T

k=i

Particularizando
LO() Eé j;g;:g; L;(X)_(X—O)(X—Q) Li(x)_(X—O)(X—4)
y

f,(x)

ENLINEREIL .
IR T T
f,(x)=f,(0)L5+ f,(4)L, + f,(9)L5 =In(1) L5 +In(5)(4) L5, + In(10)(9) L5
f,(x)= f,(0)L + f,(4)L5 + f,(9) L2 = JOLS + V4L, +oL2

Aunque se indica expresamente que no es necesario desarrollar la expresion anterior, se tiene

GO+ (4L + (9)L2

¢ 1(x=4)(x=9) 1 (x-0)(x=9) 1 (x-0)(x—4) 13 , 43 L
S - R T e L T
~0.0260x2 —0.3440x +1.0000
fz(x)zIn(l)%ﬂn@)—(x_o)(x_g) In (10)—()(_0)( ~4)
:[M—ij%[ ~4In(10)  9In(5 Jx~ ~0.0293%% +0.51960x
45 20
f3(x):\/5(x—4)(x—9)+\/z(x 0)( 9) J-( )( 4) —1X2+gx

36 -20 30
=-0.03x% +0.63x
Resolucién alternativa

También se puede realizar usando diferencias divididas de Newton, pero el resultado seria el mismo,
y el nimero de calculos muy superior. Recordamos de la teoria que ahora

) 1 fx]=1(%)
:;f[xo,xl, Qx X, ) con fl

f [ %o Xeoo- - Xea ] = F [ X0 X % |

Xo X Xy %y | =

XO_Xk

Xk f[Xk] f[Xk ,Xk+1] f[Xk Xk+1 1Xk+2]
0| f,[0]=1
4] §[4]-= =004 | f[0,4]==2= 024

! 25 25

1 -3 ~13

f[9]=—=0.01| f[4,9]=—=-0.006 | f[0,4,9]=— =0.026

9| f[9] 100 [4.9] 500 [ ] 500
13 . 43

B, (x) =1-84¢(x-0)+13£ (- 0)(x - 4) = )= 25X~ X +1=0.026x ~0.344x+1
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X | f[xi] X Xu1] D Xir Xia2]

4 | f,[4]=In5~1.6094 f[0,4]:|n75z0.4024

9 | £,[9]=In10~2.3026 | f[4,9]="2 ~0.1387 | £[0,4,9]="2 NS 50203
5 45 36

)

(x)= O—InTS( —O)+[IZ—52—|2—65)(X—0)(X—4)=—0.0293X2+O.51960X

Xk | X Xk Xir1] Xk X1 Xk2]

| =

4 | f,[4]=2

—
—
o
SN
—
I

=05

1

9| f,[9]=3| f[4,9]===0.2 f[0,4,9]=;—0=0.O§

P.(X)=0+2(x-0)-

|'_\U'III—‘N

(x—0)(x - 4)=-0.03x* +0.63x

w
(@)

Apartado (b) Cotas y error del polinomio de interpolacion de Lagrange

Se comienza evaluando en x= 5 tanto eI poIinomio de interpolacién obtenido en el apartado anterior

(5-4)(5-9)
P(5)=1—%—= -0.07
:(5) (o-4)(0-9)+%54 0)(4-9) yOO /00
Como la funcion
f,(5)= L _1 oo
S (1+5) 36
El error real vendra dado por la diferencia entre ambos
L7122 0007
36 100] 225

Recordando la teoria
(3)

(&)
2 L1(x=

k=0

‘ fl(x)_ PZ(X)‘ -

(x=0)(x~4)(x-9)|

, Y puesto que

f.(x)=
(9 (1+X)
la cota del error en el punto x=5 se obtiene mediante

\f1(5)—P2(5)\=@(5—(’)(5‘4)(5 %)= e

Como la funcion es positiva y monétona decreciente

:(1+x)_2 f'(x):—2(1+x)_3 f”(x)=3!(1+x)_4 f"’(x)=—4!(1+x)_5

2

24 20
3(1+ x)
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24 | | a4 |
31(1+x)°| |(1+0)]
Para acotar el error todo el intervalo, se tiene que

f(3)(§x) 2
30 [T(x=x%)=<

k=0

IA

=|f(5)-P,(5)|=4x20=80

aX
XE[O,Q]

max
X€[0 9

max | f (x) - P, (x)| < max

XE[O,Q] XE[O,Q]

max|(x—0)(x—4)(x-9)

xel0,

A
311+ x)
Se debe acotar también el valor del polinomio, para lo cual lo evaluamos en los extremos del
intervalo y en aquellos valores que anulan su derivada (extremos relativos).

p(x) = x(x—4)(x—9) p'( ) 3x* —26x+36=0 —>x= 13*F {6 9367,1. 7299}

og]‘p ‘ max{‘p Hp Hp 3+ ‘p 13-J61 }:max{0,0 182 122ﬁ’182+122f} 42.0315
y por tanto
max f (X)—P,(x)|<42.04x4=168.16

Apartado (c) Namero de puntos de interpolacién lineal segmentaria
En el caso de interpolacion lineal segmentaria con puntos equiespaciados una distancia h se tiene
f (x)=B*(x)+E"(x) con xe[X_. %] ¥ % =%, +kh donde

R (0= %] T hax]0on0) Y B (0= ok ) n )i < ()

Asi pues

xe[0,9] k=1,.n\ xe[X_1.%]

max | f (x)—P(x)| = max( max

N(gx) fﬂ(gx) h2
e | (NI o
f”(X)
Como | f"(x )| es positiva y mondtona decreciente, max < max 7|=3
XE[ 9] 2' Xe[0,9] (1+ X)

Para asegurar el error pedido es preciso que

2
max|f (X)=P(x)|< 3% <0.001=>h<0.0365,
y el nimero de intervalos vendra dado como

>bhma_ 970 o647,

"h  0.0365
con lo que el nimero de puntos debe ser 248.

Apartado (d) Polinomio de interpolacién segmentaria cuadratico con condicién en el extremo

derecho

Ya que se tienen dos intervalos, la spline cuadratica se compondra de dos polinomios de segundo
grado, definido cada cual sobre su respectivo intervalo.
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S(X){Pl(X)al(X—Xk)2+bl(X—Xk)+Cl X1Xk€[o’4)

P (X)=a,(X—X1) +B, (X=%1)+C, X%y €[4,9]

Las condiciones a imponer son
e Interpolacion R, (0)=f(0)=1 R(4)= f(4):%5 P,(9)= f(g):%oo
e Continuidad P,(4)=P,(4) P/(4)=P;(4)

e Contorno P(9)= f'(9)=_%oo

Habitualmente se toma como referencia el extremo izquierdo del intervalo, pero se puede tomar
cualquier valor para simplificar los calculos. Puesto que la condicion de contorno se aplica en el
extremo derecho del intervalo total, es més sencillo tomar como referencia el extremo derecho, De
esta forma se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, comenzando por el dltimo, lo que no
exige llegar a plantear el sistema global.

Segundo intervalo [4,9]:

I:’Z(x):aQ(X—Q)Z+b2(x—9)+c2 P, (x)=2a,(x—9)+b,
Condiciones P,(9)=f 9)—>c2:}/00

( ):f'(g _)bz—_}/oo
P,(4)=1(4) > a,(-5) +b,(-5)+¢, = Jos > a,= Y og
X)= Yo50(x=9)" + Hoo(x=9)+ H 0= A 250X ~ *¥2500% + 8505~

~ 0.0008x? — 0.0164x + 0.0928
Primer intervalo [0.,4]:

F’l(x):al(x—4)2+bl(x—4)+c1 P'(x)=2a,(x—4)+b
Condiciones P(4)=f(4)>c, :%5
R/(4)=F/(4)>b =%,
Pl(0)=f(0)—>a242—b24+cz:1—>a2=23400

-23 A _ -23 2_47
R(9)=2300(x=4)" + Moo (x~4)+ Y25= %400 X" ~ 4 /400 % +1
En resumen, los polinomios de interpolacién vienen dados por

oa  ROI=200(x=4)" = Hoo(x=4)+ 2p5=2850%" ~ 47 gpx + 1= 0.0575¢ ~0.4700x +1
_ oV e _ _ 24 58/ .
(4.9] P,(%)= Hos0(x=9) + F500(x=9)+ 0= Hos0X ~*¥a500%+ 25~

~ 0.0008x> —0.0164x + 0.0928
Puesto que el punto x=5 pertenece al segundo intervalo, se tomara el polinomio definido en él

5)= %250(5 ~9)*+ —%00(5 ~9)+ %oo - 7%500 ~0.0308
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Resolucion alternativa 1
Igual que en el caso anterior, pero tomando como referencia el extremo izquierdo.
Segundo intervalo [4,9]:

Pz(x?=_a (x—4)" +b,(x—4)+c, P;(x)=2a,(x—4)+b,
Condiciones P,(4)=f(4)> 02:%5

P,(9)=f(9)— a252+b25+C2=%00 b, = yoo
P(9)="Yoo—> 2a5+b, =Y 8, = o5

Primer intervalo [0,4]:
P (x)= al(x—O)2 +b (x—0)+c, PB/(x)=2a,(x-0)+b,
Condiciones F’1(0)= f (())_>Cl =1
P1(4):f(4)_) a142+b14+01:%5 b1:_4%00
_>
P'(4)=P/(4)> 2a4+b= _%00 & = 23400
Los polinomios de interpolacién vienen dados por

[0,4] (x)=2 Aoo x—0)’ /oo x—0)+1~0.0575x? —0.4700x +1
_ ~ 58
(4.9] P, (%)= Hos0(x=4)" = Hoo(x=4)+ ¥55= H 250X ~*Vo500 X+ %405

~0.0008x* —0.0164x +0.0928
Puesto que el punto x 5 pertenece al segundo intervalo, se tomara el polinomio definido en €l

5)= Y 250(5-4) ~ H00(5-4)+ ¥55="7/3500 ~ 0.0308

Resolucmn alternativa 2
Recordando la teoria, y planteando el sistema lineal a que daba lugar

12 _ 12/ 47
1 1 0)(h 5| =195 b, b =410
) ! _ 3/ -
0 1 1||b, |= 350 |>1b="Fog0 =0 > b, ="y,
00 1

" Fo0) 1B ="Fs00

Ahora se pueden recuperar el resto de los coeficientes utilizando las relaciones
b, —b 23

a =—>2 = ~ 0.0575
a, = bk+1 _bk — bk+1 _bk BN 2(X2 a Xl) 400
Z(Xk _Xk—l) 2hk a, = b3_b2 = 1 ZOOOOS
k=12,---n i 2(X3_X2) 1250
c,=f(0)=1
c, =f(x
= f(%a) - szf(4):%z0.04

Obteniéndose los mismos polinomios de interpolacion que en el caso anterior
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R(¥)=230(x=0)" =47/ 15 (x~0)+1~ 0.0575x" —0.4700x +1

(%)= Hoso(x=4)" = Moo (x=4)+ Yo5= Ho50¥ = 4¥2500%+ 5

~0.0008x* —0.0164x +0.0928
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