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Ejercicio 1.- La concentracion de una bacteria contaminante C en un lago, tras un tratamiento de

depuracion, decrece de acuerdo a la ley C =80e™ +20e™*"

(@) Seleccionese de forma justificada el método de intervalo mas adecuado para determinar el
tiempo requerido para que la poblacion de bacterias se reduzca a 10. Realicense 3
iteraciones. {3 pts.}.

(b) Encontrar, si es posible, un intervalo y una funcion de punto fijo obtenida mediante despeje
del tiempo en la ecuacion inicial que cumpla las condiciones de punto fijo. Realice dos
iteraciones tomando el punto t=6 como valor de partida y determine el nUmero necesario de
iteraciones para que el error sea menor que 1 segundo {4 pts.}.

(c) \Verificar si existe algun intervalo en que se verifiqguen las condiciones suficientes del método
de Newton. Realizar dos iteraciones del mismo tomando el punto t=6 como valor de partida.
{3 pts.}.

Apartado (a) Metodosde Intervalo

Se indica que el numero de bacterias es fijo, por tanto la ecuacion a resolver sera
80e* +20e " =10, esto es, f(t)=80e™ +20e*"-10=0. Puesto que tengo exponenciales
decrecientes y una constante, la funcién es continua, y su méaximo valor se dara en el instante inicial

(f(0)=90). Por otro lado, la funcién tiende a ser negativa (término constante) con el paso del tiempo.
Al cumplirse las hipotesis del Teorema de Bolzano, se puede aplicar un método de intervalo.
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Imagen de f(x) como composicion de las funciones exponenciales decrecientes

Las exponenciales decrecientes son funciones concavas (su derivada segunda es positiva) y por tanto,
al aplicar el método de Régula Falsi, su extremo izquierdo permanecera fijo. Asi pues, los métodos
mas adecuados seran los de Régula Falsi Modificada y Muller. EI método de Miiller sera mas rapido,
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pero a costa de incrementa el nimero y complejidad de las operaciones, por lo que ambos son
validos. Realizamos iteraciones con ambos métodos y comparamos los resultados.

Regula Falsi Modificada
El método iterativo se genera aproximando la funcion mediante una recta, obteniéndose la sucesion

. . , b —a
de aproximaciones a la raiz comox, , =a —-FA—"—" donde

FB - FA
fan) si f(Xn1)T(xn)>0nf (X} (an)<O0 f(by) sif(xn-a)f (xn)>0Af (xn )f bn)<0
FA=1ER  sif(xn-1)f(n)>0nf (xn)(an)>0 Y FB=1FE2  sif(x1_1)f(xn)>0f (xn)f (bn)>0
f(an) en otro caso f(bn ) en otro caso

En la tabla se han destacado los puntos en que se media el valor de la funcion en un extremo por
mantenerse el signo de la misma en dos iteraciones sucesivas.

Iter a f(a) b f(b) X f(x)

1 0 90.0000 10.0000 -2.6424 9.7148 -2.4295

§ 2 0 90.0000 9.7148 -2.4295 9.4594 -2.2337
%’ 3 0 45.0000 9.4594 -2.2337 9.0121 -1.8784
2 4 0 22.5000 9.0121 -1.8784 8.3177 -1.2944
B 5 0 11.2500 8.3177 -1.2944 7.4594 -0.5142
i 6 0 5.6250 7.4594 -0.5142 6.8346 0.0974
c—éi 7 6.8346 0.0974 7.4594 -0.5142 6.9341 -0.0026
T 8 6.8346 0.0974 6.9341 -0.0026 6.9316 -0.0000
9 6.8346 0.0487 6.9316 -0.0000 6.9315 0.0000

10 6.9315 0.0000 6.9316 -0.0000 6.9315 -0.0000

Mdller

En este caso, la aproximacion de la funcion se hace mediante un polinomio de segundo grado que
pasa por tres puntos {a, b, m} . Se comienza calculando los coeficientes de la parabola

o, (x—m)* + o, (X —m)+ o, mediante el sistema

(a-m)* a-m 1)\ (f(a) a = (m)
(b-m)” b-m 1| e |=| f(b)|—>{((a-m)" a-m (azj: f(a)—f(m)},yportanto

0 0 1e, f(m) (b—m2 b—m I\ f (b)—f(m)

-3 | (am) a1 (@)1
h=- (a-m)° a- |(a-m)" f(a)-f(m |f(a)-f(m) a-m
o =l won A= b—m)’ b—m’Al_(b—m)2 f(b)-f(m yAZ_‘f(b)—f(m) b-m
LA

Una vez obtenidos los coeficientes, se calculan los puntos de corte con el eje X utilizando la formula
alternativa
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20,

r=m-

2
o, T a; —4a,0,

y eligiendo el signo de la raiz de forma que el valor absoluto del denominador sea lo mayor posible.
La raiz asi calculada estara entre m y uno de los extremos a 0 b; si esta entre m y a (respectivamente
b), se sustituye b (respectivamente a) por my m por r.

Comenzamos el algoritmo afiadiendo a los dos extremos, el punto medio
m=b;za=5—> f (m)=2.1342
La primera iteracion parte pues de la terna {0,5,10}

(0-5° 0-5 1]/g\ (90.0000) (e, =1.6618

(10-5)" 10-5 1|/ o, |=| 2.6424 | >, =-9.2642
0 0 1fle) (21342) |a,=21342

r=5- 21,6018 =5.2408 — f (r)=1.8443
~9.2642/9.2642% — 4-1.6618-2.1342

La nueva terna para la segunda iteracion sera {5,5.2408,10}

2
(5-5.2408) 5-52408 1y (2.1342) (a, =1.8443
(10-5.2408) 10-5.2408 1| o |=|2.6424 |1 o, =-1.1917
0 0 1|l ) (52408 |a,=0.05232

r=5.2408 - 2.1.8443 =6.9108 — f (r)=0.0208

~1.1917 -/1.1917% - 4-0.05232-1.8443
Reiterando el proceso se obtienen los resultados mostrados en la siguiente tabla

lter | a f(a) m fm) |b f(b) r f(r)

1 0/90.00005.0000|2.1342] 10.0000 | -2.6424 | 5.2408 | 1.8443
2[5.0000| 2.1342|5.2408|1.8443|10.0000 | -2.6424 | 6.9108 | 0.0208
3[5.2408 | 1.8443]6.9108]0.0208 | 10.0000 | -2.6424 | 6.9314 | 0.0002
416.9108 | 0.02086.9314]0.0002 | 10.0000 | -2.6424 | 6.9315 | 0.0000

Muller

Tomando como criterio de parada que el error de la funcién o del intervalo fueran inferiores a 10°® se
tiene que el método de Miiller finaliza un 30% antes que el de Regula Falsi Modificada.

Apartado (b) Metodos Iterativos

Debemos despejar el tiempo de la ecuacidon anterior para obtener una funcién de punto fijo.
Despejando de la primera exponencial:
1_2670.1t

a0l _ _9p 01t
80e ™ +208 " ~10=0 > == —>—2t=|n[1 2; j—>t=?1ln(l 288 j=91(t)

Despejando de la segunda exponencial, se llega a
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a2t a2t a2t
80e‘2t+20e‘°'“—10:0—>e‘°'1‘:—1 ie —>—0.1t=ln(1 2e j—>t=—1OIn[1 E;e j=gz(t)

Comprobamos si alguna de estas funciones verifica las condiciones del Teorema de Punto Fijo:
Continuidad de g(x) en un intervalo [a,b]
En ambas funciones aparece un logaritmo, que solo esta definido para valores positivos. Por tanto

g,(t):1-2e**>0=-0.1t<In{ >t >-10In1 ~6.9315

g,(t):1-8e*>0=>-2t<Ini >t>-1Ini~1.0397

Mapeo de la funciéon: g(x) e[a,b] Vxe[a,bl

El argumento del logaritmo es una funcion positiva y creciente que comienza por valores proximos a
cero y esta acotada por 1/8 y % respectivamente. Asi pues el logaritmo serd asimismo una funcion
creciente que comienza valores negativos muy altos y se va acercando a cero. Finalmente ambas
funciones, debido al signo negativo, seran monotonas decrecientes y siempre positivas.

limg, (t)=$In2~1.0397; g, (6.9316)=6.6720; g,(7)=35330.

El margen para el mapeo es muy pequefio, por lo que estudiaremos primero la tercera condicion
antes de seguir reduciendo el intervalo.

limg, (t)=10In2~6.9315; g, (1.0398)=94.4325; g,(2)=8.5159; g,(10)=6.9315

En este caso la funcion se mapea en todo el intervalo [1.04,0).
Contractividad de la funcidn: |g’(x)|<1 Vxe[a,b]
, -1-0.12e®" 1 e , —28e?  —160e™
9 (t) =5 : o an on 9 (t) =-10-—2 2t 2t
2 1-2e 101-2e 1-8e 1-8e

8 2

que son funciones negativas y mondétonas crecientes, acotadas por el valor nulo. Alcanzan por tanto
su mé&ximo, en valor absoluto, en el extremo izquierdo del intervalo.

Como
fijo.

g1’(7)| =7.2713, no hay ningun intervalo para gl(x)que verifique las condiciones de punto

Por el contrario, aunque |g; (2)| =3.4336, se tiene que |g; (3)|=0.4046, y por tanto g, (x) verifica

las condiciones del teorema en [3,20).Realizamos dos iteraciones, a partir de t=6

2.6
t,=6 t=0,(t)= —10|n(1_8e

j ~6.9320 t,=g,(t)=6.9315 t,=g,(t,)=6.9315

Se observa la répida convergencia del método. Acotamos a continuacion el numero de iteraciones
para garantizar un error menor que 1 segundo a partir de las cotas de error

k" k"
|x—xn|£ﬁ|x1—xo|—>ﬁ|x1—x0|<1:>|x—xn|<1
0.5954
0.9320

0.4046"

Bt =-0.4481
1-0.4046

6.9320—6|<1—>n>In
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Por tanto no hubiera sido necesario realizar ninguna iteracion para obtener la precision exigida
9, ® g, (®

o

2
7
0 5 10 0 5 10
t t
g, ® g’ (t)
1 //
0.5 0
;,_,—/—’_’_/_/
0 1 /
0.5 2 /
1 / 3
1} — ; ] . _
0 5 10 0 5 10
t t

Representacion de las funciones de punto fijo y sus derivadas. Se observa claramente que la primera no cumple las condiciones de
punto fijo, mientras que la segunda converge muy rapidamente al ser su derivada practicamente nula.

Apartado (c) Metodo de Newton

Si la funcion f (t)=80e™ +20e™*" —10=0 cumple las siguientes condiciones se puede asegurar la
convergencia del método de Newton (son condiciones suficientes, pero no necesarias):
i). f(x)e Cz[a, b] v" Cierto al ser combinacién de exponenciales

ii). f(a) f(b)<o v £(0)=90y f(10)=-2.6424
iii).  f'(x)=0vxelab] v f'(t)=-160e? —2e°" <0Vt €[0,10]
iv).  vxelab]: f"(x)20v f'(x)<0O Y £"(t)=+320e +0.2¢°* > 0Vt €[0,10]
v

V). maxﬂm m}s|b—a| max{‘ 50 ||_2'6424|}z3.5914<|10—0|

f'(a)[| f'(b) ~162|'|-0.7358|

Por tanto el método converge para cualquier valor inicial que se tome en ese intervalo. En este caso
nos indican que se comience por el valor t=6 si bien habitualmente se elige un extremo basandose
en:

= Coger el extremo donde f(x) y f"(x) coinciden en signo (evita imponer la condicién iv).

= Coger el extremo donde f (x) es menor.
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f(t
t,=6 t =t, - (0):6— 09767 _ ¢ eg01
f'(ty) ~1.0986
f(t fo(t
t, =t — (t) _ 6.8801— 20420 _ g 9315 t,=t, - (&) _ 6.9315— 2001 _ 5 g315
f'(t) —1.0044 f'(t,) —1.0002

Ejercicio 2.- Se han realizado varios sondeos para disefiar adecuadamente los drenajes de un
muro de carga obteniéndose un estrato superior de limos, otro intermedio de gravas y uno

inferior de granito a una profundidad constante de 32m, obteniéndose los siguientes datos:

Distancia 0 20 40 50
Profundidad del limo (m) | -21.33 | -21.11 | -20.00 | -19.21
Pendiente del estrato 0.0500

(@) Calcular un polinomio que interpole los datos anteriores y evaluarlo en d=45m. {4 pts.}

(b) Se sabe que dichos datos provienen de una funcién tal que VX e [0,50] X ‘f(k) (x)‘ <5x107%,
k=1,2,3,4. Determinar el nimero de sondeos equiespaciados necesarios para que la
interpolacion lineal entre dos puntos consecutivos produzca un error menor de 1 dm {3 pts.}

(c) Se ha medido f(45) =-19.54; calcular el area del estrato de grava utilizando la regla de

Simpson con dos subintervalos. ¢ Cual habria sido el maximo error cometido?. Sabiendo que

50
IO f (x)dx ~565.52m*; comparar la cota obtenida con el valor real {3 pts.}.

Apartado (a) Polinomio de interpolacion

No se puede considerar las formas de Lagrange ni de Diferencias Divididas de Newon puesto que
ambos se utilizan para resolver el problema de interpolacion de Lagrange (s6lo se conoce la funcién),
y en este caso tambén se conoce la derivada en un punto. Tampoco es un problema de Hermite al no
tenerse la derivada en todos los puntos, ni splines sujetos, pues falta su derivada en el punto inicial.
So6lo queda la opcidn de diferencias divididas generalizadas, definidas como

-2 ]= 20 -200]

n!

donde {zk}::0 es el conjunto de puntos del soporte donde cada punto aparece repetido de forma

consecutiva tantas veces como informacion se tiene sobre la funcién en él. A continuacion se
detallan algunos de los célculos realizados, mostrando a continuacion la tabla de las diferencias
divididas generalizadas, donde aparecen sombreados los datos conocidos.

flz]-f[z] -21.11-(-2136
flzo.n]= [;]—z[ - 20(—0 )
1 0

=0.011A f[z,,2,]= f'(2,) = 0.0500
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f —f : —(0.011
flz.,2,2,]= (2% flz.a] _00555-(00 )=1.113><1o-3
Z, -1, 40-0

— 7.833x107* —(1.113x10°°

f[zo,zl,22123]: f[zl’ZZ’Z?z] f[ZO'ZI'ZZ] — X ( X ):_6583X1076
Z,-1, 50-0
— ~1.228x10™* —(—6.583x10°°
flz.2,2,.25,2,]= szl fla2s 5] - ( - ):—2.324><10’6
z,—1, 50-0

fizd] | flzc,zk1] fizk,...,22)] fzy,...,zw3] | flzx,. .., Z4]
20=0 -21.33
21=20 -21.11/0.011
22=40 -20.00 | 0.0555 1.113 107
23=50 -19.21|0.079 7.833 10" -6.583 10
24=50 -19.210.0500 -2.910° -1.228 10*  |-2.224 10°®

Tabla de diferencias divididas generalizadas

Puesto que, utilizando la forma de diferencias divididas generalizadas, se tiene que

f(x):ki;f[zo,---zk]ij(x—zi)+ f [zo,---zN,x]lii[(x—zi)

el polinomio de interpolacion pedido sera

P, (x)=-21.33+(x —o)(o.o11+ (x- 20)(1.113><1o-3 +(X—40)(~6.583x10°° +(x—50)(-2.324x10°° ))))
cuyo error viene dado por

E, (X) :%(x—o)(x—zo)(x—40)(x—50)2

Evaluandolo en el valor pedido

P, (45) = -19.56

Apartado (b) Interpolacion lineal

£ (D) (5) n

Se ha visto en teoria que f(x):Pn(x)+mi_o(x—xi) con & € (Xpin» Xmax ) -

Particularizando para el caso lineal:

f"(x)

2!

1

H(X_Xi)

i=0

max

Xe(X X1 )

max )\f(x)—Pl(x)\s max

xe(X X Xe( X X1 )

donde x, = X, +kh ,siendo h es el equiespaciado entre los puntos. Imponiendo que

(%) (x=x)

2!

Y puesto que

1
<0.1= max

Xe(X X1 )

max

Xe( X 1 Xis1) i

f(x)-PR(x)<0.1

XX Xea1)
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Enax)li[(x X )| = Enax (X=% ) (X=X )| = {x—xk:sh}:m(% sh(s—1)h|={s,, =1} =h"1
Xe(XXea) [ Xe( X Xis1) se(0,
Se tiene
-3 2

7X21? N 015h< 2 ~1069

b— 50
Y el nimero de sondeos vendra dado como N >— +l=——+1=6

h 10.69

Apartado (c) Integracion por Simpson

La regla de Simpson viene dada por S(a,b)=b;ea( f(a)+4f(22)+f (b)) y llamando h=22 se

tlenej X)dx = S(ab)—h—sf (£). con ¢ ela,b]

Se pide utilizar esta formula para obtener el area del estrato de grava, por tanto la funcién a integrar
viene dada por F(x)=-32-f(x), esto es

X 0 20 40 45 50
F(X) -10.6742 | -10.8929 | -12.0000 | -12.4636 | -12.7854

Como indica que se aplique a dos subintervalos y puesto que en cada subintervalo se debe conocer el
valor de la funcion en los extremos y en el punto medio, tendremos que los subintervalos pedidos son
el [0,40] y el [40,50], por tanto

Area =U§o F (x)dx‘ = U:o F (x)dx+ﬁ: F(x)dx

~|S(0,40)+5(40,50)| =

= @(F (0)+4F (20)+F (40))+§(F (40)+4F (45)+F (50))‘ =

= |441.6372+124.4| =566.0372
Asimismo, la cota del error cometido vendra dado por

U X)dx— S (0,40) - s(o,5o)s(j F (x)dx-S$ (0,40 + U X)dx— S (40,50)| <
I 19 (¢)] |2 119(¢,)| = (1) max |19 (x)| =

=&(20° +55)5><1o*1 =17.7951

Comparando el resultado obtenido con el valor exacto del area
50

Area = Ujo F (x)dx‘ = ‘(—32 —(x—40)arctan (% —4)+5log (1+(——4) )+ ZOX)}

0
=|-604.3882 —(~38.8666 )| = 565.5216
el error cometido es aproximadamente 0.5156, valor muy inferior a la cota.
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Ejercicio 3.-

(@)  Sabiendo que f(x)eC*[R] utilizar las formulas centradas de derivacion numérica para

expresar g(x)=(2x-1) f"(x)+(3x—5) f'(x)—-9f (x) a partir de los valores de f (x—h),
f(x)y f(x+h).{1.0pts.}.
(b) Al resolver mediante diferencias finitas con equiespaciado h =0.25 el problema de contorno

{(ZX—l) y"(x)+(3x=5)y'(x)-9y(x)=2 0<x<1

, Se obtiene el sistema
y(0)=0 y(1)=0

2Ty 1
g8 8 w) | 4
27 25 5 1
R _— JR— W3 =| —
16 8 16 w 4
4

o 2 4 1
2 8 4

Justificar los calculos realizados para la obtencién del mismo. . {1 pts.}.

(©) Seleccionar justificadamente el método de factorizacion mas adecuado para la resolucién
del sistema anterior. Resolver el sistema utilizando el método de Gauss SIN pivoteo y
obtener a partir de él la factorizacion LU de la matriz. {4 pts.}.

(d) Calcular las matrices asociadas al método de Jacobi y comprobar la convergencia del
mismo para el sistema anterior. Realizar dos iteraciones partiendo del vector nulo. ¢ Cuantas
iteraciones hubieran sido necesarias para que la solucién tuviera un error menor que 107
segun la norma uno? ¢(Como hubiera sido el método de Gauss-Seidel? Justificar la

respuesta {4 pts.}.
Apartado (a) Expresion discreta

Ya se han obtenido en la teoria las férmulas centradas, que vienen dadas por:

f'(x)= f(x+h)2fhf(x_h)—f"'(g)-2—2! con ¢e(x—h,x+h) (0.1)
f"(x):f(X+h)—2fth)+f(X_h)_fiv(g).% con (§€(X—h,X+h) (02)

Sustituyendo las expresiones (0.1) y (0.2)en la relacion inicial
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2-h 3!

A )
—h? [(2x—1) () +(3x-5)L(g)j

12 3!

h

La acotacion del error se realiza teniendo en cuenta que f(x)eR[R]= f"(&)=0A f"(5)=6a,,
donde a; es el coeficiente de mayor grado del polinomio. Por tanto

—hz{(2x—1)¥+(3x—5)%(!g)j

Apartado (b) Obtencién del sistema

<h?|(3x-5)||ay|

Denotando por w, =y, = y(X,) se tiene

W, . 2xk2—1_ 3%, —5 w, —4xk2+2 —9+w,, 2Xk2_1+ 3% =5 _ 2 k=12..n
h 2h h h 2h

Y tomando x, =kh con h=1/4 se llega al sistema

1 0 0 0 O 0
1.9 _1 0 0| 1 9 7 0 1
8 8 8 W, 4 8 8 W, 4
27 25 5 1 27 25 5 1
0 — — — 0| IWi=|=|=—> —— — W, [=| =
16 8 16 W 4 16 8 16 W 4
o o 5 A3l |, 5 e
2 8 2 ° 4 2 8 4

0 0 0 0 1 0

Apartado (c) Factorizacién del sistema lineal y resolucion

La matriz del sistema no es simétrica y por tanto sélo es aplicable la descomposicion LU, donde L es
una matriz triangular inferior de diagonal unitaria y U es triangular superior.

Para resolver por Gauss, utilizamos la matriz ampliada

9 7 1 - o 1 - 9 1

8 8 0 4 !26 Sla] 8 8 0 4 { = } 8 8 0 4
40

27 25 5|1 = slo =2 515 ¥ o = 5|5

16 8 16 |4 16 16 (8 16 16 8

0 5 =l 0 & =L 0 —2811 171

2 8 |4 2 8 |4 568 | 284

Resolviendo por remonte
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-9 -7 _1 -9 -7 _1 — ~
FWAFW, =3 FWAF M= W=, ~ —0.1060
=71 5 -5 -1 5 114/ — 5 — 140/~
16 o TigWs =3 6 W, + 15 o =3 — W, =10, ~—0.1494

—2811 1711 — - ~
WW3 =281 —)W3 = 11%37 ~-0.1217

A partir del método de Gauss es inmediato obtener la factorizacion pedida, pues las operaciones
realizadas equivalen matricialmente, como se ha visto en teoria, PA=U = A=P™U, donde

%9%70 %9%,7 0 1 0 01 0 O 1 0 O 1 0
A=|Z > 51 U=/0 2 = | P={0 1 0f|32 1 0|=/2 1 0|> P'=[-2 1

o % 4 0 o0 & 0 £ 1)lo0 0 1 £ 21 0o -%
O bien

1 01 0 o)) (1 0 oY1 o o) 1 0 01 O O 1 0 O
Pt=||0 off2 1 0|| =|2 10 1 0| =|-2 1 0f0 1 0|=|-2 1 o0

0%10 1 0 0 1 0 & 1 0 0 1)l0 -4 1 0 -4 1

Apartado (d) Meétodo Iterativo de Jacobi

A partir de la descomposicion A=D—-L —U, donde

9 7
"8 0 0 0 0 0 0 3 0
p={ 0 -2 o [L=[-2L o o|lyu=—0 0 -2
8 16 16
o o M| o B |00
8 2
se obtiene la matriz de iteracion de Jacobi
0 —Z 0
- 9 . 0 07778 0
KJ:D'l(L+U)= =0 0 0 ~| 0.5400 0 0.1000
20 0 0.4878 0
0O — 0
41
2% -0.2222
y el vector independiente ¢,=D™"b =| -2 | ~| —0.0800
2% —0.0488

Al ser la matriz de diagonal estrictamente dominante, el método de Jacobi es convergente. Esto se
comprueba facilmente observando que

MN201107_JR.docx
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K< I, = max{[0] +[%] + (0], [ %o +[0] + %] 0] +[2%] +[0]} = % ~ 0.7778 <1.
Realizamos las iteraciones pedidas
0 ¥ 0)(0 2% 2% -0.2222
XV =K, x%+c, =| Z 0 &||0|+| %s|=| %s|~| —0.08
0 2 0)\0 2 2 —0.04878 cad.
0 < 0% A e —-0.16
x@ — K, x4 C,=| & 0 1| %s|+| %s|=| “%ss|~| —0.2049
0 & 0% 2 18/ 05 —0.08780

El nimero de iteraciones se calcula mediante ‘ X —

H < ¢, lo que exige calcular

—IIKII
las normas de la matriz de iteracion y del vector c, puesto que si x% =0 se tiene Hx O)H = ch H

|K, ||, = max{ 0+Z +0,2+0+2 0+ 4 +0} = 7 >1

HX B X H1 - HCJ H1 - |_%| +|_%5| + |_%l| = 245698 ~0.3510

Al ser la norma mayor que uno, no es posible utilizar la relacion anterior.
NOTA

Si se hubiera podido realizar de haber pedido utilizar la norma infinito, puesto que ésta es menor que
la unidad. En ese caso

=01, <[], =max{i 4 4l =54 = 0222

y sustituyendo

7 n
(%) % <0.001—>n> M ~ 27.4865
1-7% In(%)

Se necesitan 28 iteraciones.

Puesto que la matriz es de diagonal estrictamente dominante, el método de Gauss-Seidel también
seré convergente.

"(t t)=1 0<t<
Ejercicio 4.- Dadas la ecuacion diferencial y'(0)+ay(t) 0 3
y(0)=1
f i .
1 1 (1l 111 o
¥ 1 1 (nn
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(@) Resolverla para a=2 utilizando el método de Runge Kutta dado por la tabla de Butcher |
tomando h=1¢son razonables los resultados? ¢Qué harias para mejorar los resultados? ¢Es
un método explicito, implicito o adaptativo? ¢, Cual? {2 pts}

(b) Resolverla para a=2 utilizando el método de Runge Kutta dado por la tabla de Butcher Il
tomando h=1¢son razonables los resultados? ¢Es un método explicito, implicito o
adaptativo? {4 pts}

(c) Realizar un paso del método de Runge Kutta adaptativo de Euler-Heun (dado por la tabla de
Butcher IIl) tomando h=1 para resolver la ecuacioén diferencial (Il) y determinar, si es posible,
el valor de a para que no haya que disminuir el tamafio del paso cuando se desea un error de
truncamiento local inferior a 0.01 {4 pts}

Apartado (a) Resolver utilizando Euler

Dada la ecuacion diferencial

{y’(t)+ay(t) =1 0<t<3_y'(t)= —2y(t)+1 0<t<3
y(0)=1 y(0)=1

El método pedido (Euler) viene dado por

010 w,=1 k= f(t,,w,)=-2w, +1
1 Wn+1:Wn+hk1

Aplicandolo a el caso actual

y(1) = w, =w, +h(-2w, +1) =1+1(-2-1+1)=0

y(2)=w, =w, +h(-2w, +1)=0+1(-2-0+1)=1
y(3)=w, =w, +h(-2w, +1) =1+1(-2-1+1)=0

Los resultados no son razonable, ya que se obtiene una serie alternada de 0 y 1. Para cambiar esto es
suficiente con variar el tamafio del paso. Asi tomando h=1.5, se tiene

y(1.5) = w, =w, +h(-2w, +1) =1+1.5(-2-1+1)=-05

y(3)~w, =w, +h(-2w, +1) =-0.5+1.5(-2-(-0.5)+1) =25

Obviamente, los resultados seran aun mejores tomando valores menores de h.
Apartado (b) Resolver utilizando Euler Implicito

El método pedido (Euler implicito) viene dado por
1_\3{ w, =1 k, = f(t, +hw, +hk )=-2(w, +hk )+1
1w, =w, +hk
1-2w

n

Resolviendo la ecuacion inplicita k= 1+ 2h
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Apartado (c) Resolver utilizando RK

El método pedido viene dado por

0|0 Wy, =W, +hk;
1‘ 1 0 Zn+1:Wn+h(%k1+%k2)
1 k, = f(t,,w,)=(—aw, +1)
% % k, = f(t, +h,w, +hk )=(-a(w, +hk )+1)

Y la estimacion del error de truncamiento local por &, =17, (h)=%

Por tanto la estimacion del error en el primer paso es
2 :Tn+l(h) :%‘Wl _21‘ :%‘Wl +hk, _(Wl +h(%k1 +%k2))‘ :%|k1 _k2|

actual

Realizando los calculos
k, =(—aw, +1)=(1-a)
k, =(-a(w, +hk,)+1) = (-a(1+1(-a+1))+1) = (1-a(2-a))
8 = 3k —ko| = 3|(1-a) - (1-a(2-a))| = }|(1-a) - (L-a(2~a))|= [a(1-a)|
Imponiendo las condiciones

1++/1.08
2

1++/0.92
2

a’-a-002<0—> a*-a-002=0—> a-=
—0.01<la(l-a)<0.01—

a?-a+002>0—> a*-a+002=0—>» a=

1-+1.08 ca< 1+ \2/1.08

La primera condicion se traduce en — —0.0196 < a <1.0196

1-40.92 1++/0.92

La segunda impone que a < — va> — —a<0.0204 v a>0.9796

Combinando ambas condiciones:
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. (1— J1.08 1-4/0.92 J vac (1+ J0.92 1++1.08
b L 2

> > > J — ae(-0.0196,0.0204) v a € (0.9796,1.0196)
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Criterios de puntuacion:
Ejercicio | Apartado | Criterios Valoracién
1 A (3 pts) | Seleccion razonada del método 15
Iteraciones 15
B (4 pts) | Obtencion de las funciones de PF 0.5
Comprobacion de las condiciones cd PF 2.5
Iteraciones 0.5
Numero de Iteraciones 0.5
C (3 pts) | Condiciones de Newton 2.0
Iteraciones 1.0
2 A (4 pts) | Seleccionar diferencias divididas generalizadas 1
Aplicacién de las DDG 2
Expresién del polinomio 0.5
Evaluacién 0.5
B (3 pts) Planteamiento correcto 15
Resolucion 0.5
C (3 pts) | Intervalos a aplicar 0.75
Funcién a integrar 0.5
Aplicacion correcta de Simpson 1.0
Acotacion del error de Simpson y verificacién 0.75
3 A (1 pts) | Sustitucion y acotacién del error 1.0
B (1 pts) | Justificacion 1.0
C (4 pts) | Seleccion del método 0.5
Resolucion por Gauss 2.5
Factorizacion LU 1.0
D (4 pts) | Calculo de las matrices 15
Convergencia del Método 1.0
Iteraciones 0.5+0.5
Célculos con la norma uno y nimero de iteraciones 0.5
Convergencia de Gauss-Seidel 0.5-0.5
4 A (2 pts) Funcion 0.5
Expresion del método y aplicacion 1.0
Razonamiento 0.5
B (4 pts) | Expresiéon del método y aplicacion 3
Razonamiento 1
C (4 pts) | Expresion del primer método y aplicacion 0.5
Expresion del segundo método y aplicacion 0.5
Planteamiento del error 15
Desarrollo y razonamiento 1.5
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