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Ejercicio 1.- EIl andlisis por fatiga ciclica de un material se realiza aplicando una presion y

(@)

(b)

(c)

(d)

anotando el nimero de ciclos necesarios para su rotura. Los datos obtenidos en el analisis de

cierto material se muestran en la siguiente tabla. 89 68 60 56 53

Ciclos(x10°) |1 |3 |5 |6.5(8

Presion (MPa) | 89|68 |60 |56 |53
Obtener los polinomios de interpolacién de grados 1, 2, 3 ... mas adecuados para calcular la

maxima presion que se puede aplicar a una pieza para que resista 4x10° ciclos ¢Son
razonables los resultados obtenidos? {1.5 pts}

Utilizar interpolacion segmentaria cuadratica para realizar el mismo célculo sabiendo que
P’(1x10%)=-22.3. {1.5 pts}

Sabiendo que en una gréfica log-log de presion frente a ciclos los datos muestran una
relacion lineal, use la regresion por minimos cuadrados para obtener la presion en funcion del
namero de ciclos y estime su valor para 4x10° ciclos. {1.5 pts}

Para obtener el trabajo realizado en los ensayos es necesario realizar la integracién de los
datos anteriores. Razénese cudl es la férmula de integracion mas adecuada y utilicese para

estimar el trabajo. {1.5 pts}

SOLUCION

Apartado (a) Interpolacion clasica

Puesto que tenemos el valor de la funcion en cuatro puntos y nos va pidiendo polinomios de grado
cada vez mas elevado, nos orienta hacia el método de diferencias divididas de Newton. Aunque se
podria plantear con polinomios de Lagrange, esto nos obligaria a realizar de nuevo todos los calculos
cada vez que se afiade un nuevo punto. A la hora de ir afladiendo puntos para interpolar en x=4,
deberiamos comenzar eligiendo los mas préximos al punto, esto es {3,5,6.5,1,8}. Para evitar trabajar
con valores muy pequefios, tomamos los valores de x en cientos de miles de ciclos (xx10°).

Recordamos de la teoria que

P, (x

):iznolf[xo,xl,...xi]n(x—xk) con

i-1
f X0 X0 Xa ] = [ X X X ]

X — Xy

k=0 f[Xo) Xp0ee X 0s % | =

asi pues solo es necesario decidir el orden de los puntos de interpolacion (lo mas cercanos posibles al
punto a interpolar).
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Xe | Fxd | FIXk Xk 1] Xk X1 Xir2] Xk X Xir2 Xkr3] Xk X Xir2 Xi3]
3 |68
68— 60
5 160 s g =~
6.5 |56 ZO__;’: =26 w ~0.3810
56-89 -2.6-(-6) - 0.3810-0.8333
1 89 651" 6 — - 0.83 31 ~-0.2262
89758 . 51429 6- (-5.1429) 0.8333-0.5714 -0.2262 - (-0.0873)
8 |53 1-8 ' —— "7 ~05714 | ——————=-0.0873 : : =0.0278
6.5-8 5-8 3-8
Por tanto
P (x)=68—4(x—3)
P, (x)=P,(x)+0.3810(x—3)(x—5)
P, (x) =P, (x)—0.2262(x—3)(x—5)(x—6.5)
P, (x) =P, (x)+0.0278(x—3)(x—5)(x—6.5)(x—1)
Evaluamos los polinomios para x=4
R(4)=68-4(4-3)=64
P,(4)=P,(4)+0.3810(4-3)(4—-5) ~ 63.6190
P, (4)=P,(4)-0.2262(4-3)(4-5)(4—6.5) ~ 63.0536
P,(4)="P,(4)+0.0278(4—3)(4-5)(4-6.5)(4-1) ~ 63.2619
Y todos los resultados numéricos son razonables. Representando los resultados
o P, GO o P2 00 " P, (X) o0 P, (X)
; . 66 t\.\ 85 ﬁ %:
66 64 \ 80 \ 80 ‘
64 62 \ i \\ 70 \
N - \ ;Z ‘% *
60 £ :Z \\‘a ZZ 50 \*\b
QOﬁ\ ~=tv[ datosO (x)
80 ™~ P, 0O |
P, (X)
P, (X)
70 P, 00 [
" v JTA&;M a e I
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Notal:

Se podrian haber tomado los puntos por orden siempre que se eligieran correctamente los
coeficientes

X | D4 | DX Xka1] Xk Xkt Xiar2] | Tk Xirn Xz Xiwa] | FIXK Xkt Xk Xies)
1 |89
3 |68 |[-21/2=-10.5
5 |60 |-4 13/8=1.625
6.5|56 |-8/3=-2.6667|8/21=0.3810 |-19/84=-0.2262
8 |53 |[-2 2/9=0.2222 |-2/63=-0.0317 1/36=0.0278
Si utilizamos polinomios de Lagrange, tendriamos que ir calculandolos para cada caso
Puntos Polinomio
3,5} R (t)= X268+ X360
3-5 5-3
—5)(x—-6.5 -3)(x-6.5 -3)(x-5
{3/5165} P2 (t):(x )(X )68+(X )(X )6 + (X )(X ) 56
(3-5)(3-6.5) (5-3)(5-6.5) (6.5-3)(6.5-5)
—5)(x-6.5)(x-1 -3)(x-6.5)(x-1
35651 p o KDE8)(xY) o (x=3)(x=65)(x=1) o,
(3-5)(3-6.5)(3-1) (5-3)(5-6.5)(5-1)
(x—3)(x-5)(x-1) (x—3)(x-5)(x—6.5)

{3,5,6.5,1,8}

. (x—3)(x—6.5)(x—-1)(x-8) 604

b
|

1)(x-8)

(5-3)(5-6.5)(5-1)(5-8)

(x—3)(x—5)(x—6.5)(x—8)89

6.5-1)(6.5-8)

+(x—3)(x—5)(x—6.5)(x—1) e3
(8-3)(8—5)(8-6.5)(8-1)

(1-3)(1-5)(1-6.5)(1-8)

Y posteriormente evaluar cada uno de ellos

Apartado (b)

Interpolacion cuadratica segmentaria

Recordando la teoria, el polinomio de interpolacion segmentaria S(x) de grado k viene definido

mediante

S(x)={R(x) conxel,} con [a,b]:kLn_Jllk =

n

X, ., X |, donde el soporte esta
U[ k-1 k] p
k=1

ordenado a=x, <X <X, <---< X, <X, =b yS(x) verifica S(x, ) =R (% )=PR.(x)=Tf(x)Yy

S(x

)eC“[a,b].
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En este caso el polinomio es cuadrético, por tanto

P (x)=a, (x—xkfl)2 +b (X=X, )+¢ conxel, =[X_;, %]

Al imponer las condiciones de continuidad de la funcién y su derivada,
R(X%.1)=Tf (X )AR(x)=T(x) k=L2--n

Pk,(xk ) = PI<,+1(Xk)
se llega a

a, = b, =B, — b.s =B,

k=12,.---n-1

2( X —Xc1)

2h,

¢, =f(xu) k=12--n
2f [X%]=b +b, k=123.:-n
Que, planteado matricialmente, conduce al sistema

k=12,---n

110 0 0)(h f [ X0, %]
0 11 .0 0}|Dh, f %, %]
0 01 0 0] : |=2 :

: U b, f X000 X0t ]
0 0O 1 1)\b,, f X1 %]
Imponiendo la condicidn f°(0)=a., se tiene by;=a., lo que conduce a
100 00 a
110 0 0 El 2f %9, %]
0 11 00| 21 [%,%]
o001 ool | :

b

: .l " 2 [ X150 X1 ]
000 11 s 2f [%,4,%,]
Particularizando para el ejemplo
10 0 0 0)(b -22.3 b =223
110 0 0f]b, -21 b, =13
0 110 O0|{b|=| -8 |[>:b,=-93
0010 0]]b, 5.3 b, =3.96
000 1 1)(h —4 b, =-7.96

Los polinomios de interpolacion vienen dados por

[1.3] P} (x) =5.9(x~1)" +22.3(x~1)+89

35]  F'(x)
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[565]  P?(x)=4.42(x~5)" ~9.3(x~5)+60
[6.58] P (x)=-3.98(x—6.5)" +3.97(x—6.5)+56
Evaluando el segundo polinomio en el punto x=4, P} (4) ~ 66.65

Resolucion alternativa
Se pueden aplicar las condiciones a cada intervalo, lo que no exige llegar a plantear el sistema.

Primer intervalo [1,3]

P (x) = ai(x—l)2 +b (x=1)+c, B (x)=2a,(x-1)+b
Condiciones

PH(1)=f (1) >c =89

P'(1)=f'(1) >b =-223

P{(3)=f(3) >a(2) +b2+c =75—>4a ~59

Segundo intervalo [3,5]

P?(x)=a,(x—3) +b,(x-3)+c, PZ(x)=2a,(x-3)+b,
Condiciones

P?(3)=f(3)—>c, =68

P’ (3)=PR(3) >h, =2(5.9)(3-1)-22.3=1.3

PZ(6)= f(6) >a,(2)" +b,2+c, =60 > a, ~ ~2.65

No es necesario seguir calculando valores ya que se puede obtener ya el valor en x=4 como P} (4)

Apartado (c) Ajuste lineal

Recordando la teoria, se debe encontrar los coeficientes a y b tales que E(a,b) sea minimo, siendo

E(a,b):i(f (xi)—yi)2 con f(x)=a-+bx

i=0

. . , . . a
Anulando las derivadas parciales respecto a ambos parametros se obtiene el sistema X'X (bj =X'Y

, donde (tomando por simplicidad logaritmos decimales)
Y' =(log(89) log(68) log(60) log(56) In(53))=(1.9494 1.8325 1.7782 1.7482 1.7243)

wi_ | 1 1 1 1 (11 1 1 1
~{log(10°) In(3x10°) In(5x10°) In(6.5x10°) In(8x10°%) _(5 5.477 5.697 5.813 5.903)

esto es
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5 27.89 \(a) (9.03 a=3.1918
(27.89 156.11j[bj - (50.26) -~ {b — 0.2483
Por tanto la relacion viene dada por log( p)=3.1918-0.2483log(c), donde p es la presion (en MPa)
y ¢ el nimero de ciclos. Para obtener la relacion final aplicamos la potenciacion:

3.1918
log(p) _ 1 3-1918-0.2483log(c) _ 10 _ 1555.2
10" =10 o p= 10024831log(c) - 024831
. \ ‘ g L \ Si se toma sin la escala se hubiera
i llegado a
] 5  2.8921)(a) (9.0325
\\\ = —>
ol- 1 2.8921 2.1926 )\ b 5.0955
ol | a=1.9501
%
i b =-0.2483
60 o -

50
1

i 5
ciclos x 10

Notal: Si se toman neperianos se obtiene el mismo resultado final
Y'= (4.4886 42195 4.0943 4.0254 3.9703)

N E! 1 1 1 1
(115129 126115 13.1224 13.3847 13.5924

esto es
> 64.22 (2 = 208 N a=1.3494 _y @l(p) _ o7:3494-02483:0n(c) _ b= gl ¥ _ 15052458.32
64.22 156.11)( b 266.5 b =-0.2483 g02483In(c) (0

Si se toma sin la escala se hubiera llegado a
5 6.6593)( a 20.7981 a=4.4904
(6.6593 11.625](b] - (27.0158] ” {b =-0.2483
Nota2: Si se toman los datos en el orden inverso se minimiza el error de x y los resultados son
diferentes (salvo en el caso de rectas)

(1 1 1 1 1
1 4.4886 4.2195 4.0943 4.0254 3.9703
Y'=(11.5129 12.6115 13.1224 13.3847 13.5924)

esto es
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5 208)(a 64.2 a=29.6
= —>
20.8 86.7 ) b 266.5 b=-4.03
29.6
eln(c) _ e29.674.03X|n(p) e e29.6 _ ezg.e op- e A.os _ e7.35
e4.03|n(p) p4.03 C%LOB CO.2484

Nota3: Si se toman los datos sin calcular el logaritmo no se puede aplicar una relacion lineal
5 235 \(a) (326 R a=2_88.27
235 141.25)\b) |1381 b=-4.91
Apartado (d) Integracién

Las formulas vistas en clase se aplicaban a intervalos que tenian puntos de interpolacion
equiespaciados, condicién que no cumple el ejemplo. Se debe plantear pues la aplicacion a los
subintervalos individuales. Pero puede ser la regla del trapecio a cada uno de los cuatro subintervalos
individuales o también la regla de Simpson a dos subintervalos dobles. Puesto que la mejor seré la de

mayor orden, se utiliza la regla de Simpson.
8x10°

5x10° 105
T= 110° p(C)dC=Lx105 p(c)dc+.[5x105 p(C)dCz

_2x10° 1.5x10°

[f (1x10°)+ 47 (3x10°) + f (5x105)J+ [f (5x10°)+4f (6.5x10°)+ f (8><105)]

1.5x10°
3

-~ 2x10°

[89+4x 68+ 60] +

[60+ 4 x56+53]

=4.4917 x10’

Ejercicio 2.- Dadas las ecuaciones diferenciales

y'(t)+2y'(t)+y(t)=t 0<t<3 y'(t)+y(t)=t 0<t<3 00
y(0)=0 0 { y(0)=0 (1) vy 0
y'(0)=0 0 1
(@) Escribir la ecuacion diferencial de segundo orden (I) como un sistema de primer orden {0.5

pts}

(b) Resolver la ecuacion diferencial (Il) utilizando el método de Euler con h=1 {1.5 pts}

(c) Resolver la ecuacién diferencial (Il) utilizando el método de Runge Kutta dado por la tabla de
Butcher (lIl) con h=1 {2.0 pts}

Apartado (a) Planteamiento como sistema de primer orden

Denotanto por y, (t)=y(t) vy, (t)=y'(t)
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Apartado (b) Resolver utilizando Euler
Dada la ecuacion diferencial
{y’(t)+ y(t)=t 0<t<3 y'(t)=-y(t)+t 0<t<3
%
y(0)=0 y(0)=0

El método de Euler se escribe como

W, =W, +hf (t,,w,)=w, +h(-w, +t,)

w, =0

Aplicandolo a el caso actual
y(1)=w, =w, +h(-w, +t,)=0+1(-0+0) =
y(2)=w, =w, +h(—w, +t)=0+1(-0+1)
y(3)=w, =w, +h(-w, +t,) =1+1(-1+2) =

0
1
2

Apartado (c) Resolver utilizando RK
El método pedido es el Método de Runge-Kutta de orden 2 denominado del punto medio o Euler
mejorado, y viene dado por
0|0 W, ,, =W, +hk,
% % 0 klzf(tn1wn):_wn+tn
0 1| k,=f(t, +ihw, +1hk)=—(w,+1hk)+(t,+1h)
Aplicado al caso particular
kK, =-w,+t, =-0+0=0
(0+%~1~O)+(0+%-1)=%: 0.5

2
k=-w +t, =—3+1= % 0.
k, =—(w, +1hk )+(t, +ih)=—($+1-1-1)+(1+1-1)=2=0.75
W, =W, +hk, =3+1-2=2=125
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