METODOS MATEMATICOS. FEBRERO DE 2006. SEGUNDA SEMANA 1

1. Consideremos el conjunto A formado por los nimeros de la forma n2*, en donde n y k son enteros tales
que 215 <n <21 47 < k < 16. Se pide determinar razonadamente:

a) Los valores de: m =min A, M =maxA, e=min{z€ A:x>1}.

b) El error relativo mas grande que se puede cometer al reemplazar un nimero real x € [m, M] por el
elemento de A mas cercano a x, esto es, se pide calcular

maX{min{|x—a|:a€A} e [m’M}}

T

¢) Los enteros n € [21%,210) v k € [—47, 16] que verifican n2F = 1066656.

Solucioén.
a)
m = min A = 212747 = 2732
M =max A = (2'° —1)2'° = 2% — 210
e=min{reAd:z>1}=02"+1)27"=1+27"

b) Un nimero x del intervalo [m, M] siempre estard comprendido entre dos valores de A, esto es
n2" <x < (n+1)2°

en donde 2% < n < 216 —47 < k < 16. Obsérvese que estd férmula también es correcta cuando
n = 21 — 1, porque 2'°2**! = (n + 1)2*. El error relativo méximo dentro de ese intervalo se alcanzard
en su mitad izquierda, porque en la mitad derecha los errores son iguales, pero los dividimos entre una
cantidad mayor. Asi que el error relativo més grande, cuando = estd en el intervalo (n2k , (n + 1)2’“) , se

x — n2k

alcanza con el méximo de la funcién E(x) = siendo = € [n?"”, n2k + 2’“_1] . Como se trata de
x
n2k
una funcién creciente, E(z) = 1 — —, el maximo se alcanza en el punto medio x = n2* + 281y el error
x
n2k + 2k=1 — nok k-1 1

relativo méximo en ese intervalo concreto es E(n2F 4 2¢71) = = =

( ) n2k 4+ 2k—1 n2k +2k=1 2n 4+ 1
El valor méximo de esos errores se alcanza para n = 2%, luego el méximo error relativo es

1
F=—
216 +1

¢) Tomando logaritmos decimales en la expresién n2F = 1066656 se tiene logn + klog2 = log (1066656 ),
esto es klog2 = log (1066656) — log n.
Por otra parte, como 2% < n < 216 resulta que 15log2 < logn < 16log?2. Asi que

log (1066656) — 161log 2 < klog?2 < log (1066656) — 16 log 2

en consecuencia

log (1066656) — 16 log 2 << log (1066656) — 151og 2
log 2 - log 2
aproximando los logaritmos, 4.024663546 < k < 5.024663546, luego debe ser k = 5. Ahora

1066656

log n = log (1066656) — 5log 2 = log (1066656) — log (2°) = log ( >

) = log (33333)

de manera que n = 33333.
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2. Aplique el método de Bairstow para calcular de forma aproximada todas las raices del polinomio

p(x) = z* — 223 + 25822 — 512x + 512. Utilice como valores iniciales r = 2,s = —1 para el binomio

x? —rz — s. Aplique una iteracién del método (es decir, tiene que calcular Ar y As una sola vez y dividir

polinomios dos veces). Trabaje con la maxima precisién que le permita su calculadora, presentando los
resultados intermedios y finales con cuatro cifras significativas.
Solucion. Comenzamos efectuando la division del polinomio. Es indiferente el procedimiento que se
utilice para hacer la divisién, pero lo mas recomendable es la divisidn sintética (ecuaciones 7.32)
b4 = a4 = 1
b3:a3+7‘b4: —24+2=0
by = a9 +1bg + sby =258 +2 x 0 —1 =257
b1 :a1+Tb2+Sb3: —512+2 X 257 —0=2
b0:a0+Tb1+Sb2:512+2 X 2 — 257 =259
Las ecuaciones 7.36 nos permiten hallar las estimaciones de las derivadas de las funciones b;
Cyp = b4 =1
C3 = bg +1rcy = 2
Co = by +1ec3 + scy =257+ 4 — 1 = 260
cg =by +1rceg+sc3 =2+ 520 — 2 =520
Planteamos ahora el sistema

260Ar + 2As = -2
520Ar + 260As = —259

14 255 o __ _ 1
cuya solucién es As = 556 ~ —0.996, Ar = 79950

r=2+0.000 =2.000, s=-1-0.996= —1.996

~ 0.000. Los nuevos valores de r y s son

Dividimos ahora el polinomio p(z) = z* — 22® + 2582? — 512z + 512 entre ¢(z) = 2? — 22 + 1.996 para
obtener un cociente determinado por los coeficientes (ecuaciones 7.32)

b4 = a4 = 1

b3:a3—|—rb4:—2+2:0

by = as +1bs + sby = 258 +2 x 0 — 1.996 = 256.004 ~ 256.0
El cociente es entonces c(x) = byx? + bzx + by = x? + 256.0. En consecuencia, las raices del polinomio

p(r) = 2t — 22% + 25822 — 5122 + 512 se pueden aproximar mediante las de q(x) = 2% — 2z + 1.996 y las
de c(z) = 2% + 256.0. Por lo tanto, nuestras aproximaciones son

244 —4x 1996 _ 2+ 1.995995992i

21 5 : 1+ 0.998i
29— VI—4x1.996 2 - 1995095992
oy — - a ~ . L 21— 0.998

r3 =V —256.0 = 16.00¢
T4 = 1V —256.0 = —16.00¢

Nota 1. En este caso, al estar preparado el polinomio (es de grado 4 y tiene raices imaginarias puras), es
facil hallar las soluciones exactas, que son 1 +4, 1—14, 167, —161.

Nota 2. Una vez que se han hallado los nuevos valores de r y s, que permiten aproximar las dos primeras
raices z1, Tg, la divisién del polinomio p(z) entre (z — 1) primero y entre (x — x2) después, sugiere que
no se ha comprendido en qué consiste la divisién sintética que se ha utilizado para aproximar esas dos
primeras raices.
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3. En este ejercicio todas las operaciones deben hacerse redondeando a dos cifras significativas. Consi-
deremos las matrices

1.1 0 09 3.1 x
A= 0 22 0 : B= 0 ; X=1| v
23 0 1 5.6 2

a) Calcule de forma aproximada A~ mediante eliminacién de Gauss.
b) Aplique el apartado a) para resolver de forma aproximada el sistema AX = B.
c) Mejore la solucién hallada en b) mediante refinamiento iterativo (basta una iteracién).

Solucién. a) Tenemos que aplicar eliminacién de Gauss para invertir una matriz; podemos hacerlo
mediante una descomposicion LU o continuar la eliminacién hasta diagonalizar completamente la matriz
(en vez de triangularizarla). La idea es aplicar a la matriz identidad las mismas transformaciones que
hagamos a la matriz A. Si después de una serie de transformaciones (resumidas en la multiplicacién por
una cierta matriz C') la matriz A se ha convertido en CA = I, (esto implica C'= A~!) entonces I se habrd
convertido CI = A~!. Comenzamos entonces los célculos. No aplicamos pivoteo. Redondeamos cada
operacion a dos cifras significativas (lo mas cémodo es poner la calculadora en notacién cientifica con dos
cifras en la mantisa y anotar el resultado redondeado de cada suma o multiplicacién).

.1 0 091 0 O 1.1 0 0.9 1 00
A | T ~ 0 22 0|01 O0 ]|~ 0 22 0 0 10 |~
23 0 1 |0 0 1 0.0 0 —-090|-21 0 1
.1 0 00 |—-11 0 1 1 0 00|—-10 0 091
~ 0 22 0 0 1 0 |~ 0 1 0 0 045 O
00 0 —-09]-21 0 1 0.0 0 1| 23 0 -1.1
—-1.0 0 091
En consecuencia, A™' ~ D = 0 045 0
2.3 0 -1.1
-1.0 0 0091 3.1 2.0
b) Si AX = B, entonces X = A'B~ DB = 0 045 0 0 ~ 0
2.3 0 -1.1 5.6 0.9
2.0
c) Sea Xg = 0 la aproximacién de la solucién hallada en el apartado anterior. Supongamos que la
0.9
solucion verdadera es X = Xy + AX. Entonces
3.1 1.1 0 09 2.0 3.1-22-0281 0.09
AAX) =AX — AX, = 0 — 0 22 0 0 ~ 0 = 0
5.6 23 0 1 0.9 5.6 —4.6—0.9 0.1
Este sistema se puede resolver aproximadamente aplicando los célculos del apartado a)
—-1.0 0 091 0.09 —0.09 + 0.091 0.001
AX ~ 0 045 0 0 7 0 = 0
2.3 0 -1.1 0.10 0.21 —0.11 0.10
2.0 0.001 2.0
En consecuencia, la solucién mejorada es X7 = Xg+ AX = 0 + 0 R 0

0.9 0.10 1.0
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Nota: Evidentemente la soluciéon exacta es x = 2,y = 0,z = 1. El objetivo del ejercicio no es resolver
una sistema 3 x 3 (contenido incluido en la ensefianza obligatoria), sino comprobar cémo una solucién
aproximada puede mejorarse mediante refinamiento iterativo manteniendo en todos los cédlculos la misma
precisién. Por eso es absolutamente obligatorio seguir las instrucciones del enunciado (de hecho, siem-
pre lo es): redondear todas las operaciones a dos cifras significativas, resolver el sistema utilizando la
aproximacién de la inversa y volver a utilizar ese método para resolver el sistema que se plantea en el refi-
namiento iterativo. Resulta absurdo utilizar un método mas preciso para resolver el sistema que aparece
en el refinamiento iterativo que para hallar la solucion inicial. Por ejemplo, si resolvemos de forma exacta
el sistema del refinamiento iterativo, obviamente obtenemos la solucién exacta sea cual sea la solucion
aproximada inicial; pero entonces, ;para qué obtener primero una soluciéon aproximada si podemos hallar
la exacta?.

Quien haya optado por una descomposicién LU, deberia haber obtenido la siguiente factorizacion aproxi-
mada

1.1 0 09 1 00 1.1 0 09
0 22 0 ~ 0 10 0 22 0
23 0 1 21 0 1 0 0 -=09
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4. Resuelva mediante el método de Ralston, desde xy = 1 hasta x3 = 1.3 con tamano de paso h = 0.1, el

problema de valores iniciales zy' =2y ; y(1)=2.
Solucién. El esquema de este método de Runge-Kutta de segundo orden es

k1 + 2k
Yir = Yi + 1TQh
ki = f(zi, vi)
3 3
k’ = i —h, i —l{? h
2= f (x + 1Y + e )
2y .
En nuestro caso tenemos: f(z,y) = —=,x9 = 1,y0 = 2,h = 0.1, por lo que el algoritmo es
x
0.1%k1 + 0.2k,
Yit1 = Yi + 3
2y,
ky = =2
Ty
0.3
2 (?Jz’ + _kl)
b 4
2 n 0.3
T+ —
4
Asi se obtienen los siguientes resultados
Ti Yi k1 ko
2(2+%34
1 2 2x2 _y % — 4.279069767
1 1,03
9 | 01x4+0.2x4.279069767 _ 2x2.418604651 _ 2(2 418604651+ 524.897463002)
1.1 3 1 11203 =
= 2.418604651 = 4.3974 2 4
860465 39746300 4678152129
9. 418604651 L 0-1x4.397463002-40.2x4.678152120 __ 2x2.87706356 _ 2(2~87706356+%§~795105933) _
12 = 3 1.2 12,03 =
= 2.87706356 = 4.795105933 4
= 5.077170988
9 87706356 L 0-1x4.795105033+0.2x5.077170988 _
: 3
1.3 = 3.37537849

En consecuencia, las aproximaciones obtenidas son

y(1.1) ~ 2.418604651
y(1.2) ~ 2.87706356
y(1.3) ~ 3.37537849

Nota. Se comprueba ficilmente que la solucién exacta es y = 22,



