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Descripcion del problema

e Obtener las funciones que verifican una ecuacion en
que la variable dependiente se relaciona con su
variacion con respecto a la variable independiente.

e Ejemplo: Ley de Newton aplicada al calculo de la
velocidad de descenso de un paracaidista:

ZF=ma—>a=%=&

% m
e [uerzas actuantes:
- Gravedad (peso)
- Resistencia del paracaidas al aire
e Opuesta al descenso
e Proporcional a la velocidad
e Coeficiente de resistencia

tiempo




»Objetivos

Objetivos

Entender los conceptos de orden, consistencia, estabilidad y
convergencia.

Diferenciar los conceptos de error de truncamiento local y
global, y su relacion.

Comprender los métodos de Taylor y la interpretacion grafica
de los de orden mas bajo (Euler, Heun y el poligono
mejorado).

Entender la base de los métodos predictor-corrector y su
conexion con las formulas de integracion.

Aplicar los métodos de Runge-Kutta y entender como se
relacionan con el desarrollo en serie de Taylor.

Aplicar los métodoas anteriores a sitemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Reducir una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden
a un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden.

Comprender la inestabilidad de algunos métodos para tipos
especiales de problemas (rigidos).

Saber seleccionar un método numerico para la solucion de
un problema particular.



Conceptos basicos (I)

e Una ecuacion diferencial es cualquier ecuacion que comprenda
derivadas de una funcién con respecto a una sola variable
independiente.

e Cuando hay varias funciones y una sola variable independiente se
tiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

e Cuando hay una funcion y varias variables independientes se tiene
una ecuacion en derivadas parciales (EDP).

e Cuando hay varias funciones y varias variables independientes se
tiene un sistema de ecuaciones en derivadas parciales (EDP).

e Siuna ecuacion diferencial se puede escribir como un polinomio, su
orden es el mayor entero positivo de la n-sima derivada presente en
la ecuacion.

e La potencia mas alta con que aparece la derivada que marca el
orden de la ecuacion se denomina grado.

e Ejemplos
y" + x(y’)2 +xy =X EDO segundo orden y grado uno
- (y’)3 4+ (xy’)2 —y*=¢* EDO primer orden y grado 3
_ ngt +xt ( Yy, )2 _ (X 112 )3 EDP primer orden y grado2 ( 2 v.i)
- 7, =k (Txx +7,, + Tzz) EDP segundo orden y grado 1 (4 v.i.)

y” +sin(y')+xy =5 EDO tercer orden sin grado



Conceptos basicos (I1I)

Forma general de una ecuacion diferencial de orden n

n ”m + ’ H X
f(t,y,y’,y”,-“y())=0 Xy +);3y): _s|n(xy):e
Una EDO es lineal cuando lo es en cada derivada de igual orden

fn(X)y(”) 4. fl(x)yl+ fo(x)y: g(X) y"+x(y')2 +Xy=X3

Una solucion explicita de una EDO de orden n es aquella funcion
y(X) que satisface la EDO para todo valor x del intervalo.

Y, (x)=e Si

y'+y=0xeR—> e* x<0
X)= No

¥a (%) {Ze‘X x>0

Una solucién implicita de una EDO de orden n es aquella relacion
g(x,y) que define al menos una y(x) que satisface la EDO para todo
valor x del intervalo

yy'+x=0—> f(xy)=y’+x*+c=0
f'(x,y)=2yy'+2x=0



Conceptos basicos (I11)

e Una familia de funciones de n parametros f (t, Y.C;,C,,Cs, -"Cn) =0 se
denomina solucion general si es solucion de la EDO para cualquier valor de los
parametros y no hay un conjunto inferior de pardmetros que representen esas

soluciones Y, (X) =ce™” No
Y, (X) =ce’ i

e La funcion obtenida al seleccionar los valores de los parametros se denomina
solucién particular

yﬂ_y:O

e f(t,y) satisface la condicidn de Lipschitz en la variable y (es lipschitciana
respecto a y) en DcR? si existe L positiva tal que [f(t,y,)-f(t,y,)|SL|y,-Y,| para

todo (t,y,), (t,y,) €D.
Y=Y,

f(ty)=o+5.D=[13] >|f (ty,)-f (ty,)[=]* 2> —|y1 Y,|

e Sif(t,y) esta definida en un conjunto convexo D y [f,| <L en D, entonces es
lipschitciana en y.

e Un conjunto D es convexo cuando dos puntos cualesquiera se pueden unir
mediante un segmento rectilineo cuyos puntos también pertenecen a D.

e Un conjunto D es conexo cuando dos puntos cualesquiera se pueden unir
mediante una curva cuyos puntos también pertenecen a D.

SR ORA




EDO 1¢r orden: resolucion analitica (I)

y'+p(t)y=q(t) a<t<b
y(a) = Yo
- Existencia y Unicidad de Solucion

Si p(X) y g(x) son continuas en un abierto que contenga a [a,b]
—  Obtencién de la solucion

u(t)=e™ y(t)=——([ u(t)a(t)dt+c)
Ejemplos ,u(t)

{y’—Ztyzt 0<t<1
y(0)=1
y'—2ty=1 0<t<1

{y(0)=1

e Lineales: {

1
2
e—t

2

— u(t)= ol 2 gt y(t)= (Ie“ztdt +c) = —% +ce'

Sut)=e 26t y(t)=e” (Ie“zdt)+ ce"

y':f(t,y) a<t<b M(t,y)+N(t,y)y’=0

e No lineales
{y(a) =Y
- Existencia y Unicidad de Solucion
Sif(t,y) es continua y lipschitciana respecto a y en en D={a<t<b,-co<y<o0},
existe soluciéon y es unica (Picard)
- Muy dificil obtener la solucién analitica (explicita o implicita) salvo en
casos especiales




EDO 1¢r orden: resolucion analitica (II)

e Ejemplo: Solucién no Unica
/ %
y =3y L In()=(3) Cﬁ_(;
—\3
Y(O):O yz(t)=0 dy
e Ejemplo: singularidades de la solucion dependen de la condicion

inicial
y'=y’ _1 y=y __1
y(0)=1 7T 1¢ { =2 VT2

e Métodos analiticos
- Variables separables M (t)+N(y)y'=0— N(y)dy =—M(t)dt

y)_% No definida para y=0

- Ec. homogéneas f (st,sy)=s"f (t,y)— Cambiov = yt = var.sep

d '
_  Ecuaciones exactas _(P(t’ Y)) =M (t’ Y)+ N (t’ Y)y =0=>M, =N,

dt
d !
~  Fact. integrantes Cﬂ(t’Y)?5E(P(t’y))=ﬂM (t,y)+,UN (t,y)y =0

/uyM +IUMy :lutN +IUNt

B =g(t) cu(y)?= - =g(y)

(',,u(t).



EDO 1¢r orden: resolucion analitica (I1I)
e Ejemplo: Variables separables
, _ ycost ny
1+2y? =Y gy — cost - dit —>{
y(0)=1
e Ejemplo: Ec. homogéneas
y'=- y U dt d
Yt o (23 )dt+ v (vdt +tdv) =0 > = = 0
t 1+2v
y(0)=1
= Inftj=—=2In[L+2v*|+Inc > t*(t* + 2y* ) =c' = t*(t* + 2y* ) =1
e Ejemplo: Ecuaciones exactas

3y(t* —1)dt+(t°+8y —3t)dy =0 M, =3(t*-1) =N,
%
y(1)=2 P = [ Mdt = [ Ny
—P =t'-3t+f'(y)=N>P=yt’-3ty+4y°* +c=P(t,y) =y’ -3ty +4y* -2=0
( N 2(2y-t) 2
My=2y ¢,Ll(t)7:>My Ne ( y ) =

In|y|+ y* =sint+c

y(0)-1 = In|y|+ y* =sint+1

—>P=yt?-3ty+ f(y)

e Ejemplo: Fact. integrantes

t? + y?)dt+t(t—2y)dy=0
{( +y?)dt+t(t-2y)dy R

Vot(t-2y) ot

<

y(1)=1 N =2t—2v oy M =2(2y—t)
\ t y (,,U(Y)-:> M (t2+y2)
: 1+ L )dt+(1-22)dy =0 2
_)iz_gdt_)’uzlz: ( +t2) +( t) y :P(t,y):t_y_—l—y—lzo



EDO orden superior: resolucion analitica (I)

e EDO de segundo orden
{y”": f(tyy) ast<b
y(a)=Yo y'(a)=Vq
— Existencia y Unicidad de Solucion

Si f(t,y) es continua y lipschitciana respectoay ey’ en en
D={a<t<b ,-co<y<co ,-c0<y’<o0}, existe solucién y es unica

- La obtencion de solucion analitica es complicada.,
iIncluso en casos aparentemente simples, y suelen dar
lugar a métodos de coeficientes indeterminados y series
de potencias

— Caso lineal
{Y”+p(t)y’+q(t)y:f(t) a<t<b
y(a)=y, y'(a)=V,




EDO orden superior: resolucion analitica (II)

e E.D.O. lineales homogéneas de coeficientes constantes
a,y" +--ay +8y =0 (1
Ec. Caracteristica: P(x)=a,x" +---a,X + &,

e Las raices A de la ecuacion caracteristica P(x) proporcionan un

sistema fundamental de soluciones:

— Si A es una raiz real simple de P(x), y=e* es solucion de la ecuacion
diferencial.(l)

— Si A es una raiz real multiple de orden m de P(x), y=xke™, k=0,...,m-1
son soluciones independientes de la ecuacion diferencial.(l)

— Si A=a £ bi son raices complejas conjugadas de P(x), , y,=e®* cos(bx)
e y,=e® sen(bx) son soluciones independientes de la ecuacion
diferencial.(l).

— Si A= a % bi son raices complejas conjugadas de multiplicidad m de
P(x), yy=xke® cos(bx) e y, =xke® sen(bx) , k=0,...,m-1 son soluciones
independientes de la ecuacién diferencial.(l)

e La solucidon general de la ecuacion diferencial (1) se obtiene
como combinacion lineal de las soluciones simples obtenidas

para cada raiz.




EDO orden superior: resolucion analitica (III)

e E.D.O. lineales completas de coeficientes constantes
ay" +--ay+ay=f (x) (1)

e La solucion general de la ecuacion es igual a la suma de la solucién
general de la homogénea correspondiente, y de cualquier solucion
particular de la ecuacion completa.

e Meétodo de los coeficientes indeterminados: Se toma una solucién particular

de la ecuacion completa del mismo tipo que el término independiente y cuyos
coeficientes se determinan sustituyendo la solucion en la ecuacion.

- Sif(x)=P,,(x) y A= 0 no es raiz de P(x), y,=Aox™ +A;x" 1+ .+A .

- Sif(x)=P,,(x) y A= 0 es raiz de orden r, de P(x), y,= X"(AoX™ +A;x™ 1+ +A)

- Sif(x)= e¥P,(x), y,=€**.Qn,(X) si @ no es raiz de P(x) o y,=x'e®.Q,(x) ) sia es
raiz de P(x) de ordenr.

- Sif(x)=e®(P,(x)cosbx+Q(x)senbx)), y,=e*(U(x)cosbx+V(x)senbx)), si a + bi
no es raiz de P(x) o y,=x"e®(U(x)cosbx+V(x)senbx)) si a + bi es raiz de P(x) de
orden r, donde U(x) y V(x) son polinomios de grado = max (m,s)




EDO orden superior: resolucion analitica (IV)
yW_y=x2 0<x<1
y(0)=1  y(0)=2 y(0)=-3 y"(0)=4
e Solucion general de la homogénea
P(x)=x*-1-o(P)={%L i}

Y, (X)=ce* +c,e” +ce cos(x)+c,e’ sin(x)

e Ejemplo

e Solucion particular
2
Y, (X)=a,x* +ax+a, >
a,=-1

—y,=0-(ay’ +ax+a,)=x">1 a,=0
a,=0

(4)

Yo
e Solucion completa

P(x)=x'-1-o(P)={£1 i}

Yo (X) =y, (X)+y,(x)=ce* +c,e™ +c;cos(x)+c,sin(x)—x*
e Condiciones iniciales

y.(0)=c,+c,+¢c,=1 y/(0)=c +¢,—c, =—3_)
y. (0)=c,—c,+c,=2 vy, (0)=c —c, =4
-y, (x )=e —2e7* +2cos(x)—sin ( )




EDO: resolucion numeérica (1)

e Casos
- Laresolucion numérica se centra en las EDO de primer orden dado que
las de orden superior se pueden reducir a sistemas de primer orden.

!

V=Y A ARSAEL
y2:y” y’=y1
f(t,y,y',y",---y(”))=0—><y3=y(3)>:>< Y =Y,
-y foi =Y,

- Por su interés especifico, a veces se estudian las de segundo orden
(asociadas a problemas de contorno).

e Problema perturbado: perturbaciones asociadas ala EDO vy a la
condicion inicial

{y'z f(ty) astsb_){z': f(tz)+6(t) a<t<b
y(a)=a z(a)=a+e,

e Problema bien planteado
- El problema tiene solucion Unica
- El problema perturbado tiene solucién Unicay su error respecto al inicial
esta acotado si lo estan las perturbaciones

Ve > 03k(5)/|50| <eAVte[a,b]: ‘5(t)‘ <e = ‘y(t)— Z(t)‘ <k(e)e




EDO: resolucion numeérica (1)

e Proceso

- No se obtiene la solucion analitica, sino un conjunto de pares (t,y;) que
representan los valores aproximados de la solucion para diferentes
valores de la variable independiente.

- Los resultados se deben interpolar (o ajustar) si se desean en valores
intermedios.

- Es necesario que el problema este bien planteado ya que los métodos
numeéricos introducen perturbaciones de los coeficientes debido a la
aritmética del ordenador.

e EIl problema de valor inicial de primer orden esta bien planteado si
f(t,y) es continua y lipschitciana respecto a y en D={[a,b] x(-o0,)}.
e Ejemplo: problema bien planteado

I\ __$2
{y‘y Ul OS2 ()= (t+17 —05e

y(0)=05
‘f(t,yl)—f(t,yz)‘z‘yl—t2+1—(y2—t2+1)‘=1|y1—y2|
f =1
Z’=7-t°+1+6(t) 0<t<2 2
t)=(t+1) -(0.5-5(t)—¢,)e' - 5(t
e > 2(1) = (1 ~(05-5(0)-e.)¢ - 5(1)

|y (t)-z(t)] =|(5(t) +&,)e' +5(t)| <(28* +1)e



Fundamentos

e Meétodos de Taylor
- Discretizan el intervalo total en n subintervalos iguales (puntos equiespaciados
con paso h) y obtiene aproximaciones de la solucion en esos puntos.
- Utilizan el desarrollo en serie de Taylor

( y(t)=f(ty(®)+ f,(Ly(t)y = f +f,f

)
-7 (far )+ (fy 4 8y )6y (6 1)

e Orden de un método: orden de la derivada superior utilizada en el
desarrollo de Taylor o, equivalentemente, grado del polinomio para el que
el método tedrico no tiene error.

e Notacion: w, > y(t,)




Método de Euler (Taylor de orden 1)

e Base teodrica y algoritmo
y'=f(t,y) ast<b
{ y(a)=a
W, =a t. =a+kh
b-a

—+
1!
w, =W, +hf (t_,w_) 1<k<n h=

e Ejemplo: tomando h=0.25 y h=0.1 resolver y representar la solucion

y'=—%/ 0<t<l y(0)=1-Y(t)=+1-t
t,=0 w, =1
t
t=h=025 w, =w,+hf (to,wo)=wo—0.25%vo -1-0.250/ -1
t
t,=0.5 w, =w, —0.25 %vl =1—o.250-2% =0.9375

,=075  wW,=w,— 0.25% =0.9375-0.2505 = 0.8042
2

0.9375
_ —w 025t/ _ _0250.75 _
t, =1.0 w, =W, —0.25 %3—0.8042 0.250-7% o4, =0.5710




Ejemplo de Euler

t,=0 | w,=1.0000
t,=0.1 | w,=1.0000
t,=0.2 | w,=0.9900
t,=0.3 | w,=0.9698
t,=0.4 | w,=0.9389
t.=0.5 |w,=0.8963 | °¢
t,:=0.6 | w,=0.8405 | o7
t,=0.7 | w,=0.7691 | os
t,=0.8 | wg=0.6781 |_,.
t,=0.9 | wy=0.5601

y=ty, 0=t =1 ; y(0)=1

14

09

0.4
to=1.0 | W3=0.3994 |
0.2
Analitica
01 4 h=0.25
O h=01

0 \ \ I I \ \ I I \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1




Método de Taylor de orden superior (I)

e Base teodrica y algoritmo

y'="f(ty) ast<b , (1) h("-2) o, h"
{ y(a):a _>Y(tk—1)+h Y(tk—1)+"'+y (tk—l)m +y (G) ol
W, =a t, =a+kh

b—a
w, =w,_, +hT (ht_,w_) 1<k<n -

e Ejemplo: tomando h=0.25 resolver para Taylor de orden 1, 2,3y 4

y = / 0<t<l y(0)=1-Y(t)=y1-t’

y'(t)=-ty " (t) T (ty.h)=y'(t)
y'(t)=-y*(1+t?y7?) T,(ty.h) =Ti(t, y,h)+gy”(t)
y"(t)= -3ty (1+t?y?) Ts(t,y,h)=T2(t,y,h)+h?2!y”’(t)

3

v - 7 - h iv
y"(t)=-3y 3(1+6t2y ? 45ty 4) L(Ly,h)=T,(t, y,h)+I!y (1)
t,=0 t =025 w,=1
y,(tO):_tOWO_lzo T]_(tOIWO’h):y,(to):O

V(1) =—w, (14w, 2) =1 T, (to,wo,h)=T1(t0,wo,h)+2y”(t )= 0_0_2251__0 125




Ejemplo de Taylor (1)

y” (t,) = =3toW, *(1+t,°w, *) =0

T, (ty, Wy, h) =T
y"(t)=
)=

T, (t,, W, h

2

(to,wo,h)+h—y”’( t,)=—0.125+0= 0125

3

h iv
Ta(to o, ) + 7Y (t) = -0.125-—7

—3W,~ (1+ 6t,”w, > + 5t, WO“‘) =-3

0.25°

W, =W, +hT, (t,w5,h) =1+ 0.25x 0 =1
Wi =W, +hT, (t,,wg,h) =1+ 0.25x(~0.125) = 0.96875

o%,

o~

W,

Se repite el proceso cont,, t;y t,

3=-0.15625

=Ww; +hT, (t,,w5,h) =1+ 0.25x(-0.125) = 0.96875
=W, +hT, (t,,W;,h) =1+ 0.25x(0.15625) = 0.9609375

orden

T1

T2

T3

T4

t,=0

w,=1.0000

W,=1.0000

W,=1.0000

W,=1.0000

1.0000

t,=0.25

w,=1.0000

w,=0.9688

w,=0.9688

w,=0.9683

0.9682

£,=0.50

w,=0.9375

w,=0.8698

w,=0.8675

w,=0.8662

0.8660

t,=0.75

W,=0.8042

w,=0.6783

w,=0.6675

w,=0.6631

0.6614

t,=1.0

w,=0.5710

w,=0.2995

w,=0.2361

w,=0.1990

0.0000




Ejemplo de Taylor (II)

e Representacion de resultados para h=0.25 v h=0.1

y=thy, 0=t <1 ; y(0)=1
1‘ T T T

&
v

L4

1‘ B
»
09+
08
0.7
g
06 b
> 05F
04+
03+ Analitica
s T,
0.2t o T, y
o Ty 2
01 o T,
0 | | | | | | | | |

0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.8 07 08 0.9 1
t




Tipos de errores y error local

e Error de redondeo (representacion)
e Error de truncamiento global (local+propagado)

y'=th, 0=t =1 ; y(0)=1
T T T

Analitica

¢ Euler

= tg wi
0.2f nueva anal |

, . R R Error

1 Un metOdO de dlfere 1C|as """"""" tgyi
WO - 00 0!1 0.‘2 0!3 0.‘4 0!5 0.‘6 0!7 0.‘8 0!9 q

Wk =Wk—1+h¢(tk_1iwk_1,h) 1£ k Sn t

tiene un error de truncamiento local dado por

, (h) _ Yi _(Yk—1 + h(”(h’tk—v yk—l)) _ Y=Y
‘ h h

(P(h’tk—l' yk—l)




Acotacion del error en Euler
e Sea el problema de valor inicial
y'=f(t,y) ast<b y(a)=«a

e El error de truncamiento global del método de Euler
viene acotado por

hM _a
|yk+1 _Wk+1| < I(e('[|<+1 )L _1)

M = sup (0
donde ast<b
L es la constante de Lipschitz de f (t,y) eny

e El error del problema perturbado viene acotado por

|Y('[k+1) — Wk+1 < %(hTM + %j(e(tm—a)L _1) n ge(tk+1—a)L

e El error no disminuye indefinidamente con el valor de h




Ejemplo de acotacion del error

e Acotacion del error del método de Euler para la EDO

y'=t(2y+1) 0<t<1 y(0)=1 —)y(t)z_%+%et2
e Error de truncamiento global con h=0.25

Vi —w | < Z—T(e(‘k“m -1)< O'ié'zge (e*-1)

M =sup|y"(t)|=sup|3e" (1+ 2t2)‘33e(1+ 2)

0<t<1 0<t<1

donde 5
— f t,y‘=2t32=L
‘631 (ty)

y'=2ty+t, 0=t <1 ; y(0)=1
4 T T T

t y w ly-w| cota,_ | [M
0.00 | 1.0000 | 1.0000 | 0.0000 | 0.000
0.25 | 1.0967 | 1.0000 | 0.0967 | 0.991¢
0.50 |1.4260 | 1.1875 | 0.2385 | 2.62%
0.75 | 2.1326 | 1.6094 | 0.5232 | 5.323¢
1.00 | 3.5774 | 2.4004 | 1.1770 | 9.769

ToF

AlWIN|FP|[O|X




Definiciones y tablas de Butcher

e Logran la exactitud del método sin necesidad de calcular derivadas.
e Expresion General

W, =«

s i-1
W, =W, +h> ¢k, ki:f(tm+pmh,wm+h2qi‘ij 1<m<n
i1 =1
Donde C,,P; € 4' son constantes elegidas de forma adecuada

e Expresion mediante tablas de Butcher

p, | O Explicitos p, g, o @ - g Implicitos
1 (Matriz estrictam. 2 3 n

P2 qi 02 triangular inferior) P2 | & G G 9;

P; |G O O Py |G O O Oy

N I S IR :

P |G O G O Py |G O O O
G ¢ G - G G ¢ G - G

0|0 1 1
1

W, =« W, =

w..,.=W +hk, 1<m<n W, =W +hk 1<m<n

k= f(t,,w,) kl—f (t, +h,w, +hk,)


http://en.wikipedia.org/wiki/Runge%E2%80%93Kutta_methods
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_Runge%E2%80%93Kutta_methods

Obtencion de los coeficientes

e Los coeficientes se obtienen, una vez seleccionado el nUmero
de términos, por comparacion con los métodos de Taylor

e EIlI meétodo con un solo término coincide con el de Euler

e Elmeétodo es consistente cuando  p =3"g* i=2,.n

e Para cada orden hay infinitas formas deseleccionar el valor
de los coeficientes (sistema no lineal indeterminado)

e Existe relacion entre el numero de evaluaciones por paso y el
menor error local que en los métodos explicitos viene dado
por(Butcher)

Evaluaciones (n) | 1-4 5-7 8-9 >10
Error local O(h") O(h1) O(h™2) | O(h™3)




Runge-Kutta explicito de orden 2

e Orden 2 I:l

1 1
C1+C2:1 C, P, =G0, =5

Heun

0]0 W,., =W, +3h(k +k,) =
111 04 k=f(t,w,)
Y% % k,=f(t, +hw, +hk)

Pto. Medio /

0|0 W, =W, +hk,

n+1

%1% 03 k=f(t,w)
0 1| k,=f(t,+3hw, +1hk)

predicho

R

3¥y) P.MEDI

y®

f(t;, RALSTON

Ralston:

AN

predicho

y@®

t(1) t(2)



Runge-Kutta habituales de orden superior

010 (W, =w, +th(k +4k, +k,) ® Orden 3
Hln 0] ke=f(tw)

11-1 2 0 k, =f(t,+ihw, +3hk)

% % K| k= f(t,+hw, —hk +2hk,)

010 w,, =w, +h(k +2k, + 2k, +k,) ® Orden4
% % 0 klzf(tn’wn)
%10 % 0 4 k,=f(t,+ihw, +1hk)
110 0 1 O Kk, =f(t,+1hw, +Lihk,)

%O KK K, =t (t, +how, +hk,)

010 W,,, =W, +&h(7k, +32k, +12k, +32k; + 7k;)
%l % o k, = f(t,,w,)
vy ¥ o k, = f(t, +1h,w, +1hk,) e Ordenb
%10 % 1 0 1 kg = f(t, +2hw, +2h(k +k,))
%% 00 % O ke = £ (t, +3h,w, +h(=3k, +k,))

1\ % % % % % 0

0 = e ks = f(t, +2hw, +h(£k +5k,))

ke = f(t, +h,w, +h(-2k +2k, + 2k, — 2k, + 2k, ))




Ejemplo (orden2): y=-Y o0<t<l y(0)=1-Y(t)=v1-t’
{WO:OL k=t w,)

w =w_ +h(ck +c,k,) 1<i<n k,=f(t_+phw_ +ghk)

e Heun
2 Wi

°+°25) —0.25 1+4(0.25)(0-0.25) = 0.9688

1+0
0.25)(~2581-0.5530) = 0.8674

k
0.25 (-
255) = 02581 (i8] = ~0.5530  0.9688+
(-
-

0.50

0.9688+0.25(-0.2581

0.8674+0.25(-0.5765

(
( : (

0.75 (- ) ~0.5765 S8 ) = ~1.0370 0.8674 +4(0.25)(~0.5765-1.0370) = 0.6657
( (

100 (-g)=-11266 (- qsilsst® ) = 2.6039 0.6657 +4(0.25)(~1.1266 - 2.6039) = 0.1994
° k1P unto medio K, W

0.25 0.25(-2 ) 0.25(—2:02505) — 01250 1+(0.25)(~0.1250) = 0.9688

050 0.25(-g485) = ~0.2581 0.25(— 5o 2588205 ) = ~0.4004 09688+ (0.25)(~0.4004) = 0.8686

075 0.25(~3%;) = —0.5756 0.25(— jyspeliid0s )~ —0.7845 0.8686 +(0.25)(-0.7845) = 0.6725

100 0.25(~%%) = ~1.1152  0.25(—5diss®s ) = ~1.6413 06725+ (0.25)(~1.6413) = 0.2622

° k!?alston K, W
0.25 (- 2—0) (~s5sary ) = -0.1875 1+1(0.25)(0+2(-0.1875)) = 0.9688
050 (—g%&;)=-0.2581 ( D )_—0.4754 0.9688+1(0.25)(—0.2581+ 2(—0.4754)) = 0.8680
0.75 (—5%%;)=-0.5760 ( TR ) =-0.9046 0.8680+1(0.25)(~0.5760 + 2(—0.9046)) = 0.6693
100 (~%%5) = ~1.1207 (-~ gamomismn) = 20419 0.6704+%(0.25)(~1.1207 + 2(-2.0419)) = 0.2355



» Mét. Runge-Kutta

Ejemplo (orden >2): y=-Y o0<t<l y(0)=1-Y(t)=v1-t’
K, K, Ky K, K K W,
0.0000 | -0.1250 | -0.2667 0.9681
-0.2582 | -0.4007 | -0.6008 0.8655
-0.5777 | -0.7879 | -1.2176 0.6594
-1.1375 | -1.6919 | -10.2283 -0.0962
0.0000 [ -0.1250 | -0.1270 | -0.2582 0.9682
-0.2582 | -0.4007 | -0.4084 | -0.5773 0.8669
-0.5774 | -0.7873 | -0.8142 | -1.1322 0.6613
-1.1341 | -1.6841 | -1.9410| -5.6797 0.0753
0.0000 | -0.0625 | -0.0626 | -0.1260| -0.1909 | -0.2582 0.9682
-0.2582 | -0.3282 | -0.3290 | -0.4045 | -0.4865 | -0.5775 0.8660
-0.5774 | -0.6778 | -0.6803 | -0.8006 | -0.9465 | -1.1353 0.6614
-1.1339 | -1.3758 | -1.3936 | -1.8041 | -2.6440 | -9.5117 0.0354

y Erks Erka Erke
0.9682 1.903x104 2.711x10% | 1.518x107
0.8660 5.524x104 1.706x10° | 6.660x107
0.6614 2.085x103 1.218x104 | 7.552x10
0.0000 9.621x102 7.531x102 | 3.539x1072




Ejemplo (graficas): y=-Y 0<t<l y(0)=1-Y(t)=+1-t’

y=th, 0=t =1 ; y(0)=1

09
0.8

0.7

y=th, 0=t =1 ; y(0)=1

12r

e

L]

0.8 09 1

Analitica
ol r'S RK3
o RK4
o RK, M
_02 | | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1

t




Runge Kutta implicitos

e Muy robustos
e Poco utilizados por plantear en cada paso un sistema de ecuaciones no

lineales

Euler retrasado (orden 1)

111{w, , =w_+hk 1<m<n
1k = f(t,+hw, +hk)

Lobato (orden 2)

00 0|Wh=W,+3h(k +k,)

11 7% % k1=f(tn,yn)
%2 7| ky=f(t,+hy, +ih(k +k,)) PR FAY.

Lobato (orden 4)

o

0O 0 O ’Wn+1=Wn+%h(k1+4k2+k3) %
Yoa Doa _%4< k, = f(tn’Wn) 1
% % K| k=f(t, +ihw, +%(5k +8k, —k;))
K% B k= f(t vhow, (K + 4k, k) 0

SN IENIINS

NN

KX N XK xlx x x
AN
X[® xR X Xlo oo

NN



Ejemplo (orden 1): y=-Y o0<t<l y(0)=1-Y(t)=v1-t’

e FEuler retrasado
- Planteamiento

W, =a W, =w+hk k =f(t_, +hw_+hk)

- Aplicacion
t,+h
wo=1 k= W, = w +hk,
W, +hk,
0+0.25
=0.25 =——————— >k =-0.2649 w, =1+(0.25)(-0.2649) = 0.9330
0.25+0.25 .
t, =0.50 =— -k R k =-15417 + 0.7894i
’ “ 0.9330+(0.25)k, = '
e Lobato

- Planteamiento
W, =a W, =w, +ih(k +k,) k="f(t,y,) k="f(t, +hy, +ih(k +k,))

- Aplicacion
t t_, +h
0 kl Wi_l 2 Wi_l +%h(k1 + kz) i i-1 2 ( 1 2)
=025 k=-2-0 k—-— 0%08 4 _ o583 w, = 0.9677
1 1+3(0.25)(0+k,)
t, =050 k =-0.2583 k,=— 0.25+0.25 >k, =-05794 w, = 0.8630
0.9677 +5(0.25)(~0.2583 + K, )
t,=075 k =-05794 k, =- 0-5+0.25 5k, =-1.1623 w, = 0.6453
0.8630+ (0.25)(~0.5794 + k, )
t,=1.00 k =-1.1623 k, = 0.75+0.25 3k, eR

©0.6453+1(0.25)(~1.1623+k,)




Runge Kutta adaptativos

e El tamafno de paso depende de la estimacion
del error de truncamiento local o,

e Algoritmo
— Obtener el valor de w,,, de dos formas diferentes
- Estimar a partir de ambas d,,

- Comparar 6., CON la tolerancia 6
® J_.,a > 0— Estimacion de w,,, invalida, modificar h 'y
repetir el proceso
® . < 0— Estimacion de w,,,, valida, modificar h y
calcular el nuevo término

e Seleccion de la tolerancia

— Error absoluto 6=¢

— Error relativo 6=¢ Y ¢ 44 dONde Yoecain =IYIFHINY|
e Obtencion de w

- RK del mismo orden con mitad de paso
— Combinar dos métodos RK de orden ny n+1




Adaptacion del tamano del paso

e Métodos
- RK mismo orden con semipaso (RK4)

Oactual :|72n (%)| 15h( 2n (4) ( ))
_. 15ho
\/|W2n (%) — W, (h)|

-~ Combinacién de RK de orden k 'y (k+1) I:I
| k+1

5actua| - z-n+1 n+1 n+1
g oh
=k
k+1 k
Wit = Wi

e Modificacion de h:
- La maodificacién viene dada por hnuevo - qhantiguo
- A efectos practicos, se imponen cotas superiores e inferiores al tamafio del
paso, asi como porcentajes maximos y minimos de variacion

q < Ah i h - h ) Ahmin hnuevo < hmin hnuevo = hmin

nuevo

Ah q < Ah h — qh <« hnuevo > hmax hnuevo = hmax

- min — nuevo

g>Ah_ h.. =h-Ah_  |w+h, . >b h_ =b-w

nuevo nuevo




Runge Kutta Adaptativos de orden bajo

e RK 1-2 (Euler-Heun)
(yn+1 = yn + kl

0|0

111 O Zn+1=yn+(%k1+%k2)
1 | Kk =hf(t.y,)
% 7 |k, =hf(t, +h,y, +k)

e RK 2-3 (Bogacki—Shampine)
rYn+1 - yn +(%kl +%k2 +§k3)

010
zZlr O Z+1=yn+(2_74k1+%k2+%k3+%k4)
%% % 0 | k=h(t.y)
1% % % 0| k,=hf(t,+3hy, +1k,)

%o%n oK k, = hf (t, +2h,y, +2k,)

Vo P T To| i (1, +hy, + 2K + 2Kk, +EK;)



http://en.wikipedia.org/wiki/Bogacki%E2%80%93Shampine_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Bogacki%E2%80%93Shampine_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Bogacki%E2%80%93Shampine_method

Runge Kutta Adaptativos de orden 4-5

Y Yy
3/8 3/32 9/32 Felhberg (minimiza el errror de RK4)
12/13| 1932/2197 -7200/2197  7296/2197
1|  439/216 -8 3680/513 -845/4104
Vs -8/27 2 -3544/2565 1859/4104 -11/40
= VIEERUNGEKUTEES 516 0 1408/2565  2197/4104 -1/5
16/135 0 6656/12825 28561/56430 -9/50  2/55
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40 Cash—Karp
3/5 3/10 -9/10 6/5
1 -11/54 5/2 -70/27 35/27
7/8| 1631/55296 175/512  575/13824 44275/110592  253/4096
2825/27648 0 18575/48384 13525/55296 277/14336 1/4
37/378 0 250/621 125/594 0 512/1771
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40 Dormand—Prince
a/5 44/45 56/15 32/9 (minimiza el error de RK5)
8/9| 19372/6561  -25360/2187 64448/6561 -212/729
1| 9017/3168 -355/33 46732/5247 49/176 -5103/18656
1 35/384 0 500/1113 125/192 -2187/6784 11/84
35/384 0 500/1113 125/192 -2187/6784 11/84
5179/57600 0  7571/16695 393/640 —-92097/339200 187/2100 1/40


http://en.wikipedia.org/wiki/Runge%E2%80%93Kutta%E2%80%93Fehlberg_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Dormand%E2%80%93Prince_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Dormand%E2%80%93Prince_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Dormand%E2%80%93Prince_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Cash%E2%80%93Karp_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Cash%E2%80%93Karp_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Cash%E2%80%93Karp_method

Adaptacion del tamano del paso: Ejemplo 1

e Runge Kutta de orden 4
- Estimacion del error

5actua| = |2-2n (%)| ~ 15Lh(W2n (%) - Wﬂ (h))

— Error de truncamiento local: 0.005

y’=—%/ 0<t<l y(0)=1-Y(t)=v1-t*

- Paso maximo, minimo e inicial: 0.5,0.001 y 0.25
- Factor de incremento y decremento del paso: 1.25y 0.75

Warning: Alcanzado el valor

o del paso

Tiempo h w(h/2) w(h) delta
0.0000E+000 2.5000E-001 9.6825E-001 9.6824E-001 6.7509E-007
2.5000E-001 3.1250E-001 8.2679E-001 8.2675E-001 1.0205E-005
5.6250E-001 3.9063E-001 3.0130E-001 2.9922E-001 3.5360E-004
9.5313E-001 4.6875E-002 1.2798E-002 2.6336E-002 1.9253E-002
9.5313E-001 3.5156E-002 1.5003E-001 1.4982E-001 [4.0881E—004]
9.8828E-001 1.1719E-002 2.0621E-002 -6.7033E-004 1.1350E-001
9.8828E-001 8.7891E-003 7.1107E-002 7.0990E-002 [8.8438E—004]
9.9707E-001 2.9297E-003 1.4752E-002 -2.5657E-001 6.1741E+000
9.9707E-001 2.1973E-003 2.5827E-002 2.5768E-002 [1.7730E—003]
9.9927E-001 7.3242E-004 2.1298E-002 4 .3152E-002 1.9893E+000



Adaptacion del tamano del paso: Ejemplo 2

e Runge-Kutta-Fehlberg: RK5 — RK4
Estimacion del error

0,

actual —

n+1

| n+l

n+1

Error de truncamlento local: 0.005

Paso maximo, minimo e inicial: 0.5,0.001 y 0.25

Factor de incremento y decremento del paso: 1.25y 0.75

O VW VWV VWV V YV VWV U1 b O

Tiempo

.0000E+000
.5000E-001
.6250E-001
.5313E-001
.5313E-001
.8828E-001
.8828E-001
.9707E-001
.9707E-001
.9927E-001
Warning: Alcanzado el valor

N NdM oo R Wd wWwwbd

h

.5000E-001
.1250E-001
.9063E-001
.6875E-002
.5156E-002
.1719E-002
.7891E-003
.9297E-003
.1973E-003
7.

3242E-004

N R D W oo

w

w5 (h)

.6825E-001
.2680E-001
.0194E-001
.7866E-002
.5137E-001
.5700E-003
.3901E-002
.5090E-002
.2772E-002
.0766E-001
del paso

w4 (h)

.6825E-001
.2680E-001
.0167E-001
.7414E-002
.5137E-001
.3305E-003
.3901E-002
.4923E-002
.2770E-002
.1234E-001

delta

.0317E-007
.5413E-006
.9758E-004

.6444E-003

o

.1537E-005 |

.0436E-002

o

.1025E-005 |

.6798E-002

o

.4326E-004 |

oot EFINW(fO(oy © N

.3835E+000



Fundamentos

W, =W + j:"” P(t)dt donde P(t) es un polinomio de interpolacion

Un método multipaso de paso m (con m>1) para resolver la EDO
anterior es aquel cuya ecuacion en diferencias para obtener la
aprOX|maC|on ent.,, se puede representar mediante

Wi ZakW.+1 k+th f( (i+1)-k* Wii+1)—k )

donde fo's valores a,*¥’b, son constantes y se dispone de los valores
iniciales w,.

Si by,=0 se denomlna explicito: el siguiente término se calcula
dlrectamente (Adams-Bashford)

Si by=0 se denomina implicito: es necesario resolver una ecuacion
no I|neal para obtener la aproximacion (Adams-Moulton)

Inconvenientes:
- Necesita valores iniciales que deben obtenerse mediante otros métodos
- Existen dificultades cuando se plantea con paso variable (se deben
recalcular los pasos anteriores)
- Problemas de convergencia en los métodos implicitos




Obtencion de métodos (I)

e Adams Bashford (explicitas o abiertas)
Wi =Wy + Ln"*l P(t)dt con Pm—l (t) < {t(i+1)—k’ f (t(i+1)—k ’W(i+1)—k )}

F(Ly(t) =P, (t)+ f(m)(i;f’ (é))(t —t)(t=t) o (t=t. )

- El método de Adaams Bashford con paso coincide
con metodo de Euler

e Adams Moulton (implicitas o cerradas)

thaa "
Wn+1=Wn+Ln P(t)dt con Pm—l(t)‘—{t(nl)—k’f(t<i+1)—k""’(i+1)—k)}k=o

f (t, y(t)) =P (t) + f(m+1)n(1§-:-,1yfé )) (t _ti+1)(t =t )(t _ti—l)'”(t _ti+1—m)

e El error de truncamiento local de un método
multipaso
W, = gakw(i+1)_k + th:;bk f (t(i+1)_k,w(i+1)_k)
viene dado por
V()= 28y ()

Ti+1(h) = h + kz—c;bk f (t(i+1)—k » Weisa)« )

k=1




» Mét. Multipaso*

Obtencion de métodos (I1)

e Adams Bashford de n pasos

. :W+ih{55f(t. W) =59 (t,,
9f(|3’ |3)

W, ,)+37f (tiz,wiz)}

n | Formula 7.4 (h)

2 | W, =w +2h[3f (t,w)— f(t_.w,)] Sh*y" (u)
3 [ W, =w +5h[23f (t,w)—16F (t_,,w_,) +5F (t_,,W_,)] 2h°y" ()
: 2y (1)

S R {lgmf(t'w) 27741 (6.1, wi;) + 26161 (1, 2)} Zh°y" (u)
T 10741 (¢ ,3)+251f( W)

e Adams Moulton de n pasos

n | Formula 5ia(h)

1| Wy =w +2h] f(t,,w,)+f(tw)] Zhy"(u)

2 | Wiy =W+ h[5F (6w )+ 81 (6,w) = F (0w L0y ()

3 [ Wiy =W+ OF (W, ) +19F (t,w) =5F (t,w )+ F(t,W,) | | Z2hty' ()

= 251F (t,.,,W,,, )+ 646 f (t, ) — 264 (t,_,,w,_,)+

_ 1
Vvi+1_vvi +ﬁoh

106 (t,_,,W_,) —19F (t,_5,Wi_;)

wny" (1)




Ejemplo multipaso y=-Y, 0<t<l y(0)=1->Y(t)=+1-t’

e Se utiliza Runge Kutta de orden 4 para arrancar el método y se toma h=0.25
w, =1 WRK4 0.9682

e Adams Bashford de 2 pasos
W, =W, +2h[3f (t,w)— f(t),w,)]=0.9682+10.25[ 32 — 2| =0.8714

0.9682

W, =W, +1h[3f (t,,w,)— f(t,w)]=0.8714+10.25[ 352 — -2 ]=0.6885

0.8714  0.9682

W, =W, +1h[3f (t,,w,) - f(t,,w,)]=0.6885+10.25[ 354 — -85 1=0.3518

0.6885 0.8714
e Adams Moulton de 1 paso W, ; =W, +3 h[f LW )+ (ti,Wi)]

W, =1+40.25[ 02+ 2 [ > w =1+0.125-0% = w, = 0.9677{ 0.0322}

w, =0.9677+10.25 _—05 + (;362757] 0.9677 + 0.125(%5 - 0.2583) = w, = 0.8630{0.0724}

W, = 0.8630+50.25] 215 + -85 | = 0.8630 +0.125( L — 0.5794) = w, = 0.6453{0.1452}
w, = 0.6453 + %0.25%0 + 525 | = 0.6453+0.125( =12 - 0.1623) = w, = {0.25+0.25i}

e Adams Moulton de 2 pasos Wi, =W, +1; h[5f (t, W) +8F (t,w)— f(ti-wWi-l)]
w, = w " =0.9682

W, =0.9682+ £0.25[ 505 + 8325 — 2990 | = 0.9682 + 0.0208 -2 — 2.0656) = w, = 0.8650{0.0602}

W, = 0.8650 + 5 0.25 5012 1 8 .05, — 5825 | = 0.8650 + 0.0208( <22 — 4.3661) = w; = 0.6547 {0.1193)
W, =0.6547 + £0.25] 510 + 8 58L5 — 05 | = 0.6547 +0.0208( =32 - 8.5862) = w, = {0.2379+0.2181}




Predictor corrector

e Los métodos implicitos no se plantean directamente debido a sus
dificultades.
e Se usan para mejorar los resultados obtenidos por un método
explicito
- Explicito: predictor
- Implicito: corrector
e Ejemplo: predictor corrector de 2° orden (truncamiento local h?) con
h=0.25

y’:—%, 0<t<l y(0)=1-Y(t)=+1-t

predictor W, =w, +1h[3f (t,w,)— f (t_,w_)]

corrector W, —W+1h[f oy |+1)+f(ti’wi)]

w, =w " * =0.9682
w} =0.9682+10.25[ 3522 — 2= 0.8714 =0.9682 +£0.25[ 2%, + -0& | = 0.8642

0.9682 0. 8714 0.9677

w) =0.8642+10.25[ 3520 — =0 10,6796 w; =0.8642+ 1 : 10.25] 7225 + 25| = 0.6540

0.8642 0.9682 0. 6796 0.8642

w} =0.6540+10.25[ 3525 — =050 1-0.29062 W = 0.6540 + 4 : 10.25] 72 + c22 | = 0.0886

0.6540  0.8642 0. 2962 0.6540




Representacion

y'=th, 0=t =1 ; y(0)=1

14
L4
09
0.8+
0.7+
0.6
=05
0.4
03+ Analitica
'Y A—IVI1
02+ * AM,
'Y A—B1
01 o ABM,
0 | | | | | | | | |




» Mét. Euler y Taylor
» Mét. Runge-Kutta
» Mét. Multipaso*

Ejemplo: Comparativa (1)

t,=0.00 |t,=0.25 | t,=0.50 | t,=0.75 | t,=1.00
Exacta 1.0000 | 0.9682 |0.8660 | 0.6614 | 0.0000
Taylor (1) 1.0000 | 1.0000 |0.9375 | 0.8042 | 0.5710
Taylor (2) 1.0000 | 0.9688 |0.8698 | 0.6783 | 0.2995
Taylor (3) 1.0000 |0.9688 | 0.8675 | 0.6675 | 0.2361
Taylor (4) 1.0000 |0.9683 |0.8662 | 0.6631 | 0.1990
R-K (2) Euler 1.0000 | 0.9688 |0.8674 | 0.6657 | 0.1994
R-K (2) PMedio | 1.0000 | 0.9688 |0.8682 | 0.6725 | 0.2622
R-K (2) Heun 1.0000 |0.9688 | 0.8682 | 0.6704 | 0.2453
R-K (3) 1.0000 |0.9681 | 0.8655 | 0.6594 | -0.0962
R-K (4) 1.0000 |0.9682 | 0.8660 | 0.6613 | 0.0753
R-K (5) 1.0000 | 0.9682 |0.8660 | 0.6614 | 0.0354
A-Bashford (2) | 1.0000 |0.9682 | 0.8714 | 0.6885 | 0.3518
A-Moulton (1) 1.0000 | 0.9677 |0.8630 | 0.6453 | ?
A-Moulton (2) 1.0000 | 0.9682 | 0.8650 | 0.6547 | ?
A-B(2)-M(1) 1.0000 |0.9682 | 0.8642 | 0.6540 | 0.0886




Ejemplo: Comparativa de errores(11)

Taylor

T30
T, (h)

0.8

Runge-Kutta (2)

- RK2 (Euler M.)
- RK2 (P.Medio)
S RK2 (Heun)

0.4 0.6 0.8 1
Adams
_____________________________________ A—Mz-B1 i




Fundamento

y'=f(ty) ast<b
y(a)=«a

¢, Qué condicion debe cumplir para que el método de
Euler sea estable? ¢ Y convergente?

e Dadala EDO {

Sistema rigido es aquel cuya solucion combina
componentes con variacion muy rapida (habitualmente
transitorios), con otros de variacion lenta (que
determinan el régimen permanente).

e Los fendmenos transitorios pueden determinar el
tamano del paso para toda la solucion
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Instrucciones
Vaélidas en Matlab (M), Octave (O) o ambos (B)

O | daspk Solve differential-algebraic equation using Petzold's solver
O | dassl Solve differential-algebraic equation using Petzold's solver with
with constraints (stopping conditions)
dasrt Solve differential-algebraic equation using Petzold's solver with
with functional stopping criteria (root solving).
decic Compute consistent initial conditions for odel5
Ideval Evaluate solution of differential equation problem
Isode solve ODEs using Hindmarsh's solver
odel5i Solve fully implicit differential equations, variable order method
odeXX, Solve initial value problems for ordinary differential equations using
odeXXs, differents solvers.
odeXXt, ode23, ode45, odell3, odel5s, ode23s, ode23t, ode23tb
odeXXtb
odefile Define differential equation problem for ordinary differential
equation solvers
odeget Ordinary differential equation options parameters
odeset Create or alter options structure for ordinary differential equation
solvers
odextend | Extend solution of initial value problem for ordinary differential

equation




Anexos

e Demostraciones y desarrollos




Runge Kutta de Orden 2

e La expresion del metodo de orden 2 viene dada por I:l
Yoo = Yo +he(ht,,y,) donde g(ht,,y,)=ck +cxk,
k =hf (t,.,)
k, =hf (t, +ah,y, + k)=

={f +L(ahf + Bl f, )+ L(a’h*f, + 2ah Bk, f, + B2k T, )+ o(h*)} =
={f +&(ahf, + Bff, )+ £(a*h*f, + 20p0° ff, + p°h° 11, ) +o(n?)} =
= f+h(af +Bff)+h (2, +apff, +1°1°F )+o(h?)

You = Yo +(C, +C,)hf +c2{h2(aft+ﬂﬁ‘y)+ h3(%a2fn+aﬂffty+§/32f2fyy)+o(h3)}
e Comparando con el desarrollo de Taylor

Yo,y Ya e Y (8) he o Y'(E) h?
yn+1=yn+hF+hZE+h3T=yn+hf?f +h3T—yn+hf +?{ft+fyf}+0(h3)

e Igualando coeficientes se obtiene
c,+¢,=1 c,a=CpB=3

Hfr2h, F 0, 12 R (1) T o=cy(boff, +apff, +3p2121,)?

e Familia de soluciones dependientes de un parametro: Heun,
Punto medio, Ralston

1

CZZE:{C’l:%’a:B:l} yn+1:yn+%(k1+k2) klzhf(tn’yn) k2:hf(tn+h’yn+k1)
c,=1={c,=0,a=P=2} Vy,..=VY,+k k =hf(t,.y,) k,=hf(t,+3hy, +1k)
CZZ%:{QZ%’GZB:%} yn+1:yn+(%kl+%k2) klzhf(tn’yn) k2:hf(tn+%h’yn+%kl)




Paso variable: Runge Kutta orden 4

e Estimacioén del error
W, (1) =W, + g, (t, 1, W, ,,h) + O(h*)

n

h
W2n—1% :Wn—1+h4 n-1? nl/ +O/ ;
(%) 4t )+0(%°) 1))
WZ" (%) :Wgn—l + h¢4( n-1 +41W2n_1,4)+0(%4) TZn (A) - h

e Hipotesis: parte principal del error
cé(h) =i+ ofn) y(t,)—w,(h)=hr, (h)=ch®+o(h*)
y(t,) =W, (%) = hTzn =cih®+o(h’)
w,, (%)-w,(h)=ch®(1-%)+o(h*)=cih®~ E(WZn(%)—Wn(h))

‘ y(t) =W (%2)| (W, (%) —w, (h))

Ton (%)| =

h




Paso variable: Runge Kutta Fehlberg

e Estimacion del error f y(t,,)-w'
W,,, =W, + hg, (t, ,Wn,h)+0(h4) Tn+1(h)—

+1
h
—
Wy, =W, +hd; (t,,w,,h)+0(h*) s (h)= V(b)) =W,
n+1 - h

T

“

T:+1(h)=%(y(tn+1)iwr?+1_wr‘11+l) n+1(h)+ ( n+1 W:+1)z%(W§+1—W:+1)
e Hipotesis: parte principal del error

:+1(h) = Ch4 + 0<h4) - T:+1(qh) ~ C(qh)4 = q42':+1(h) ~ q4 %(Wr?ﬂ _W:+1)

T

e Calculo del nuevo tamano del paso

<d—>(Q< __oh
\ Wr?+1_Wr‘11+1

4

W

n+1

—W,

1
h n+1l

q




