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Derivacion e Integracion
Numerica

2 Teoria+1 Practicas+2 Laboratorio
MATLAB

Tmas phasicos de Calculo —
Desarrollos de Taylor — Sistemas
lineales —



Descripcion del problema

e Evaluacion de la derivada en un punto o de la
integral de una funcién en un intervalo a partir

de los valores de la funcion
- Funcion muy compleja (dificil de calcular su integral)
-~ No se conoce la funcion sino solo sus valores en
algunos puntos
- No existe la primitiva de la funcion

e Formulas de derivacion e integracion
numerica

0 at(n) [ (s Yaf (x)

— Obtencidon de los valores de los coeficientes
— Determinacion del error cometido




Ejemplo

e Evaluacion de la derivada en un punto o de la
integral de una funcién en un intervalo a partir

de los valores de la funcion
- Funcion muy compleja (dificil de calcular su integral)
-~ No se conoce la funcion sino solo sus valores en
algunos puntos
- No existe la primitiva de la funcion

e Formulas de derivacion e integracion
numerica

0 at(n) [ (s Yaf (x)

— Obtencidon de los valores de los coeficientes
— Determinacion del error cometido




»Objetivos

Conocer las diferentes formas de obtener las formulas

numericas
- Interpolacion
- Coeficientes indeterminados
-~ Desarrollo de Taylor o polinomios ortogonales

Aprender a obtener el error de la féormulas
Reconocer las ventajas de las formulas centradas

Aprender la motivacion de la extrapolacion de
Richardson

Comprender que el error en la derivacion numeérica
depende no solo de la formula numérica y de la funcion
a derivar sino del punto en gque se calcula y del valor de
espaciado h.

Entender cOmo se aplica el algoritmo de integracion de
Romberg.

Entender la diferencia fundamental entre las féormulas de
Newton-Cotes y la cuadratura gausiana.

Comprender el funcionamiento de la integracion
adaptativa

Aplicar las reglas a integrales impropias o multiples




Planteamiento y definiciones

e Formulas de derivacion numérica

n

f’(a)=§:ai f(x)+error - f'(a)~ Y a f (x)

i=0

e Formulas de integraciéon numérica
I: f(x)dx=> o f(x)+error > j: f(x)dx~ > e f(x)
1=0 i=0

e Procedimiento
- Obtencién de los valores de los coeficientes
- Determinacién o acotacion del error cometido
e FError
- Una formula es de orden n cuando es exacta para polinomios de grado menor
o igual que n

f(x)=x“k=0,1---n=error =0

- El error de truncamiento de la formula es

O(h):lim= =cte o(h*): lim=m =0

h—0 hk h—0 hk

- Se denomina parte principal del error de truncamiento al infinitésimo de menor
orden

error :@+ k,h® +k,h®




Ejemplo

e La siguiente féormula de derivacion es de orden 1y con
error de truncamiento O(h)

fa+h)-f(a) (&)

f'(a)= . _ 2 =RN(h)+0(h)
f(x)=1 f(x)=x f(x)=x’
0:%[1_1] 1:%[(a+h)—(a)] 2a¢%[(a+h)z—(a)2]=2a+h
(&
im &0 — iy Q) RN 2(! )h:_f(z)(ﬁo)
h>0 h h—0 h h—0 h 2!

e La siguiente féormula de integracion es de orden 1y con
error de truncamiento O(h3)

24

f(x)dx=f(22)(b-a)+ f"()%h° =RN(h)+0(h?)

f(x)=1 f(x)=x f(x)=x?
(b-a)=1(b-a) 4(b*-a’)=22(b-a) 4(b’-a’)= (%) (b-a)=4(b'-a’)-3%
b
error L f(x)dx-RN(h —f"(n)4h° )
h—0 :h—>0 3 :Ll_rf(} 324 - 2_14f (77)



Obtencion de las formulas: Derivacion

e Formulas de tipo interpolatorio
—- Derivando los polinomios de interpolacion (habitualmente con
puntos equiespaciados)

f(x)=P,(x)+E,(x)—> f'(x)=P/(x)+E.(x)

e Métodos de desarrollo de Taylor
— Desarrollando por Taylor en torno al punto de derivacion y
eliminando los términos no deseados
! h 4 hz ! _ 1 " h
f(a+h)="f(a)+f (a)ﬂ+ f (5)5% f (a)_ﬁ[f (a+h)-f(a)]-f (5)E

e Metodo de coeficientes indeterminados
- Plantean un sistema de ecuaciones, dependiendo del orden de la
formula, cuya resolucion permite obtener los coeficientes

f(x)=x k=12 f’(a)=§aif(xi)




Obtencion de las formulas: Integracion

e Fdérmulas de Newton-Cotes
- Integrando los polinomios de interpolacion (habitualmente con
puntos equiespaciados)

f(x)=P,(x)+E, (x) = [ f(x)dx =[P, (x)dx+ [ E, (x)dx

e Fdérmulas de cuadratura gausiana
- Utilizando las raices de polinomios ortogonales como puntos de
interpolacion (Dependen del intervalo y de la funcién)

Ib f(x)dx = Lb Pyt (X)dx +error = Lb R, (x)dx+error

a

e Metodo de coeficientes indeterminados
- Plantean un sistema de ecuaciones, dependiendo del orden de la
férmula, cuya resolucién permite obtener los coeficientes

f(x)=x",k=1,2---:I:f(x)dx=§aif(xi)




Formulas de tipo interpolatorio

e Se definen por el nimero de puntos del polinomio de interpolacion
e Las formulas genéricas se toman para puntos equiespaciados, aunque su
método de obtencidn es valido para cualesquiera puntos

n (n+1) n
() =R (x) . ()= 3 ()L (1) + ST (x =)

(N+1)! o
F(x) = P/ (x)+e(x) > (x) = <-E, (X
° AcotaC|on del error

(0=, (x dx(f”“ [T0x) |-

(n+1) n (n+1) n
“(n +1)! dx H(X_xkhf(—(gf)ir‘:(x_xk)

- No es posible la acotacion para cualquier valor de x
- Se acota en uno de los puntos de interpolacion

el X =% ” Xi — X
(%) (n+1)! H( )

k=i




Derivadas primeras (2 y 3)
o ? puntos

- Eqwespamados

X, +h)—f(x ®
(%) =% hg flx) f 2(!(50)h

e 3 puntos

- Equiespaciados
1

)= 3 0a) e 21 Goe) = £ (20

®)
f (§O)h2
3



Derivadas primeras: (4y 5)

e 4 puntos

/(%)= o (<101 (3) +187 (x, +h) =91 (3, + 20) + 2F (5, + 3h) - f(“)fo)

f (4) (51) h3
12

hS

(%)== (-2F (% =N)=3F (%) +6 (x+h)— f (x,+ 2h))+

e 5 puntos

f’(xo)=%(—25f (%) +48f (X, +h) =36 (x,+2n)+16f (x,+3h)—3f (X, +4h))+

5
%(—6f(x1—h)—20f(x1)+36f(x1+h)——12f(x1+2h)+2f(xl+3h))—
(&) e

£ (5 gl)
20

£/(%,) = (£ (X, ~2h) ~8F (x, ~h)+ 8 (x, + h)— f (x, +2h))+

f'(x)=

h




Aplicacion: f(x)=cos(x), calcular f'(n/4) tomando
h=0.5y h=0.1

f'(2)=-sin(%)~-0.7071

4

Pts | h=0.5 h=0.1
2 | cos(5+08)—cos(3) oo -0.7413
0.5
3 %(—%cos(%)+2c03(§+0.5)—%cos(§ +1))=—0.7822 0.7096
%(cos(% +0.5)—cos(%—0.5)) ~ -0.6780 -0.7059
4 %(—11005(%) +18c0s(% +0.5)—9cos(Z +1.0) + 2c0s(Z +1.5)) -0.7070

~—0.7015

%(—Zcos(% ~0.5)-3cos(%)+6cos(Z +0.5)—cos(2+1)) ~-0.7127 | -0.7072

5 1(—25c0s(%)+48cos(% +0.5)—36c0s(Z +1)+ 0.6051 -0.7071
6 16cos( % +1.5)—3cos (£ +2) S
1 —6cos(Z - 0.5) - 20cos(Z) +36c0s (£ +0.5) - - 07099 -0.7071
12| —cos(£ +1)+2cos(Z +1.5)
-0.7071

1{ f cos(Z —1)—8cos(Z —0.5) +

= ~ —0.7057
8cos(Z+0.5)—cos(Z+1) J

6




Derivadas orden superior: Taylor

e Fdrmulas interpolatorias: acotacion del error
d2

d2 f(n+l) §X n 1 d2f(ﬂ+1) fx n
e(x)_WE”(X)ZdXZL (n+(1)!)g(x_xk)}=(n+1)! dxz( )k_o(x—xk)+
1 df(n+1)(§x) d f(n+1)(§x) dz n
+2(n+1)! dx d (n+1)! dng(x_xk)

- j No se anula en los puntos de interpolacion !

e Taylor:
- Plantea la obtencion de las derivadas de cualquier orden en un punto
a partir del desarrollo de Taylor de la funcion en otros puntos
proximos
e Proceso:
— Desarrollar en serie en los puntos conocidos en torno al valor
deseado
-~ Combinar las expresiones anteriores, anulando todos los términos
posibles
— Obtener la expresion final de la formula y el error (cuando sea
posible)




Taylor para derivadas primeras y segundas

e Obtener, utilizando el desarrollamos en serie de Taylor, una férmula
numérica para calcular f(a) y f'(a) a partir de los valores de f(x) en {a-
h,a,a+h}

f(a+h)=f(a)+hf'(a)+Lh*f"(a)+&h*f"(a)+---Lh"f (&) (1)
f(a-h)=f(a)+hf'(a)+&h*f"(a)+&h*f"(a)+---4(-h)" F" (&) ()
- Combinamos los desarrollos: a(l)+p(ll) y anulamos los términos no deseados
h:  af(a+h)+Bf(a=h)-(a+p)f(a)
' f'(a)(a-p)
h*:  Zf"(a)(a+p)
h**: (2k1—1)! e (a)(a o ,B)
h*: L% (a)(a+p)

2k!

- Derivada 12: anula términos en h? (a.=-)

af(a+h)-af(a-h)=2af'(a)h+adh®(f"(&)+1"(5)) -~
> f'(a)=4(f (a+h)-f(a—h))=2h’f"(£)

- Derivada 22: anula términos en h (a=p)
af(ath)+af(a-h)-2af(a)=af’(a)h* +aih(f*(&)+ " (&) -
> £7(a)=&(f (a+h)+ f (a=h)—2f (a))-&h*F" (&)

- Derivada 32: No tiene sentido




Derivadas de orden superior (2)

e Derivada segunda
- Laterales 1

f”(xo):F(f (%)—2f(x)+9f(x,))+O(h)

(%) =25(2 (1) -51 (x)+4f ()~ f (x))+O(n*)

- Centradas

£7(%) = (F (x2)=2f (%) + f (x))+ O (h")

14 1
(%)= o (—f(x,)+16f (x,)—30f (x,)+16f (x ) f (xz))+0(h4)
e Ejemplo
- f(x)=cos(x), calcular la derivada segunda en n/4 tomando h=0.5y h=0.1
f"(%£)=-cos(%)~-0.7071

Pts | Cent. | h=0.5 h=0.1

3 | No 1 - COS(E]— 2cos(£+0.5]+9c05(Z +1D ~-0.2757 -0.6325
0.5 4 4 4

3 Si L 5| COS (E —0.5] —2cos (zj +Cos (1 + O.SD ~—0.6925 -0.7065
0.5 4 4 4

4 No L ~| 2cos (Z) —SCOS(E + 0.5] +4cos (1 +1) —cos(z +1.5D ~—0.7600 0.7128
0.5 4 4 4 4

5 |Si %(—cos(%—1)+16003(%—0.5)—30cos(%)+16003(%+0.5)—cos(%+1))z -0.7071
~ —0.7066




Derivadas de orden superior (3)

e Derivada tercera

- Laterales
(%) = 5(=F () 431 (x)-3f () + f (1)) + O(h)
(%) = o5 (=51 (x,) +181 (1)~ 24F (x,) +14 (x) -3 (x,))+O (")
- Centradas

(%) = 55 (- (x2)+ 21 (x,)-2F (%) + F (x,)) +O(1")

() = ooz ((x5) -8 (1) +13F (x,)-131 (x)+8F (x,)- f (x5))+ O(h)

e Ejemplo
- f(x)=cos(x), calcular la derivada tercera en n/4 tomando h=0.5y h=0.1
f”(%)=sin(£)~0.7071

Pts | Cent. | h=0.5 0.1

4 No %(—COS(EJ+3COS(£+0.5)—3C05(£+1]+COS(£ +15\J] ~0.9686 0.8038

5 No 0152 (~5cos(%)+18cos(4+0.5)—24cos(4+1)+14cos(£+15)—3cos(5+2)) | 07211
~1.1217

5 Si iz —cos(f—1j+2cos(f—0.5)—Zcos(£+o_5)+cos(£+1J ~0.6640 0.7053
0.5 4 4 4 4

0.7046 0.7071
1\ —13cos(% +0.5) +8cos(Z +1) - +8cos (£ +1) o

7 |si 1[cos(%1.5)8cos(§1)+13cos(§0.5)




Derivadas de orden superior (4)

Derivada cuarta
- Laterales

(%) =2 ( ()41 () +6 (1)~ 4(x) + £ (x,)) + O(h)

fiv(xo)zh—lll(Bf (%) =141 (x)+26f (x,)—24F (x,)+11f (x,) -2 (x;))+O(h?)
- Centradas

() = () - 41 () +61 ()4 (%) + F (x,)) + O(1)

iv 1
f (Xo)zw

Ejemplo
- f(x)=cos(x), calcular la derivada cuarta en n/4 tomando h=0.5y h=0.1
f"(%)=cos(%)~0.7071

(—f(x4)+12f (x,)=39F (x,)+56F (%) —-39F (x)+12f (x,)- f(x,))+O(h")

Pts | Cent. | h=0.5 h=0.1
5 No O—;(cos(f) —4c0s(% +0.5) + 6¢0s(% +1) - 4cos(% +1.5) +cos(£ +2)) ~ -0.2042 0.5516
5 |S -%(cos(%—1)—4cos(§—0.5)+6cos(%)—4cos(%+O.5)+cos(% +1)) ~0.6782 0.7059
6 No '1 3cos(%)—14cos(4 +0.5)+26cos(5 +1)— 0.7223
— ~0.6443 :
0.5"| —24cos(£+1.5)+11cos(Z+1)—2cos(Z +1.5)
7 0.7071

Si g [—cos(% ~1.5)+12cos(% —1)—39cos(% —0.5)+56c0s(%) -

S ~0.7059
3| —39c0s(% +0.5)+12cos(Z +1)—cos(% +1.5) J




El método de Coeficientes Indeterminados

Fija los puntos de la formula

Parte de una relacion de coeficientes
Plantea un sistema para que la formula sea
exacta para el mayor orden posible (grado
del polinomio)

Obtiene el orden del error
f(x)=1 0= .n o,
f(x)=x 1=§o:aixi
f,(a)zgaif(xi)_)< f(X)ZXZ ZaZZn:ai(Xi)z




Ejemplo de obtencion por coef. Indet.

e Calcular f’(a) a partir del valor de f(x) en {a-h,a,a+h}
- Sistema
f(x)

f"(a)~a,f(a—h)+a,f(a)+a,f(a+h)—>1 f(X)

f(x)=x* 2= (a-h) +a,(a) +as(a+h)’

1 O=agl+al+al
x O=a(a-h)+a,(a)+as(a+h)

— Solucion .

1 1 1 )(e) (0O |& = M
(a—h) (a) (a+h) [%}:{O}—M a2=_%2:>
(a-h) (a)" (a+h) )\a) (2

= f”(a)z%[f(a—h)—Zf(aﬁf(a+h)]

- ¢0rden?
f(x)=x 6a=[(a-hy —2(a)’ +(a+h)]

h2

f(x)=x* 12a2¢%[(a—h)4—2(a)4+(a+h)4}:12a2+2h2




Extrapolacion de Richardson:
obtencion de formulas de mayor orden

Sea M un valor exacto y Ny(h) la formula numérica que lo aproxima
dependiendo del parametro h, pudiéndose expresar como

M =N, (h)+kh+kh?+kh®+-kh"+---=Ny(h)+O(h) (I)

Donde los coeficientes son constantes. Aplicandola para %zh, se tiene
M =Ny (Lh)+k 2h+k, (3h) +kg (Lh) +-k, (3h) +-- (1)

y anulando entre ambas expresiones los términos en h: 2(1)-(1),

M =[2N, (%h) =N, (h)]+h%k, [(%)2 —1J+ k,h? [(%)2 —1}+---knh“ [(%)” —1}+---

=N, (h)+kh® +k,h® +--k h" 4= N, (h) +O(h?)

se consigue aumentar la precision de la formula. Repitiendo el proceso para
anular h?:

M :LPN{D)_ |\|1(|~,)}r [(%)_1] k3h3+...mknh“ 4.
4-1 2 4-1 4-1
=N, (h)+kh® +---kh"+--=N,(h)+0(h’) (V)
Y por induccion se llega a
M =N, (h)+0(h™) donde

-y g

2" -1




Ejemplo
Dada la formula de derivacion numérica

f'(a)= f(a+h3_f(a)+klh+k2h2+k3h3+---knh”+---=No(h)+0(h) (1

Aplicar la extrapolacion de Richardson, tomado f(x)=cos(x) para calcular
f(n/4) tomando h=0.5. Compararla con la solucion exacta: -0.7071

En este caso h
Nn—l(zj - Nn—l(h)

M =N, (h)+0(h"*) donde N, (h)= Nn_l(gj+ =
h No(h) N, (h) Na(h) Na(h) N4(h)
0.5 -0.8511
0.25 -0.7877 -0.7243
0.125 -0.7494 -0.7111 -0.7067
0.0625 -0.7287 -0.7081 -0.7071 -0.7071
0.03125 -0.7180 -0.7073 -0.7071 -0.7071 -0.7071




Obtencion de formulas de mayor orden

eNOTA: Si la formula fuera
M =N, (h)+kh? +kh* +khn®+--k " +..= N, (h)+O(h*) (1)
eEste proceso generaria la relacion

M =N, (h)+0(h**) donde

4nNn_1(2)—Nn_1(h) " Nn_l(gj—Nn_l(h)

N, (h)= =an(_j+
4" —1 2 4" -1
- Aplicar al ejemplo anterior tomando

f(a+h)-f(a-h
f'(a)= ( )2h ( )+k1h2+k2h4+k3h6+---knh2"+---:No(h)+0(h2) (1)
h No(h) N, (h) N,(h) N3(h) N,(h)
0.5 -0.6780
0.25 -0.6998 -0.7070
0.125 -0.7053 -0.7071 -0.7072
0.0625 -0.7066 -0.7071 -0.7071 -0.7071
0.03125 -0.7070 -0.7071 -0.7071 -0.7071 -0.7071




Inestabilidad numérica de la derivacion

Partiendo de la férmula de derivacion numérica

f’(a)=N(a,h)—%-f”'(§) con N(a,h):f(a+h)2fhf(a_h)

pero al operar con aritmética finita, se evalla
N (ah)= f (a+h)2—hf (a—h) ~ f (a+h)+512—hf (a—h)+e,

donde |g||e,|<e

siendo ¢ el error de representacion del ordenador. El error total e?] por tanto
! 1 ’ 4! &
E(h)=|f"(a)-N(a,h)|<|f'(@)-N(ah)+|N(ah)-N (a’h)|:E'M i

- Ve - 3.8
que tiene un minimo para Ny =3 ™

Por tanto le precision no mejora indefinidamente con la disminucién del valor de h.

En la practica no podemos calcular el valor de h 6ptimo, ya que la cota del error de representacion
depende de la méquinp ' M deneande de |la fiinciAn v dal intan/aln an ectiidin

con M= sup [f"(x)

h a—h<x<a+h

Errar

Error de truncamiento

Error Total

Error de representacidn




Introduccion

eTeorema del valor medio para integrales
Sean f(x), g(x)e CJa, b] donde g(x) es integrable y no cambia de signo en
[a,b], entonces existe un punto c en (a,b) tal que

[ £(x)- g(x)x = £ (c)[ g(x)aix

e Son formulas de tipo interpolatorio que se definen por el nimero
de puntos del polinomio de interpolaciéon

e Las formulas genéricas se toman para puntos equiespaciados,
aungue su método de obtencién es valido para cualesquiera

puntos
e Motivacion , o
P () =2 ()L (x): L7 (%)
f(x)=P,(X)+E, ()1 e n
=, ()= TT0x)

j x)dx = j x)dx+e(x —>e(x)=j:E(x)dx




Método de coeficientes indeterminados

Obtener los coeficientes de la siguiente formula para que tenga el mayor
orden posible

[ E()ax~apf (%) +af (%) +a,t (%)

Planteamiento: debe ser exacta para polinomios del mayor orden, luego
comenzamos en orden creciente

f(x)=1-[1dx=1=g,1+al+a,l

1 1
f(x)=x—>j0xdx=§
f(x)=x*—> jolxzdx =

=, (%)+0!1(%)+a2 (%)

1
3~ () +a (%) + e (%)
Resolucion del sistema

1 1 1 Ya) (1) (=2
025 05 075 |« |=|2|>1=—1% . 5 1 5
0252 05 075 \a,) (1 o, =2 jof(X)dX~—f(%)—§f(%)+—f(%)

Orden de la formula

U3 1, 172 1 3 2 s 1
f(x)=x _>IOXdX Z—g(%) —g(%) 5(%) =1
172 1 4 2 s 37
F(x)=x' - [ xldx===2(y)' -2 (%) ==L Férmula de orden 3
()=xt = [oxax=2 2200 -2+ 20y = 2



Ejemplos de reglas simples

e Interpolante de grado O
— Valor en el extremo del intervalo

f (x)dx = _[ a)dx+j (x—a)dx=f(a)(b—a)+ f'(#n)

- Valor en el punto medio

I o [ ozt 15 ] Tb)dx=f<a—;b)<b—a>+f"<n>%[b‘af
como X, %, ] = X, %, % J(x=x )+ f [%5, %] yI 20)dx=0
Jo 1l xJ(x === [ g (X—T)dx—{xl=%b}=
TRy i
e Interpolante de grado 1
I:f( )dX=_[b () dx+ljb f"(&)(x—a)(x—b)dx
J R

R()ox= T (a) [ 22 jbﬁd_ );f(b)(b—a)

N ‘

ap-a

N[~

I; f"(&)(x—a)(x—-b)dx=1 f”(n)j:(x—a)(x—b)dx :_(b—a) f"(n)



Ejemplos de reglas simples

e Interpolante de grado 2

J, T 0= R, (x)acr [ 17 (¢ a)(x—aTm)(x—b)dx

-~ Combinamos trapecio y punto medio

RT [7P, (x)dx = Pz(a)gpz(b)(b—a)—(blza) 20
v [R(gaer )b-a)e 252 R )
RT + 2RPM 3b Pz(x)dx=b;;(P2(a)+4P2(aT+b)+ P, (b))

RSimpson j: f (X)dXzb_Ta(f (a)+4f (252)+ f (b))

como f[x,a,22,b|=f[x,a,22,b,x, [(x—x)+ f[a,22,b, x3]yJ' a)(x—22)(x—b)dx=0

[1317(£)(x=a) (x=22)(xob) = [ F [ 52 b, 4 =24 (x-a) (0 =24) (x b =
f¥(n) 2 (b-a)
B 677 %( 2 j




Reglas cerradas

El polinomio de interpolacion Sl incluye los extremos del intervalo

[ 1= af(x) %=ax=b x =x-+kn h:'f"Ta
? i~0

® Tma: Dada una formula cerrada de n+1 puntos el error es

ho3 £ n+2)(§) J'“ 2
A (s—1)---(s—n)ds npar
(n+2)! £ c(ab)

) |
(n+1)! j‘(’S(S_l)”'(s_n)ds n impar

® Formulas cerradas usuales

n=1 Regla del trapecio
ﬂ[ f :I_ o .|: " g p
n=2 Regla de Simpson
h
E[f( +41 ( ]_
n=3 5
B[ f(x,)+3F (%) +3 ( ]—if“
n=4 8h’ R. Boole

BT (x)+32F (x)+12F (x,)+32F (x,)+ 7 ( ]—%f




jo% cos(x)dx =/ sin (x)];% =1

Ejemplo

n=1 2 f(x)+f(x)]= (%2_0) [cos(0)+cos(%ﬂ =7/, (1-0) =7/, ~0.7854
Error < —h—;f (5)‘ = (%1_20)3 = 0.3230

n=2

8 f(%)+4f(x) X, )| = /[cos )+4cos(%)+cos(%)}zl.0023

< —f‘V(§)‘ (gg - 0.0033

n=3

cos(0)+3cos (%) +
+3¢0s(%4) + cos (%)

B (%) +3F (%) +3F (x,)+ f(x3)]:3%{

}zl.OOl
8

5

3h”
E <|-—f"
rror <=5 (&)=

(”—/) =0.0015
80

n=4

E[77 () 7321 (%) +12F (%) +321 (x)+ 71 (x,)]=

o7
= 4—?[7 cos(0)+32 cos(%)+12005(%) +32 003(3%)+ 7005(%)} ~1.000

5
_8n’ f“(é)‘=8(%) =1.2192-10°
845 845

Error <




Reglas abiertas

El polinomio de interpolacion NO incluye los extremos del intervalo
[ f(ex=3af(x) %=a+hx,=b-h x =x+kn h="—12
2 i—0 +

® Tma: Dada una formula abierta de n+1 puntos el error es

n+3 ¢ (n+2) .
™1 (f)J 's?(s—1)--+(s—n)ds  n par

n+2)! -1
( ) ¢e(ab)
h'*2 f (n+1) (5) 41 ’ _
(n=1) _[_1 s(s—1)--<(s—n)ds nimpar
® [Formulas abiertas usuales
— 3 .
n=0 ohf (XO)+% Y (5) Regla del punto medio
=1 3h?
) )T (e
n=2 4—;‘[2f(x0) X )+2f ( ]+14h
n=3 01115 (x,)+ T (%) + T (%) +11f ()] sﬂ:




Ejemplo

J'O% cos(x)dx =/ sin (x)];% =1

n=0

2hf (x,) = 2%[ cos(%) ] = /}/J_z11107
o] 74)
3

Error < T f"(&) =0.1615

| L0+ 0] = oosto) o)) =020
3 3(% 3
Errorsﬂf”(f)‘= (A) =0.1077
4 4
n=2

D21 (%) F(x)+2f(x,)]= @[mos(%)—cos(%ﬁ 2¢0s(2%) | ~ 0.9980

Error < =0.0029

n=3

SIALE (%) + F (%) + F(x,)+11f (x,)]=

5%0 11cos (%) +cos (%) +

24 cos((3ﬂlo))+11cos((2%)) = 0:998

95h5

Error <|—— =0.0020

(e ‘ 95(770)




Reglas Compuestas

e Subdivision en subintervalos y aplicacion de la regla
simple a cada subintervalo

_[: f (x)dx:zn:_[ f (x)dx

i=1 I; ]
e Reglas mas habituales
- Regla del trapecio compuesta

[ 1031 (- 3801 (1) 1 (1)) 5 1°(0)] -
:g[f (x0)+2?211: f(x)+f (xn)j_M

12
- Regla de Simpson compuesta

I: f (x)dx =iZ:1:J'XX2:_1) f(x)dx = Zn:[%[f (xz(i_l))+4f (Xor 1)+ F (% )}_% £ (& )) _

i=1

:%(f (x0)+4§f(x2i_1)+2§f(x2i)+ f (xn)j_(b‘a)h4 9 (&)

180

£"(¢)




Ejemplo: trapecio compuesta jo%cos(x)dx{sin(x)];% =1

It 004 £x) #2551 ()4 15| - ()
e Regla

- 2 intervalos (3 puntos)

Z(f(0)+2f (%) + f(%))=2(1.0+2x0.7071+0.0) = 0.9481

- 3intervalos (4 puntos)
Z((0)+2[ f(%)+ f(%)]+ f())=5(1.0+2[0.8660+0.5000] +0.0) = 0.9770
- 4 mtervalos (5 puntos)
Zl£(0)+ 22 fig)+ f( /)J = £(1.0+2x[0.9239+0.7071+0.3827] +0.0) = 0.9871
i=1

e Cotay error real

M = sup |f"(¢) \— sup |cos(x)[=1
£e(a,b) x<(0,75)

. |(E=0)(%) z
_ 2intervalos N=% [T, M| =00807 | f(x)dx—RT|=[1-0.9481 =0.0519

(7-0)(%)’
12

(%-0)(%)’
12

b
— 3intervalos h= % M| =0.0359 I f (X)dX —RT|= |l— 09770| =0.0230

_ 4intervalos N=%

M|=0.0202 |["f(x)dx— RT|=[L-09871=0.0129




Ejemplo: simpson compuesta fo%cos(X)dx{sin X ]0/ =1

[ (k=3 )+ 431 )+ 25 £ 0+ ) |- OS2 10

e Regla
- 2 intervalos (5 puntos)

Z(f(0)+a[ f(5%)+ (%) ]+2f (2%) + f (7)) = &(1+4[0.9239+0.3827] + 2x 0.7071+0) =1.0001

- 3|ntervalos (7 puntos)
+4Zf(2'1 )+22f (24, +f(/))=%(1+4x19319+2><13660+O) 1.0000263

Z (14 4x 2.5629+ 2x 2.0137 + 0) =1.0000083

4 intervalos (9 pyntos) j

( 0 +4Zf(2'14)+22f 2ig )+ ()

° Cotayerror real
= sup ‘f (&)= sup [cos(x)[=1

se(ab) x<(0.73)
. |(72-0)(% < | -
_ it D=3 %M =2.07x10" Iaf(x)dx—RT‘=|1—1.00013|=1.3><104

4
(A—l(g)o(éz) M|=4.1x10 |[* f (x)dx~RT|=[1~1.000026] = 2.6 x10°

4
- 4int. =% %M =1.3x10° |[f(x)dx - RT| =[1-1.000008] =8.3x10°°




Control de error y ejemplo

e Las reglas compuestas permiten controlar el error variando el
namero de subintervalos (modifican el valor de h).
e Cotas de error

- Trapecio —a)h?
P MM con M, = sup |f"(¢)

12 2 £e(ab)
- Simpson
MM con M, = sup f(‘v)(f)‘
180 ¢ Y ccan)

e Ejemplo
— Obtener el numero de subintervalos para poder asegurar que el calculo
de la integral indicada mediante las reglas compuestas tenga un error no
superior a una millonésima

- Trapecio
7 —0)h? "
(2-O)° M, = h? <10° —> h< \J#/10° =0.0028—> n > 22 > 568.31 = 569
12 24 h
- Simpson
(72—-0)h* %

V2 )T M, =2 h*<10° > h<430/10° =0.1035 > n> 22 >7.59 =8
180 360 2h




Estabilidad numérica

e Las formulas de integracion numerica habituales son estables en h
e Trapecio compuesta (con errores de representacion)

I:f(x)dx=g(( +go)+22( X )+ &)+ (f(b)+gN)j f;( )(b a)h?
[ 1 (x)dx—RTC(f,[a,b],h)‘s 2(80 +2égk +gN]

322N8+2A—2(b—a)h2:(b—a)e+'1\/|—2(b—a)h2

%(b—a)hz

+

e Simpson compuesta (con errores de representacion)

I 10002 (1 (@) ve)+ 431 ) -0) + 25 ) +52k)+(f(b)+gN)j—fiv8(0g)(b—a)h“

J: f (X)dX— RS, ( f ’[a’b]’h)‘ < g(go +4Z‘92k—1 +2282k +8Nj
o o

326N3+1|\8/|—0(b—a)h4 =(b—a)g+%(b—a)h4

e Caso general (con errores de representacion)
j X)dx = Za h(f(%)+& )+ Equne

[ (x)dx—RN(f ,[a,b],h)‘ <3 oy + Eyppe < th|a 4 E,.
i=0

—+

fr (g)(b—a)h“

180

En las reglas simples, se cumple generalmente que o>0y >a ;=1



Cuadratura gaussiana

e No fija los puntos. Valores optimos para obtener mayor grado
- Ejemplo (f(x)=1 2=gl+al

J‘_ll f(x)dx ~ gai F (%) i E
(

=X O=gX, +aX

F2% =X X =4 %
6 a, =1

3a—>/ a0+a1)x_2x =X = <Xo=__;ﬁ
2= X, =X Do, =0 5
(X =5

—>I x)dx =1- f( )+1 f(%)+0(f( (x))

® Polinomios ortogonales
— Base de polinomios

{(00 (X)’(ol(x)"”(on (X)"”}/ grado((on (X))

— Definidos en un intervalo [a,b]
— Ortogonales para una determinada funcion w(x), denominada
peso

Seaw(x)eC|a,b]/w(x)>0: I (x)={>0O z: :7_&;

n




Propiedades

® Relacidn de recurrencia

%(X):l (Pl(x):X_Bl (X) (X k)¢k 1( ) Ck("k—z(x)
o _I:xw(x)[goo(x)]zdx o _J.:XW(X)[gok_l(X)]de . _ _[bxw X) @1 (X) @, (X)X

U w0l Pwlen0Tec  [wx)[e (0] dx
® Orden de las formulas y error
Dado el polinomio ortogonal ¢,(x) con raices {&,, &,, ...&.}, Se
tiene

PZn—l(X) =&, (X) Pn_1(X) + Rn—1(X) - Pzn_1(§k) =&, (ék ) Pn—l(é:k ) + Rn—l(é:k) = Rn_1(§k)
Integrando

j:w( Pona ( =I dx+j (X)R,;(x)dx =
Jow(x) Ry ()0 = 2 Ry (6 (X)L, ()=
Z Poi(£)

k=
Y por tanto el error viene dado por

b b B f(zn)( ) b ?
Iaw(x)f(x)dx—jaw(x)Rn_l(x)dx_ (2n)f LW(X)(H(X—;)) dx




Familias de polinomios ortogonales

Nombre [a,b] w(X) Notas

Legendre [-1,1] 1 Se impone que su valor en x=1 sea 1
Asociados a la ecuacion diferencial

(1-x*)y"—2xy'+n(n+1)y =0

Tchebishev [-1,1] 1 Uso en interpolacion (aproximacion minimax)
1-x° Asociados a la ecuacion diferencial
(1—x2)y”—xy’+a2y =0
Hermite (-00,00) ) Asociados a la ecuacion diferencial
—X
€ y'—2xy'+ Ay =0
Laguerre [0,00) y Asociados a la ecuacion diferencial
o

xy"—(1-x)y' +ay=0

Jacobi, Gegenbaurer, Appell, Charlier, Jack, Krawtchouk, ...



http://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html
http://mathworld.wolfram.com/ChebyshevPolynomialoftheFirstKind.html
http://mathworld.wolfram.com/HermitePolynomial.html
http://mathworld.wolfram.com/LaguerrePolynomial.html
http://mathworld.wolfram.com/OrthogonalPolynomials.html

Polinomios de Legendre

e Polinomios ® Raices y coeficientes
Lo (x) =1 N Raices Coeff.
L (%) =x 2 + [t 1
L =1(3x* -
2 (X) z( X ) 3 +\/§ 0 5.8
3
L3(x):%(5x ) 4 |+1525+704/30 %(18 \@)
L, (x) = (35x" ~30x* +3) + /5257030 (18++30)
L5(x)=%(63x5—70x +15x) 5[0 125
e Norma N 45—14F%(322+13\/_)
1 2 g
j_an(x)Pn(x)dx:2n+1 2\/45+14x/¥%(322 13F)

e Relacion de recurrencia

P ()= =5 (204228, (x) -0, ()

n+1



http://mathworld.wolfram.com/Legendre-GaussQuadrature.html

Polinomios de Tchebishev

e Polinomios ® Raices y coeficientes
To(x)=1 raices cos(an_lgj k=12,--n
)= t KT} k=12
T, (x) = 2x -1 extremos COS(FEJ =1,2,--n
T, (x) = 4x* - 3x N| Raices Coeff.
T,(x)=8x"—8x"+1 2 +12 in
T (X) =16%° — 20x® + 5X 3|  +13 37

e Norma

4l +12+2 i

o

1 T x)Tn(x) 7. n=0 5
I dx =

SN 7, n#0
e Relacion de recurrencia

Toa (%) = 2XT, (X) =T, 4 (X)

T,(x)=cos(nd),0 = arccos(x)

[
N

I+
N |~
N |~

)



http://mathworld.wolfram.com/Chebyshev-GaussQuadrature.html

Polinomios de Hermite

e Polinomios

Ho(x)zl

H, (x) =2

Hz(x):4x2 2
H,(x)=8x"-12x
H,(x)=16x" —48x* +12
H, (x) =32x" —160x° +120x
e Norma

[ e H, (x)H, (x)dx=2"nz

e Relacion de recurrencia
H...(x)=2xH,(x)-2nH,_(x)

H,(x)=(-)"e” (e )

® Raices y coeficientes

N Raices Coeff.
2| +i\2 WNr
3 +2+6,0 %J;’%\j;
4 -1
+J3(3-6) |1z (3-6)
-1
+[4(3+8) |5V (3+6)
50 0.945309
+0.958572 0.393619
+2.02018 0.0199532



http://mathworld.wolfram.com/Hermite-GaussQuadrature.html

Polinomios de Laquerre

e Polinomios

L, (X)=1
L (x)=—x+1
L, (X =%(x2—4x+2)

e Relacion de recurrencia

X n

L, (x)= e d -(x"e™)

n! dx

Raices Coeff.
2-2 H2++v2)
N2 i2-v2)

0.415775 0.711093
2.29428 0.278518
6.28995 0.0103893
0.322548 0.603154
1.74576 0.357419
4.53662 0.0388879
9.39507 0.000539295
0.26356 0.521756
1.4134 0.398667
3.59643 0.0759424
7.08581 0.00361176
12.6408 0.00002337

(n+1)L,,,(x)=(2n+1-x)L,(x)—nL,_,(x)



http://mathworld.wolfram.com/Laguerre-GaussQuadrature.html

Integral en un intervalo cualquiera

® Cambio de variable

LﬂF(y)dy—{y @+ gy (x- a)}zj:F(y(x))ﬁ—de:ﬁ—Zjbw(x)f(x)dx

dy = 22 dx

: e (Y : 2
o Ejemplos - Y f(5)+ o [wi) [T(x-5)] o

z —x(x+1 n
1= ["cos(x)dx :{ydy:(;;rx )} ~ 4 [leos(5(x s ) 131 (4)
n=2 l{cos(ﬂ(‘fl +1)) + cos(i(% +1))} — 0.998472613404115

n=3 I{gcos( (~yE +1))+ cos(5(0+1)) + scos(5(|2 +1))} 1.000008121555498
}(18 \/_)[cos(4(3;\/m+1))+cos(4(35 525+70\/33+1))}+
+%(18+«/@){cos(%(;—; 525 704/30 +1))+cos(%(% 525 704/30 +1))}
o T ) oo

n=5 Zi+&cos(£(0+1))+ » =1.000000000039

L +55(322- 13\/_)[cos(4(21\/M+1))+cos(4(21\/M+1)”

=0.999999977197115

INEY

| E—
_+_

|




Integracion de Romberg: Proceso
e Utiliza la regla del trapecio compuesta
I:f(x)dx:—( +2Zf j+kh2+k h +kh® +

e Se combina con la extrap. de Richardson

N, (h)= 4N, (79) - N (h) n(%)+ N (1) =Ny (h)

4« -1 4 -1
o Aprovecha las relaciones de laregla
o(h,=b—a)=5(f(a)+f (b))

N, (h, =£) (f(a)+2f (22)+ f (b)) =4N, (h)+hf (a+h,)
N, (h, = &) =%(f(a)+2f (32)+2f (22)+2f (22)+ f (b)) =
=iN,(h)+h,(f(a+h,)+f(a+3h,))

h
2

h
2

N.H &

]

]




(f(a)+ (b))
=3 Ny (hy) +hf(a+h)
N, (h)+h,(f(a+h,)+ f(a+3n,))

N, (h)+h f(a+h3)+f(a+3h3)+j
PV (@ 5hy) + f(a+7hy)
f(a+h,)+f(a+3h,)+
+f(a+5h,)+ f(a+7h,)+
+f(a+9h,)+ f(a+11h,)+
+f(a+13h,)+ f (a+15h,)




Ejemplo

Calcular, con un error inferior a 10%, aplicando el método de integracion
de Romberg

L%cos(x)dx=[sin(x)];% =1
Aplicamos la féormula de Romberg, donde h=(b-a)/n, para utilizar a
continuacion la extrapolacion de Richardson

4N, (5)=Ny(h)  4x0.9480594 - 0.7853982

N, (h —1.0022799
1() 4 -1 3
42N, (5)-N,(h) 16x1.0001346 —1.0022799
N,(h)= : = =0.9999916
42 -1 15
4N, (5)-N,(h) 64x0.9999999 —0.9999916
N, (h)= : = —1.0000000
41 63
n |h N,(h) N3(h) N,(h)
1| n/2
2 | n/4 | 0.9480594
4 | n/8 |0.9871158 | 1.0001346
8 | n/16 | 0.9967852 | 1.0000083 | 0.9999999
16 | /32 | 0.9991967 | 1.0000005 | 1.0000000 | 1.0000000




Motivacion

e Basada en la féormula de Simpson compuesta
e Supone comportamiento “suave” de f*(x)

jbf )dx =S ab)—gf (7) con h=22yS(ab)=4 f(a)+4f(22)+f(b)]

e 1h°
2 d d S ath S (&b b - f
Jo f X*L x=5(2,557)+ 3 (%30) 55 1 ()
Igualando y tomando ' (77)~ £ (1)
1 h°

S(2,5)+5(2b) 300 1 (7) =S (a.0) 45 (1)

h° 16 a+b a+b
I ()18 S(a,—) S(—,b)—s ab
0! ) 15{ 2 )" 2 (@.)

Estimacion del error

‘j F (X)dx — s aaT“’j—s(aT“’ bj

Lls(a,b)- s( a—”’j—s(a—“’,b
15



Proceso

Calcular | =S(a,b), li=S(a,%2),1d =S(22,b),Is=la+Id

Estimar el error como e=|I-Is|

Si e<15€& tomar Is como valor de la integral sino repetir el
proceso con cada semi-intervalo, dividiendo también por
dos el error admisible

EjempIO' Calcular, con un error inferior a 1 centésima

j cos(x*)dx = 0.470355208182252: -
R/epresentamon de la funcion

cns(}#‘)

1 I L I I ! !
0.4 06 08 1 1.2 1.4 16 1.8



Ejemplo: resultados

| =S(a,b) = V_%(cos(%)“ +4cos (%)’ +cos(%)4) ~-0.2766

|Is—||z1.2292
Is=1la+Id >15¢
~0.9526

li=S(a,22)= ;y (cos(%)4 +4cos(%)4 +cos(%)4) ~0.5715

Id =S(22,b)= %g (cos(%)4 +4cos(%)4 +cos(%)4) ~0.3812




Ejemplo: representacion grafica

Integracian Adaptativa

0.5

0.5

0.4 0.6 0.5 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Integral: 0.5808+ (-0.1569)+ 0.0032+ 0.0081+ (-0.0078)+ 0.0447 = 0.4721




Integracion impropia (I)

® Hay dos formas diferentes de abordar la integracion impropia
— Usando los polinomios ortogonales adecuados (Hermite o Laguerre)

j:g(X)dx:_[:e—x ge(_)x() dx :_[Owe‘xf (x)dx ~ Zn:ai f(x

— Utilizando un cambio de variable antes de resolver el limite impropio con
una formula abierta }/

b 7a
| f(x)dx_<dx_ }/ ) _j% f

— Nota: Se debe erificar ab>0 (eI dominio no incluye el valor nulo),
sino es necesario realizar previamente una division del dominio

["f (x)dx:j_ba f(x)dx+ [ f

— Donde el valor b se elige lo suficientemente grande como para que
el comportamiento asintotico de la funcién sea O(x?)




Integracion impropia (II)

® Calcular j:e‘*%dx: /% ~1.253314137315500

— Usando los polinomios de Laguerre (simples)
1.304677973964021

o 2 w2 1.187176785267228 (n=3
j e 4dx=_|‘ e/ Py ~ | (

0 0 1.236879870719581 (

1.263673857958196 (n=5

— Descomponiendo la integrél en dos, utilizando la regla
del trapecio para la primera y la del punto medio para la
segunda

_[: e dx = _[Oze_x%dx + j: e 7 dx = _[Oze_x%dx + _[0% o/ tlzdt =

(11741983013 + 0.0507831125 =1.22498141383 (2intervalos)
1.1906738356 + 0.0555665510 =1.246240386 72 (4interva|os)
1.1948797590 + 0.0566733473 =1.25155310642 (8interva|os)

11.1959356697 + 0.0569379755 =1.25287364536 (16interva|os)

» Otras integrales*




Integracion multiple (I)

® L as integrales maltiples sobre recintos hipercubicos se
resuelven aplicando de forma reiterada las férmulas
simples o utilizando métodos estadisticos (Montecarlo)

Ld j: f(x y)dxdy = Ld(j: f (X, y)dx)dy

— Ejemplo (utilizando Simpson)
x=y) dxdy=fl(ff(x— y) dX)dy=

N
I
o

3

=l(i6_1)[(6(—1)2 —12(—1)+8)+4(6~02 ~12.0+8)+(6-1° —12~1+8)D =2

® Cuando el recinto no es hipercubico la unica solucion
es acudir a métodos estadl’sticos (Montecarlo)

j ja(y (x,y)dxdy = j ( (x,y) dx)dy




Integracion multiple por Simpson

(I ey =3 [ 00 -850 () 251 y) £ 0) =

f (X, o) +4Zf(x ' 1)+22f(x y21)+f(x Yo ) +

j=1

42 f (XZi—1’ yo)"‘ 42 f (XZi—1’ ij-1)+ 22 f (X2i—1’ y2j)+ f (XZi—1’ Yom ):| +
=t

i=1 i=1

oolx:"
w|<3'
[

n1[ m m-1
2y f(XZi,yo)+4Zf(Xzi,yz,-_l)+2_2f(Xzi,yz,-)+f(szyzm)}

i=1 j=1 j=1

m m-1
F(Xons Yo ) H 4D F (Xons Vajo )+ 20 (Xons Vo )+ F (Ko Yo ) +
j=1

i1

f(XO’y0)+ f(XO’yZm)+ 1:(XZn’yO)_'_ f(XZn’yZm)+

z_m_l(f(Xo,ij)Jr f(in,yzj))+§(f(XZi’y°)+ f(xzi’yZm)):|+

L=t i=1

oolx:"
oo|~<3'

i=1

n-1m-1 n-1

4 Zf(xzi’ym‘)"'s Zm:f(xzwyzj—l)"'znlif( 2i-1 yZJ)}']'BE ,Zi;f( 2i 1’y21—1)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1




Itiple (III)
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Método de Montecarlo (I)

e Calcula
I =j:l_":zj: f (X%, X, ) dxax, - -dx, =fv f (x)dx

X=(X,%, %) V={xa<x<h,a,<x,<b,a <x <b}
e Proceso: genera una muestra aleatoria uniforme de valores x; y aproxima
la integral mediante

| ~ %Zn: f(x)=1(F) con f valor medio muestral de la integral
i=1

var(f)=02=NL_1;(f(xi)_ )

— — Vio?
E(1(T))=], f (x)x var(l(f)):T
e Nota 1: El error de la integral es proporcional a su varianza y por tanto

disminuye con O \/W (Reducirla a la mitad exige cuadruplicar el

numero de muestras)
e Nota 2: La convergencia depende del nimero de muestras, pero NO de

la dimensién del volumen



http://en.wikipedia.org/wiki/Monte_Carlo_integration

Método de Montecarlo (1I)

e Calcular [ [ (x-y) dxdy

7.5 T T L T T

L N T T T T L UETE T

integral

/ v

5.5 r r r rrrerck r r r rrrececf r r r rrrrecf r

r rrcercf

10° 10° 10* 10° 10 10
puntos
o Integracion de Montecarlo
10 r 3
1 \
10 —
‘\\
——
—
g 102 \‘
(] —
o —
o ———
\
10-3 \
10’4 r r F!’F!’F!’F r r !'F!'F!'FF r r !'F!'!'F!'F r !'F!'!'F!'F r r rrrrpr
10° 10° 10* 10° 10° 10

puntos


http://en.wikipedia.org/wiki/Monte_Carlo_integration

Método de Montecarlo (III)

2
e El volumen del elipsoide (X_XO) (y y°) +( " %) =1

a’ b ¢’
e Viene dado por }zabc Xy 7
e Calcular el volumen del eIipsoidenyl_szg=1 para x,y,z>0
Z\ﬁ—y
j \/————dx 3j \/————dx dy ~ 3.142183001731533
0 -
\\ // \v/ W/ N

puntos


http://en.wikipedia.org/wiki/Monte_Carlo_integration

» Resumen General

Hay tres formas diferentes de obtener formulas numeéricas para derivacion /

integracion

» Interpolacion / Newton Cotes

»  Coeficientes indeterminados

» Desarrollo de Taylor / cuadratura gausiana (derivacion/integracion)

Derivacion:

» La interpolacion calcula la expresion del error, pero solo para las primeras
derivadas

» Los desarrollos de Taylor permiten obtener la parte principal del error

» El método de coeficientes indeterminados solo indica el orden de la formula.

Integracion

> Las formulas de Newton-Cotes compuestas permiten ajustar el error deseado

» Las férmulas de cuadratura se obtienen utilizando polinomios ortogonales
definidos en intervalos determinados y para funciones de peso, y permiten
férmulas de mayor orden con un nimero menor de evaluaciones de la funcion

> La integracion de Romberg se obtiene al combinar la regla del trapecio y la
extrapolacion de Richardson, y permite estimar numéricamente el error

> Laintegracion adaptativa permite ajustar el error y variar el tamafio del paso

» Las integrales impropias requieren usar polinomios ortogonales o combinar
cambios de variables con reglas de Newton-Cotes abiertas

» La integracidon en mas de una dimension se realiza combinando formulas de una

dimension cuando el dominio es hipercubico o utilizando el método de
Montecarlo en caso contrario
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> Software

Instrucciones
Vaélidas en Matlab (M), Octave (O) o ambos (B)

triplequad

M | cumtrapz | Cumulative trapezoidal numerical integration

M | del2 Discrete Laplacian

M | diff Differences and approximate derivatives

M | gradient Numerical gradient

B | polyder Polynomial derivative

B | polyint Integrate polynomial analytically

O | polyreduce | Reduces a polynomial coefficient vector to a minimum number of
terms by stripping off any leading zeros

B | dblquad Numerically evaluate double integral over rectangle

O | colloc Compute derivative and integral weight matrices for orthogonal
collocation

B | quad Numerically evaluate integral, adaptive Simpson quadrature

B | quad2d Numerically evaluate double integral over planar region

B | quadgk Numerically evaluate integral, adaptive Gauss-Kronrod quadrature

B | quadl Numerically evaluate integral, adaptive Lobatto quadrature

B | quadv Vectorized quadrature

B | trapz Numerical integration using the trapezoidal method

B

Numerically evaluate triple integral




Anexos

e Demostraciones y desarrollos




Runge Kutta de Orden 2




