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5. Derivacion e integracion numeérica

5.1. Derivacion numérica

La derivacion numérica se utiliza para aproximar las derivadas de una funcién usando valores de
la funcién en una serie de puntos. Se utiliza en los algoritmos que resuelven ecuaciones y sistemas

de ecuaciones diferenciales y ecuaciones y sistemas de ecuaciones en derivadas parciales.

Se define la derivada de una funcién f(z) en el punto x:

o) =t [T A0 ()

Az—0 Azx

De esta férmula obtenemos una aproximacion de f’(z):

f/(l‘)z f(x+AAl‘l)‘_f(x)

Si tomamos h > 0, haciendo Ax = h tendremos una férmula progresiva:

flz+h) - f(x)

! ~~
) = P
Y con Ax = —h, tendremos una férmula regresiva:
x)— f(x—h
PRMCE (Cl)

Se puede definir una férmula centrada:

flat+h)— flx—h)
2h

f'(z) =

Geométricamente, equivale a sustituir la recta tangente en un punto por una secante y en lugar
de tomar la pendiente (derivada) de la recta tangente tomamos la de la secante. Los puntos
en los que la secante corta la curva son aquellos que evaluamos para el calculo de la derivada

aproximada.

Ejemplo 5.1 Si f(z) = €*, x = 0 con h = 1 la derivada aprorimada usando la férmula

centrada es:

FO+1) —f(0—1) e —e ' 27183 —0.3679

f1(0) = =

= 1.1752
2 2 2 7

Como f'(x) = e*, el valor ezacto es:
o) = =1

Mientras que usando la formula progresiva:
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Figura 1: f'(0) para f(x) =€, x =0, h = 1 usando la férmula centrada.

1(0) = f((”li —JO) _ et — e’ =2.7183 — 1 =1.7183

Y usando la formula regresiva:

f'(0) =~ J0) = {(O - _ e’ —et =1-0.3679 = 0.6321

Vemos que el error es mucho menor usando la formula centrada.

Si queremos analizar el error de cada una de las férmulas anteriores, para la progresiva y la
regresiva podemos seguir el razonamiento siguiente: supongamos que f(x) es derivable dos veces

en un entorno del punto x y aplicamos la férmula de Taylor a f(x + Ax) en x:

f(a:+A;1:):f(x)+f'(:v)Ax+@Ax2 c€(r,r+Azx) o cé€(x+ Ax,x)

Operando:

f(z+ Az) — f(z)
Az

= f'(x) + %@Aaz

El error de las féormulas tanto progresiva como regresiva, viene dado por:

E=f(z)- f(x+AAx;—f(:c) _ —f”2<c)Ax

Si M5 es una cota superior de |f”(c)| se verifica:

h
[B| < 5M;
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Asi, que como era de esperar, cuanto mas pequeno es h, mas pequeno es el error.

Usando también la férmula de Taylor, se puede demostrar que para la férmula centrada se

verifica:

h2
|E| < M,
12
En igualdad de condiciones, si h < 1, este error es menor que el de las formulas no centradas,
como habiamos visto en el ejemplo.

Analogamente se pueden calcular aproximaciones de derivadas segundas, como por ejemplo:

f// (SL’) ~ f<x+h> B thgx) —l—f(l’— h’)

Y el error de la férmula seria:
h2
|E| < —=M,
12

Vemos que los errores dependen del paso h. Y cuanto menor sea este, menor serd el error del
método. Pero al hacer disminuir h los errores de redondeo aumentan. El problema ocurre en

dos fases:

1. Al ser h pequeno, estamos restando nuimeros muy parecidos, con lo que se produce el

llamado error de cancelaciéon que conlleva la pérdida de cifras significativas en el resultado.

2. Al ser h pequeno, cuando dividimos entre A magnificamos el error cometido en el primer

paso.

Este es el caso en las féormulas de derivacion numérica cuando h se hace muy pequeno. Por
ello aunque el error del método disminuye con h, en la practica no es conveniente tomarlo muy

pequeno puesto que se disparan los errores de redondeo.

Para el caso particular de la formula centrada, como vimos antes, el error del método es pro-
porcional a h?. El error de redondeo es inversamente proporcional a h. Por lo tanto, el error

total:

Error = Ch* + %

Es decir, es una funcién en la que el error primero disminuye con h y luego aumenta, como se

puede ver en la figura

Ejemplo 5.2 Tomemos f(x) = Inx. Vamos a calcular f'(1.1) usando la formula centrada
f(11) = f(1'1+h)2_hf(1'1_h). El valor exacto es 0.9091. Redondearemos usando 4 cifras decimales.

Obtenemos:
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Error

min

Figura 2: Funcién de error para la féormula centrada

h f(l1+hn) f(11—h) f(11+h)—f(1.1—=h) f(1.1)= Error

0.1000 0.1823 0.0000 0.1823 0.9115 0.0024
0.0900 0.1740 0.0100 0.1640 0.9111 0.0020
0.0800 0.1655 0.0198 0.1457 0.9106 0.0015
0.0700 0.1570 0.0296 0.1274 0.9100 0.0009
0.0600 0.1484 0.0592 0.1092 0.9100 0.0009
0.0500 0.1598 0.0488 0.0910 0.9100 0.0009
0.0400 0.1310 0.0583 0.0727 0.9088 0.0003
0.0500 0.1222 0.0677 0.0545 0.9083 0.0008
0.0200 0.1133 0.0770 0.0363 0.9075 0.0016
0.0100 0.1044 0.0862 0.0182 0.9100 0.0009
0.0090 0.1035 0.0871 0.0164 0.9111 0.0020
0.0080 0.1026 0.0880 0.0146 0.9125 0.0034
0.0070 0.1017 0.0889 0.0128 0.9143 0.0052
0.0060 0.1007 0.0898 0.0109 0.9083 0.0008
0.0050 0.0998 0.0908 0.0090 0.9000 0.0091
0.0040 0.0989 0.0917 0.0072 0.9000 0.0091
0.0030 0.0980 0.0926 0.0054 0.9000 0.0091
0.0020 0.0971 0.0935 0.0036 0.9000 0.0091
0.0010 0.0962 0.0944 0.0018 0.9000 0.0091

Como se puede ver, al disminuir h, f(1.14+ h) y f(1.1 — h) cada vez se parecen mds, con el
consiguiente error de cancelacion amplificado por la division por un denominador, 2h, cada vez
menor. Asi, primero el error disminuye, pero a partir de cierto valor de h, aumenta. Para los

valores probados, el error es minimo en h = 0.0400.

Tenemos problemas parecidos con todas las férmulas de diferenciacién numérica. Por ello deci-

mos que la diferenciacién numérica es inestable.
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5.2. Integracion numérica

Las formulas de integraciéon numérica o de cuadratura son de la forma:

b
/ F(@)de =~ Aof (o) + Arf(an) + -+ Anf(2n) (1)

donde zg, x1, ..., x, (nodos) son n+1 puntos distintos pertenecientes al intervalo [a, b] y Ag, 41, ..., A,

(pesos) son nmeros reales.

Definicién 5.1 Una féormula de cuadratura () es de tipo interpolatorio <= se ha obtenido

mediante la integral del polinomio P, que interpola a f en los puntos distintos xg, 1, ..., T, €
[a,b] .

/ f(a)dr ~ / P,(x)dz = / [F(@0)bo(x) + f@) (@) + - + f(a)lu()] d =
— fla) / to()dz + (1) / (a)de o f() / 00(x)dz

Por tanto una férmula de cuadratura (dl) es de tipo interpolatorio <=

b b b
Aoz/ lo(x)dx, A1:/ b (x)dx, ..., An:/ lp(x)dx

siendo /; el polinomio iésimo de la base de Lagrange:

(@ —xo) (x — 1)+ (T — Tp1)
(T — ) (T — 1) -+ (Ty — Tp1)

(x —x) (x —x2) -+ (T — T)

(xg — 1) (T — X)) - -+ (w0 — p)

fo(l‘) =

oy lp(x) =

Ejemplo 5.3 f02 f(x)dx = 3f(0) + f(2) no es de tipo interpolatorio ya que

2 2 2
- )

/Eo(x)dx:/ ° xld:p:/ ° dr=1%# Ay =3
0 0 To— 1 o 0—2

El demostrar si una férmula de cuadratura es o no de tipo interpolatorio se hace mas fécil (en

general) con la introduccién del grado de precision.

Definicién 5.2 Una formula de cuadratura tiene grado de precision, al menos, n <= es exacta
para f(z) =1, f(z)==z, f(x)=2%.., [f(x)=2a"yportanto para todo polinomio de
grado < n.

Definicién 5.3 Una formula de cuadratura tiene grado de precision exactamente n <= es
exacta para f(x) = 1, f(x) =z, f(x) = 2% .., f(x) = 2™ pero no es exacta para
f (.T) — xn—f—l_
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Se verifica que una férmula de cuadratura con n + 1 nodos es de tipo interpolatorio <= tiene

grado de precision, al menos, n.

Ejemplo 5.4
4
/0 fla)de = 2f (1) +2f (3)

es de tipo interpolatorio ya que tiene de grado de precision al menos uno.

4
Exacta para  f(z) = 1 <:>/ de =242 se cumple
0

4
Ezacta para  f(x) = =x <:>/ xdr =246 se cumple
0

Se demuestra ademds que el grado de precision es exactamente uno ya que la formula no es

exacta para f (x) = x° puesto que f04 ?de =%y 217 +23% = 20.

5.3. Foérmulas de cuadratura de Newton-Cotes simples

Son férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio, eligiendo los puntos de interpolacién (nodos

de la férmula) igualmente separados de una de las dos formas siguiente:

» Formulas cerradas: los limites de integracion a y b son nodos de la formula.

De las férmulas de Newton-Cotes cerradas, las mas sencillas son la de los trapecios (2 nodos) y
la de Simpson (3 nodos). También deduciremos la férmula del punto medio, que es una férmula

de Newton-Cotes abierta con un nodo.
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20F 7

m— fUNCION .’
18 = = = aproximacion .

Figura 3: Regla del trapecio para f03 e“dx
5.3.1. Foérmula de los trapecios

Usar la férmula de los trapecios para integrar una funcién en un intervalo, equivale a sustituir,
dentro de la integral, la funcién a integrar por el polinomio de interpolaciéon de grado uno, que
pasa por los puntos de la funcién de los extremos del intervalo. Es decir, sustituimos la funcion

por una recta e integramos. Estamos entonces calculando el drea de un trapecio:

Es una formula de Newton-Cotes cerrada con dos nodos zog = a, x; =b.

/ f(@)de ~ Aof (a) + Arf (B)

Tenemos que obtener los pesos de la formula teniendo en cuenta que ha de ser una formula de

tipo interpolatorio.

b by — g br—b b—a
A frnd frnd — = —
0 /a lo(x)dx /a xo_xld:v /a a—bdx 5

Como el grado de precision de la féormula ha de ser al menos uno, sabemos que ha de ser exacta
para f(z) =1y f(z) ==

b
exacta para f(z) = 1 <:>/d:1::A0+A1 es decir, Ag+A1=b—a

b—a_b—a

Al = (b—a)— 5 5

Lo férmula es:
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Se demuestra que no es exacta para f (z) = 2% y por tanto el grado de precisién es exactamente

uno.

Ejemplo 5.5 Calculemos la integral f03 e’dx que aparece en la figural3. El valor exacto es:
3
m/1emdx::(éﬁgzze3——60::200855——1::190855
0

Y usando la regla del trapecio, el valor aproximado es:

ngj(x)dx:z 5%;9[f(0)4f(3ﬂ:: 1.5(e° + ¢%) — 31.6283

El error es muy grande porque, como se ve en la figura[3, en este caso, la recta es una mala

aproximacion de la funcion.

Error de la férmula de los trapecios

(b—a)’

b —Qa
BT — / fade "= @+ s ) = P20, ce () (2)

El error depende del cubo de la longitud del intervalo (b — a)3. Si disminuimos la longitud
del intervalo, el error dismimuye rapidamente. Esto se puede lograr dividiendo el intervalo en
subintervalos, aplicaindolo en cada uno de ellos y sumando los resultados. El inconveniente es

que aumentamos el nimero de operaciones.

Ejemplo 5.6 Para el ejemplo anterior el error es:

|ET| = 31.6283 — 19.0855 = 12.5428 (3)
Segin la formula (3):
3—0)°
2= OV, e
y por lo tanto:
3
ET| < B 120) e® =45.19

comparando con (3) vemos que se cumple.

St subdividiéramos el intervalo en tres subintervalos iguales, calculamos en cada uno de ellos
la integral con la formula de los trapecios y sumamos los resultados, tendriamos que sumar el

error correspondiente a cada intervalo y una cota del error total seria:

1-0)> 2 1) 3-92)°
|ET|<( 12)61+( 12)62+( 12)63:2'5

que es mucho menor que el error (3). Y entonces estariamos usando una formula compuesta.
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5.3.2. Férmula de Simpson

Usar la formula de Simpson para integrar una funcién en un intervalo, equivale a sustituir,
dentro de la integral, la funcién a integrar por el polinomio de interpolacién de grado dos, que
pasa por los puntos de la funcion de los extremos y el punto medio del intervalo. Es decir,

sustituimos la funciéon por una parabola e integramos:

Es una formula de Newton-Cotes cerrada con tres nodos xog = a, x; = %=, x5 =">.

25

T T
m— funcion
= = = gproximacion

Figura 4: Regla de Simpson para f03 e“dx

/abf(a:)da:z Aof (a) + Arf (aT—H)) + Ao f (D)

Se demuestra que:

La férmula es:

[ =t (1@ v s (52) + s )]

Se demuestra que es exacta para f (z) = z° y no lo es para f (r) = x*; por tanto el grado de

precisién es exactamente tres.

Ejemplo 5.7 Calculemos la integral fOB e“dx que aparece en la figura[4. El valor exacto ya lo

calculamos en el ejemplo anterior:

3
/ e*dr = 19.0855
0
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Y el valor aproximado, usando la regla se Simpson, es:

3
/ f(z)dx ~ % [f(0) +4f (1.5) + £ (3)] = 0.5(e" + 4e"® + ) = 19.5061
0

Ahora el error ha disminuido mucho respecto al de los trapecios porque, como se ve en la figura

la funcion aprorimada, es decir, la pardbola, se ajusta mucho mejor.

Error de la férmula de Simpson

B = [ -5 @ ar (50) v s 0] =-Cah 0@, ce

El error depende de la potencia quinta de la longitud del intervalo, (b — a)3. Si disminuimos la

longitud del intervalo, el error dismimuye rapidamente, més que en el caso de los trapecios.

5.3.3. Regla del punto medio

Usar la féormula del punto medio para integrar una funcién en un intervalo, equivale a sustituir,
dentro de la integral, la funcion a integrar por el polinomio de interpolacién de grado cero, que
pasa por el punto medio de la funcién en el intervalo. Es decir, sustituimos la funcién por una

recta horizontal e integramos. Estamos calculando el drea de un rectangulo:

m— funNcion
2.5¢ = = = gproximacion

15F

05

Figura 5: Regla del punto medio para fol e*dx

Es una féormula de Newton Cotes abierta con un nodo xy = “T“’

/bf(x)dazz Aof (a—;b)

Como el grado de precisién de la formula ha de ser al menos cero, sabemos que ha de ser exacta

para f(x) =1
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b
exacta para f(r) =1 <= / dr =Ap esdecir, Ay=0b—a

Y la férmula es:

[ r@a=o-as ()

Se demuestra que la férmula anterior es exacta para f (z) = z y no lo es para f (z) = 22 ; por

tanto su grado de precision es uno.

Ejemplo 5.8 Calculemos la integral fol e*dx que aparece en la figural[d El valor exacto es:

1
/ e“dr = (e")y =e' — e’ =2.7183 — 1 = 1.7183
0

Y el valor aproximado:

1
/ e“dr ~ (1 —0) e’ = 1.6487
0

Aqui el error es menor de lo que cabria esperar, puesto que la funcion aprorimada no se ajusta
bien. Pero hay un efecto de compensacion: el error que suma por la izquierda lo resta por la

derecha, como se puede ver en la figura[3.

Ejemplo 5.9 Deducir la formula de Newton-Cotes abierta con dos nodos.

Equivale a sustituir, dentro de la integral, la funcion a integrar por el polinomio de interpolacion
de grado uno, que pasa por dos puntos a 1/3 y a 2/3 de la funcion en el intervalo. Es decir,

sustituimos la funcion por una recta e integramos. Estamos calculando el drea de un trapecio.

Los nodos serian:

b—a 2a+b b—a a+2b
= [Elzb— =

To=a+—g 3 3 3

Y la formula seria de la forma:

b
L/f@ﬂx%Aﬁ(%;b)+AJ(ag%)

Calculamos Agy:

h

b b —x t 3 b—a
Aoz/aﬁo(x)da::/a :Uo_xlld:c:(t:x—xl, h:$1—ﬂfo):/2h_—hdt:§h: )

Como el grado de precision de la formula ha de ser al menos uno, sabemos que ha de ser exacta
para f(x) =1y [(z)=u.



12  Derivacién e integracién numérica

b
exacta para  f(z) = 1 <:>/da::A0+A1 es decir, Ao+ A1 =b—a

b—a_b—a

Al = (b—(l)— 5 5

Lo formula es:

/abf(a:)da:zb;a {f <2a3+b) +f<a—|;)2b)]

Se demuestra que no es exacta para f (x) = x* y por tanto el grado de precision es exactamente

uno.

5.4. Foérmulas de cuadratura de Newton-Cotes compuestas

Aunque vemos que, en general, la formula de Simpson proporciona un error menor que la regla
de los trapecios, y esta a su vez proporciona un error menor que la regla del punto medio, al
aumentar el nimero de nodos de las férmulas simples, el error no tiende a cero. Una alternativa
para disminuir el error es aumentar el nimero de nodos utilizando las féormulas compuestas.
Estas se obtienen dividiendo el intervalo [a,b] en n subintervalos y aplicando a cada uno de
estos subintervalos una féormula de cuadratura sencilla, ya que asi se reducira considerablemente

el error.

5.4.1. Trapecios compuesta

20F 7

m— fUNCION
18[ | = = = aproximacion

16

14

12

10

N o e e s s s

15 25 3

Figura 6: Regla del trapecio compuesta con n = 3 para fOB e*dx

Dado [a,b] y n > 1 sea h = b’Ta y definimos z; =a+1ih i=0,...,n
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rg = a, r1=a+h, x3=a+2h,..., x,=a+nh=0>b

En cada intervalo [z;, z;11] se sustituye la funcién integrando f por el polinomio de grado uno

Py;, es decir, por la recta que pasa por los puntos (z;, f (z;)) v (xiv1, f (zig1))

/$i+l f(z)dr = /gﬁi+1 Pyi(z)dr = g [ (i) + [ (wig2)]

i

b — [T —h h —
/ fwde = 3 / - f@)de s §[f<xi>+f<xi+1>]:§[f(xo>+22f<xi>+f<xn> =

Ejemplo 5.10 Calculemos la integral f03 e*dx que aparece en la figura @ y comparemos el re-
sultado con el obtenido con la regla de los trapecios simple, de la figura [3. El valor exacto

era: 5
/ e“dx = 19.0855
0

Dividiendo en 3 subintervalos, como la formula es de Newton-Cotes los nodos tienen que estar

wgualmente separados y serdn:
a=x0=0, x1=1 20=2 y ax3=0=3

Y el valor aprozimado:

/0 f@)de ~ % [F(0) 4+ 20/ (1) + £ (2)) + F (3)] = 0.5(c° + 2(e! + %) + %) = 20.6501

Vemos que el resultado ha mejorado mucho respecto al de la formula simple, como era de

esperar, puesto que en intervalos menores, la recta es una mejor aproximacion. El error es:

E = 20.6501 — 19.0855 = 1.5646

que es menor que 2.5, como habiamos previsto en el ejemplo 5.6.

Error de la férmula de los trapecios compuesta

(b —a)h?
12

En el caso de la integraciéon numérica el error de redondeo no aumenta al disminuir h y aumentar

EI?:_ f”(C), CE(CL,Z))

el nimero de operaciones. Por ello se dice que este procedimiento es estable cuando h tiende a

0, al contrario que la diferenciacién numérica.
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Ejemplo 5.11 El error previsto en el caso del ejemplo anterior seria:

3—-0)12 3
%‘f” (C) ‘ < Ee?’ = 5.02

que es una prediccion cierta aunque menos ajustada que la que hicimos en el ejemplo 5.6.

|y | =

5.4.2. Simpson compuesta

25

T T
m— fUncion
= = = gproximacion

Figura 7: Regla del Simpson compuesta con m = 2 para f03 e“dx

Vamos a aplicar la féormula simple de Simpson m veces. Para ello dividimos [a,b] en n = 2m

intervalos iguales. Es decir, dado [a,b] y n > 1 sea h = I’_T“ y definimos x; =a+ih 1=0,...,n

rg = a, xT1=a+h, x9=a+2h,... x,=a+nh=0>b

Los subintervalos de la particién seran [z, xa], [T2, 4], ..., [Tom_2, Tom]| ¥ los puntos medios de

los mismos x1, 3, ..., Tom_1.
En cada intervalo [x9;_o, 9] se sustituye la funcién integrando f por el polinomio de grado
dos Py;, es decir, la pardbola que pasa por los puntos (9o, f (22;-2)), (T2i—1, f (T2i-1)) ¥

(x9i, f (x9;)) vy se tiene:

e [ Paade = 5 ) + 45 i) + (o)
b m 2 m h
[t = 30 [ pa)dn = Y5 o) + 4 () + Flan)) =
3 |f(a)+ 2Zf($2z‘) + 4Zf($2i—1) + /()
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Ejemplo 5.12 Calculemos la integral f03 e*dx que aparece en la figura [l y comparemos el re-

sultado con el obtenido con la regla de sipson simple, de la figural{. El valor exacto era:

3
/ e“dr = 19.0855
0

Dividimos en 2 subintervalos, y luego cada uno de ellos en otros 2 otra vez. Fs decir, en
4. Como la formula es de Newton-Cotes los nodos tienen que estar igualmente separados y

h=3/4=0.75:
a=x9=0, x1=075 zo=15 x3=225 y x4=b=3

Los nodos de los extremos, a y b suman con peso, o factor 1. A los interiores, si son pares, en
este caso x, se les multiplica por 2 y si son impares, es decir x1 y x3 se suman y se multiplican

por 4. Es decir, el valor aproximado:

3
h
/Ofe TR g

0,75
3

@)+ 23 Flea) + 43 ) + 50

f(a) + QZf(fb’zz‘) + 4Zf(56’2i—1) + f(b)

= 0.25 [* + 26" + 4(e" + €™) + €] = 0.25 [¢” + 2e"® + 4(e"™ + *P) 4 €*] = 19.1170

que mejora el resultado de la formula simple, como era de esperar.

Error de la férmula de Simpson compuesta

(b—a)h?

E}=—
h 180

f (), ce(ab)

5.5. Otras féormulas de cuadratura

Para disminuir el error de las férmulas de cuadratura, ademas de usar mas puntos para generar
el polinomio de interpolacién que aproxima a la funcién (punto medio, un punto; trapecios, dos
puntos; Simpson, tres puntos...) y de dividir el intervalo de integracién en subintervalos como

se hace en las féormulas compuestas, se usan otras estrategias como:

= En las férmulas de cuadratura gaussianas, los puntos no se escogen igualmente

separados, sino que se escogen de forma que el grado de precision sea maximo.

= Los métodos adaptativos de cuadratura hacen depender h del grado de variacién de
la funcion: en las zonas de mayor variabilidad o con mayor pendiente se toman h menores.

Es decir, usan un paso que se adapta a la funcion.

= La integracién de Romberg usa la regla del trapecio compuesta para obtener una
primera aproximacion de la integral y luego combina estos resultados para obtener otros

MAs Precisos.
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5.6. Ejercicios

Ejercicio 5.1 Calcular usando la formula del punto medio:

[ rwan=0-ar ()

1
/ xdx
0

Calcular la integral exacta y dar el error. Dibujar el darea exacta y aproximada y explicar el

la integral:

error.

Ejercicio 5.2 Usando la regla del trapecio compuesta con tres subintervalos, calcular:

1
/ 22dx
0

Calcular la integral exacta y el error. Hacer un dibujo del drea exacta y la aproximada.

Ejercicio 5.3 Usando la regla de Simpson calcular:

1
/ 2dx
0

Calcular la integral exacta y calcular el error. ;Qué curva utiliza para aprozimar la funcion la

regla de Simpson? ;Como explicarias el error?

Ejercicio 5.4 Dada la integral:

/ e dr = /7 ~ 1.77245

oo

Aproximar la integral de forma que el resultado sea exacto hasta las décimas, usando la formula
de los trapecios compuesta ;Cudntos subintervalos son necesarios? (Indicacion: se puede tomar

un intervalo menor que (—oo,00), por ejemplo [—2,2])

Ejercicio 5.5 Supongamos que la formula de la integracion numérica

/_ F@)de = Aaf(=1) + A1 f(0) + Aaf(1)

es de tipo interpolatorio. Determinar los coeficientes (pesos) de la formula utilizando las con-
diciones del grado de precision. ;Cudal es el grado de precision de dicha formula? Razonese la
respuesta. Calcular la integral si f(x) = coshx. 5Con qué curva crees que hemos interpolado la

funcion para aprorimar su integral?

Ejercicio 5.6 Calcular los nodos y los pesos de la formula de Newton-Cotes abierta con dos
nodos para el intervalo [—1,1]. Determinar su grado de precision. Calcular la integral si f(x) =

coshx. ;Con qué curva crees que hemos interpolado la funcion para aprozimar su integral?
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Ejercicio 5.7 1. Obtener xq para la formula de cuadratura
1
/ f(x)dx ~ 2f(xg)
—1

tenga grado de precision al menos uno. ;Cudl es su grado de precision?

2. Obtener xg y x1 para que la formula de cuadratura
1
[tz = o) + £
—1

tenga grado de precision al menos dos. ;Cudl es su grado de precision? ;Es de Newton-
Cotes?

3. Usar la formula obtenida anteriormente para calcular un valor aprorimado de:

/_2 (z° + 1)dx

2

realizando previamente un cambio de variable adecuado. ;Qué error se comete al aplicar

dicha formula en este ejercicio?. Justificar la respuesta sin hacer la integral exacta.

Ejercicio 5.8 1. Aproximar mediante las reglas del trapecio y de Simpson el valor de la

integral
3
I= / (2° + 1)dz
0

2. Comparar los valores aprorimados con el valor exacto. ;Se podria haber predicho alguno

de los errores?

3. Utilizando la regla de los trapecios compuesta para aproximar I, ;qué numero de subin-

tervalos serd suficiente para que el error, en valor absoluto, sea menor que 10762

1 2
[:/ e dx
0

1. Obtener el valor aproximado de la integral mediante la regla del trapecio compuesta con

Ejercicio 5.9 Sea la integral:

dos subintervalos. Acotar el error en valor absoluto usando la formula del error.

2. Determinar el numero n de subintervalos de modo que la regla del trapecio compuesta

aprozime el valor de I con un error menor que 107°.

21
log2:/ —dx
Lz

y damos como dato que si f tiene derivada cuarta continua en [a,b] entonces el error de la

Ejercicio 5.10 FEs conocido que

formula de Simpson compuesta viene dado por:

b—a)ht

g = - w0 ) e )
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1. Aproximar el valor de log2 mediante la formula de Simpson compuesta que utiliza dos
subintervalos (es decir, cinco nodos) y acotar el error en valor absoluto usando la formula

del error. Comparar esta cota con el error verdadero.

2. Determinar el nimero total de nodos que seran suficientes para que la formula de Simpson

compuesta proporcione un valor aprorimado de log?2 con un error menor que 1074,

Ejercicio 5.11 Si se utiliza la regla de los trapecios compuesta para aprorimar:

2
I:/ In?(z)dx
1

4 Qué nimero de subintervalos serd suficiente elegir para que el error fuese menor que 10732

Ejercicio 5.12 1. Encontrar las constantes Ay, A1, 1 de modo que la formula de cuadra-

tura simple: X
| e = 40 0) + Aufan)
0

tenga el grado de precision mds alto posible. ;Cudl es el grado de precision? ;Es una

formula de Newton-Cotes?

2. Realizar un cambio de variable en la integral

2
/ (14 e *)da
0

para poder utilizar la formula obtenida anteriormente y calcular de esa manera una apro-

ximacion del valor de dicha integral.

5.6.1. Figuras

—EXacta

0.9r = = = aproximada

0.8

0.7F

0.6

(I I I .

0.4

0.3F

0.2

Figura 8: fol xdx, integral exacta y aproximada con la regla del punto medio simple
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funcién
1 = = = gproximacion

12 T T T T T T T T

= funcion
P el = aproximacion

0.8r

0.6

0.4r

0.2f

= fuUnCioN
= = = gproximacion

Figura 11: Regla de los trapecios compuesta con n =1, n = 2 y n = 3 para ffz e~ dx
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4 T T T T T T T
exacta
= = = aproximada

Figura 12: Calculo de f_22 cosh(z)dz usando la férmula obtenida

1.6

— exacta

14} = = = aproximada

1.2f

0.8

0.6

0.4F

0.2

Figura 13: Calculo de fjl cosh(z)dz usando la férmula obtenida

—— exacta
451 = = = aproximada

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 14: Céleulo de [, (22 + 1)dz usando la férmula obtenida
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251

201

151

101

—EXacta
= = = aproximada trapecios
= = = aproximada Simpson

0.9F

0.8

0.7

0.6

0.5F

0.4F

0.3F

— exacta
= = = aproximada |{

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6

0.7

0.8 0.9 1

Figura 16: Calculo de fol e~**dz usando la férmula del trapecio con dos subintervalos

1.4

1.2r

= = = aproximada

Figura 17: Calculo de ff %d:c usando la formula del Simpson con dos subintervalos
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—eXaCta
0.5
= = = gproximada

Figura 18: Calculo de ff In*(z)dx usando la férmula del los trapecios con 13 subintervalos

3

— . . . . . . . .
S —— exacta
18} Se = = = aproximada |{

16 BN
14}

1.2f

0.8 ~
0.6
0.4F

0.2

Figura 19: Calculo de f02(1 + e~*")dz usando la férmula obtenida
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