5. Derivacion e integracion numeérica

5.1. Ejercicios

Ejercicio 5.1 Calcular usando la formula del punto medio:

[ rwar=0-ar (442

1
/ xdx
0

Calcular la integral exacta y dar el error. Dibujar el darea exacta y aproximada y explicar el

la integral:

error.

Solucion

La integral aproximada es:
1
0+1 1
/ vde e (1—0)= = 2
0 2 2

Mientras que la integral exacta es:

Por lo tanto el error es:

Como vemos en la figura, aunque integramos funciones distintas, los errores se compensan,

— exacta

0.9F = = = aproximada
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Figura 1: fol xdx, integral exacta y aproximada con la regla del punto medio simple

porque el error que introducimos al tener en cuenta el area del tridngulo que anadimos por la

derecha, lo quitamos luego, al no tener en cuenta el area del tridngulo de la izquierda.
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Ejercicio 5.2 Usando la regla del trapecio compuesta con tres subintervalos, calcular:

1
/ 22dx
0

Calcular la integral exacta y el error. Hacer un dibujo del drea exacta y la aproximada.

Solucion

Si usamos la regla compuesta del trapecio:

b b—a
/a f(z)de ~ ( 5

_ 2 _ 1 2 .
conn =3, f(z) =2, a=0,b=1entonces v, = 3, o = 3 y:

[~ 2| (5) + ()

(2)(3)

v S\ B0 1
de=(%) == —-==2-=0,333

frroe=(5), 75550

E=0,352— 0,333 =0,019

0242

Y el valor exacto es:

Y el error:

Otra forma de hacer lo mismo podria ser usar de forma repetida la férmula simple:

T T T T T
m— funcion
1 = = = gproximacion

Figura 2: fol x?dx, integral exacta y aproximada con trapecios compuestos con n = 3

[ tarn =25 £ @)+ 1 )

Dividimos la integral en tres y aplicamos tres veces la féormula simple:

2

1 1 2 1
/ 22dr = / 22dx +/ 22dx +/ 22dr ~
0 0 1 2

3

o=
M
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1 2 2 1 2 2] 2 2
1-0 1 22 |/1 2 1-2 2
%3 02 - 3 3 - = 3 12 “ —
2 + 3 + 2 3 + 3 + 2 + 3
(1) 1?2\’ 1 19
=32 10242 = = 1| = = =0,352
2 + 3 + 3 + 54 3

Ejercicio 5.3 Usando la regla de Stmpson calcular:

1
/ 2dx
0

Calcular la integral exacta y calcular el error. ;Qué curva utiliza para aprozimar la funcion la

regla de Simpson? ;Como explicarias el error?

Solucion

El valor exacto es:

T T T
= funcion
P el = aproximacion

Figura 3: fol x3dx, integral exacta y aproximada con Simpson simple

1 a4\ 1 4 4
1 0 1
Bgr = (L) == — 2 =2 _0.25
/Ox T\T), T T
La férmula de Simpson es:

[ =t 1@ v ar (52) + s )]

Y aplicando esta formula al calculo de la integral:
! 1-0 0+1Y)° 1
Sde ~ —— |(1)° +4 | —— 1)*| ==
/0 x’dx c (1) + ) + (1) 1

Graficamente, podemos decir, que como en el ejercicio 5.1l y como se ve en la figura 3 los

Y el error es cero.

€rrores se compensarl.
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De forma mas rigurosa, el error de la férmula de Simpson es:

5
BS = —%f@) (¢), c€(ab)

Y para f(z) = 2° se tiene que para cualquier ¢, f® (¢) = 0 y por lo tanto el error es 0. Es

decir, la férmula de Simpson tiene precisién al menos tres.

Ejercicio 5.4 Dada la integral:

/ e dr = /7 ~ 1,77245

o0

Aproximar la integral de forma que el resultado sea exacto hasta las décimas, usando la formula
de los trapecios compuesta ;Cudntos subintervalos son necesarios? (Indicacion: se puede tomar

un intervalo menor que (—oo,00), por ejemplo [—2,2])

Solucion

Vamos a utilizar la aproximacion:

& 2 2 2
/ e Vdr ~ / e “dx
—0o0 —2

Vamos a hacerlo usando de forma repetida la férmula simple:

b b—a
[ Hardn =250 £ @)+ £ )

Conn=1:

0.8}

0.6

0.4

= fuUNCiON
= = = gproximacion

0.2r

Figura 4: Regla de los trapecios compuesta con n =1, n =2 y n = 3 para f_22 e dx

2 2 — (-2
/ e dr ~ # [6_(_2)2 + 6_22] =0,073

2

No vale. Con n = 2:
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~ 0-(=2) _5_2) [e_(_Q)Q + 6_02} + 2 ; 0 |:6_22 + 6_02] = 2,036

No vale. Con n = 3:

9 _2 2 2
9 3 2 3 2 2
/ e " dx :/ e daz+/ e " da:+/ e dr ~
) -2 —% %
2 2 2 2
~ %(_2) [e*@zf + e*<—§>2] +3— _é_g) [6’(*%? + e*@ﬂ 2 ; : [6’(2” + e’gj =1,734

Y este si que vale.

Ejercicio 5.5 Supongamos que la formula de la integracion numérica
2
flx)de ~ Ao f(—1) + A1 f(0) + A2 f(1)
-2

es de tipo interpolatorio. Determinar los coeficientes (pesos) de la formula utilizando las con-
diciones del grado de precision. ;Cudl es el grado de precision de dicha formula? Razonese la
respuesta. Calcular la integral si f(x) = coshx. 5Con qué curva crees que hemos interpolado la

funcion para aprorimar su integral?

Solucion

Para que tenga precisiéon 0, la formula ha de ser exacta para f(z) = 1:
/_22 ldr = Ag (1) + A1 (1) + A2 (1)
Para que tenga precisién 1, ademas, la férmula ha de ser exacta para f(xr) = z cumplir:
/22 wdr = Ag (1) + Ay (0) + Az (1)
Y para que tenga precisién 2, ademés, la férmula ha de ser exacta para f(z) = 2* cumplir:
/2 w?dr = Ay (—1)* 4+ A, (0)* + Ay (1)
-2

Ahora tenemos un sistema lineal de 3 ecuaciones con 3 incognitas:

A0+A1—|—A2 — 4

—Ag+A4 = 0
AO + AQ = ?
Cuya solucién es Ay = Ay = % y A = —%. Y por lo tanto la férmula queda:

[ s@yte = 211 = 3100+ 3)

Por su construccion, sabemos que tiene precision al menos 2. Veamos cual es la precisién. Para

ver si tiene precisién al menos 3 probamos con f(z) = x3:

2 3 » 8 5 4.3 3
/2x dng(—l) —5(0) + —(1)
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Operando:
0=—2+0+7
Y tiene precisién al menos 3. Veamos precisién 4 con f(z) = z*:
2
[ e L 50 =30+ 5
Operando: o s q
573 73

Por lo tanto, el grado de precisién de la férmula es 3.

— exacta

= = = aproximada

Figura 5: Célculo de fi cosh(x)dz usando la férmula calculada

2
4
/ cosh(z)dzr ~ 2 cosh(—1) — 3 cosh(0) + g cosh(1) = 6,89

-2
El resultado exacto es mayor, como se puede ver en el dibujo.

2
/ cosh(x)dz = sinh(z)?, = 7,25

2

Y el error es £ = 0,35

La curva que interpola, como usamos tres puntos, es una parabola.

Ejercicio 5.6 Calcular los nodos y los pesos de la formula de Newton-Cotes abierta con dos
nodos para el intervalo [—1,1]. Determinar su grado de precision. Calcular la integral si f(z) =

coshz. sCon qué curva crees que hemos interpolado la funcion para aproximar su integral?

Solucion
Por ser de Newton-Cotes abierta en el intervalo [—1,1] hemos de tomar dos nodos a igual
distancia entre si y de los extremos, es decir, como el intervalo mide 2 habran de estar separados

% y seran xy = —é VX = é y la formula sera de la forma:

[ (4) s ()
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Razonando como en el ejercicio anterior, planteamos el sistema:

flz)=1 f_il lde = Ag(1)+ A (1)
@)=z Jowde = Ay (=3) + A (5)
Y operando, tenemos:
AO —|— A1 == 2

—éAO + %Al - O

Y resulta Ag = A; = 1. Y para el intervalo [—1, 1] la férmula abierta de Newton-Cotes con dos

11 fw)de ~ f (—%) i (é)

Para que tenga precisién 2, ademds, la férmula ha de ser exacta para f(z) = 2% y cumplir:

[ (5) +(5)

nodos es:

Pero no es asi, puesto que:

Por lo tanto, el grado de precisién de la férmula es 1.

1.6

14} = = = aproximada

1.2

1l
0.8
0.6

0.4F

0.2

Figura 6: Calculo de f_ll cosh(x)dz usando la férmula obtenida

2 1 1
/ cosh(x)dz ~ cosh (——) + cosh (—) =2,11
» 3 3

1
/ cosh(z)dxr = sinh(z)', = 2,35

1

El resultado exacto:

Y el error es £ = 0,24

Ejercicio 5.7 1. Obtener xq para la formula de cuadratura
1
/ f(x)dx ~ 2f(xg)
—1

tenga grado de precision al menos uno. ;Cudl es su grado de precision?
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2. Obtener xg y x1 para que la formula de cuadratura
1
[tz = fao) + s
—1

tenga grado de precision al menos dos. ;Cudl es su grado de precision? ;FEs de Newton-
Cotes?

3. Usar la formula obtenida anteriormente para calcular un valor aprorimado de:

/_ (@ + 1)da

2

realizando previamente un cambio de variable adecuado. ;Qué error se comete al aplicar

dicha formula en este ejercicio?. Justificar la respuesta sin hacer la integral exacta.

Solucion

1. Para que tenga precisiéon al menos 1, la férmula fjl f(z)dz ~ 2f(x) ha de ser exacta
para f(z) =1y f(z)=a

flz)=1 [fde = 2(1)
flx)==z f_ll xdxr = 2xg
Y tenemos las ecuaciones: ) )
0 = 2[L‘0

Por lo tanto, xqg = 0 y la férmula queda:

/_1f(:1:)da: ~ 2f(0)

que es la férmula del punto medio para el intervalo [—1, 1]. Veamos si tiene precisién 2.

Tendria que ser exacta para f(x) = z?2. Pero:

/ i+ 907

1

Por lo tanto la férmula tiene precision 1.

2. Tendrfa que ser exacta para f(z) =1, f(z) =2y f(z) = 2%

[fde = 1+1
f_ll rxdr = x9+ 11
_11 r?dr = zi+ 23
Es decir:
2 = 1+1
0 = Xo + X1
2 = af+ai
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Resolviendo el sistema obtenemos xy = —% y T = %, con lo que la féormula de cuadra-

o1 (55) 1 (35)

Veamos si tiene precision 3:

[ () ()

Y como % # 0, la férmula calculada tiene precisién 2. Esta férmula tiene mayor precisién

tura es:

que la regla de los trapecios, que con 2 nodos, tiene precision 1.

No es una férmula de Newton-Cotes porque, contando los extremos del intervalo, no tiene

los nodos igualmente separados.

3. Vamos a hacer un cambio de variable lineal que pase del intervalo [—2, 2] a [—1, 1]. Sera de

—— exacta
451 = = = aproximada

3.5F
25F

15F

0.5F

Figura 7: Célculo de fEQ(xQ + 1)dx usando la férmula obtenida

la forma x = mt + n:

Si z=—-2 entonces t=—1 —2=-m-+n
Si z=2 entonces t=1 2=m-+n

con lo que m =2 y n =0 y el cambio de variable es x = 2t y dx = 2dt:

/Z(x2+1)d9€2/11((2t)2+1)2dt22 [(2 (_\/%))QH (2%)2“

La solucion es exacta, y el error es cero, porque el integrando es un polinomio de grado

+ =9,33

dos y el grado de precisién es dos. Mirando el dibujo, vemos que es otro caso donde los

errores se compensan. (Nota: los nodos para el intervalo [—2, 2] son zq = —% y T = %)

Ejercicio 5.8 1. Aproximar mediante las reglas del trapecio y de Simpson el valor de la

integral

3
[:/ (2° + 1)dz
0
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2. Comparar los valores aprorimados con el valor exacto. sSe podria haber predicho alguno

de los errores?

3. Utilizando la regla de los trapecios compuesta para aproximar I, ;qué numero de subin-

tervalos serd suficiente para que el error, en valor absoluto, sea menor que 107672

Solucion

30

— exacta ]
= = = aproximada trapecios -

251 = = = aproximada Simpson -

201 - ¢,

15} e y

10+ . ’,

L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 8: Calculo de fog(az?’ + 1)dx usando la férmula del trapecio y la de Simpson

1. La férmula de los trapecios es:

Y aplicandola:
3
/ (2 + D)o ~ 2= [(03 4 1) + (3 4 1))] = 43,50
0

2. La férmula de Simpson es:

La aplicamos
3 3-0
/ (@ + Vo 222 [(0° 4 1)+ 4(L5° 4 1)) + (3 + 1)) = 23,25
0

El valor exacto es el dado por la férmula de Simpson, porque esta es de precision tres y

estamos integrando un polinomio de grado tres.

3. El error de la féormula de los trapecios compuesta es:

b—a)h?

g =L e
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Como f(z) = z* tenemos que f”(c) = 6¢ que para ¢ € (0,3), como en ese intervalo
la derivada segunda es creciente, |f” (¢)| < 6(3) = 18. Teniendo ademds en cuenta que
h = b_T“ donde n es el nimero de subintervalos y usando la formula del error:

(3-0) (&2

2
El = —")18 <107
7| > <

Es decir: 3(3)218
2 <1078
12n2 — 10
Y despejando n:
2 6
3(3)218(10) <
12 -

Que es 6363,96 < n. Es decir, para garantizar, con este criterio, que el error es menor

n

que 107, necesitamos al menos 6364 subintervalos. Esta es una condicién suficiente, no

necesaria.

Ejercicio 5.9 Sea la integral:
1
I = / e dx
0

1. Obtener el valor aprorimado de la integral mediante la regla del trapecio compuesta con

dos subintervalos. Acotar el error en valor absoluto usando la formula del error.

2. Determinar el niumero n de subintervalos de modo que la regla del trapecio compuesta

aprozime el valor de I con un error menor que 1075,

Solucion

1. Si usamos la regla compuesta del trapecio:
b
b
/ f(z)dx ~ (b—a)

conn =2, f(z) = 6_”52, a=0,b=1 entonces ; = % y:

F @)+ 25" F ) + 1)

2n ,
=1

v 1-2 > > >
/ e Vdr ~ ( ) |:6_0 + 2709 4 ¢! } =0,7314
0

Estimemos el errorusando la formula del error de los trapecios compuesta:

(b —a)h?

El = —
h 12

f"(e), ce(a,b)

Como f(z) = e tenemos que f” (c) = e~ (4c® — 2). Estudiemos el maximo en valor

absoluto en el intervalo [0, 1] de esta funcién.



12  Derivacién e integracién numérica

— exacta
= = = gproximada |{

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 9: Célculo de fol e~ dz usando la férmula del trapecio con dos subintervalos

Su derivada es f” (¢) = e < (12c — 83) que se anula en 1,22474, —1,22474 y 0. Es
decir, fuera de nuestro intervalo. Por lo tanto el maximo estard en un extremo. Como
f7(0) = =2y f"(1) = 0,73 el méximo en valor absoluto es 2 y |f”(¢)| < 2. Teniendo
ademas en cuenta que h = I’_T“ donde n es el nimero de subintervalos y usando la férmula
del error:

(1-0) (5’

12

Y sabemos que al menos una cifra decimal es exacta.

|EF| < 2=0.042 < 0.1

El valor exacto es 0, 7468, el valor aproximado 0, 7314 y efectivamente, una cifra decimal
es exacta. Y no hay dos cifras decimales exactas, por lo que en este caso, la estimacion

del error fue muy buena.

. Usando la férmula del error:

2
(1-0)(2) B
ET — n 2 < 10 6
EF) el o<
Es decir:
1<1)22 <1076
12n2 —
Y despejando n:
2(10)6
<
="

Que es 408,2 < n. Es decir, para garantizar, con este criterio, que el error es menor
que 1075, necesitamos al menos 409 subintervalos. Esta es una condicién suficiente, no

necesaria.

Ejercicio 5.10 FEs conocido que

21
logQ:/ —dx
L

y damos como dato que si f tiene derivada cuarta continua en [a,b] entonces el error de la

formula de Simpson compuesta viene dado por:

b—a)ht

g = - e e )
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1. Aproximar el valor de log2 mediante la formula de Simpson compuesta que utiliza dos
subintervalos (es decir, cinco nodos) y acotar el error en valor absoluto usando la formula

del error. Comparar esta cota con el error verdadero.

2. Determinar el numero total de nodos que serdn suficientes para que la formula de Simpson

compuesta proporcione un valor aprorimado de log?2 con un error menor que 1074,

Solucion

T T T
—— exacta
= = = aproximada

Figura 10: Calculo de ff %d:c usando la formula del Simpson con dos subintervalos

1. Dividimos [1,2] en 2 subintervalos, y luego cada uno de ellos en otros 2 otra vez. Es
decir, en 4. Como la férmula es de Newton-Cotes los nodos tienen que estar igualmente
separados y h = 1/4 = 0, 25:

a=x9=1, x1=1,20 a29=1,5 23=1,70 y x4=0=2

Los nodos de los extremos, a y b suman con peso, o factor 1. A los interiores, si son pares,
en este caso xo, se les multiplica por 2 y si son impares, es decir 1 y x3 se suman y se

multiplican por 4. Es decir, el valor aproximado:

3
h
/Ofe T 3

0,25
3

@)+ 23 Flea) + 43 ) + 50

f(a)+ QZf(fE%) + 4Zf($2i—1) + f(0)

N e B T R Y (i I e
3 |la Tz T T3 bl 3 |1 1,5 1,25 1,75 21 7

El error de la férmula de Simpson compuesta es:

(b—a)h?

S —_ Y/
h 180

f (), ce(a)
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Como f(z) = 1/z tenemos que ¥ (¢) = 24/c® que para ¢ € (1,2), como en ese intervalo

la derivada cuarta es decreciente, |f% (c)| < 24/1 = 24. Usando la férmula del error:

0,254

|EY) < 5 (2 —1)°24 = 0,0005 < 0,001

Y el error es menor que una milésima y tiene tres cifras decimales exactas. El valor exacto
es 0.6931, el valor aproximado 0.6933 y efectivamente, tres cifras decimales son exactas.
Y no hay cuatro cifras decimales exactas, por lo que en este caso, la estimacion del error

fue muy buena.

2. El error de la férmula de Simpson compuesta es:

b—a
gy = Lm0 o (o) o (aty
Comoh:b’Ta
s__(b_a)5 (iv)

|7 <

1
180n*

240000 1 .
180

Por lo tanto 6,04 < n y si tomamos n = 8 (y como n = 2m) m = 4 subintervalos,

Despejando n:

garantizamos que el error sea menor que 0,0001. n = 7 no vale porque tiene que ser par.

Ejercicio 5.11 Si se utiliza la regla de los trapecios compuesta para aprorimar:

2
I:/ In?(z)dx
1

4 Qué nimero de subintervalos serd suficiente elegir para que el error fuese menor que 10732

Solucién
La férmula del error de los trapecios compuesta:

(b —a)h?

El = —
h 12

f"(e), ce(a,b)

Como f(z) = In*(z) tenemos que f” (c) = 2222, Estudiemos el maximo en valor absoluto en

el intervalo [1,2] de esta funcién.

Su derivada es [ (c) = 268 que se anula en 4,48. Es decir, fuera de nuestro intervalo. Por
lo tanto el maximo estard en un extremo. Como f”(1) =2y f”(2) = 0,15 el maximo en valor
absoluto es 2 y | f” (¢) | < 2. Teniendo ademds en cuenta que h = =% donde n es el nimero de
subintervalos y usando la férmula del error:

(2 2—1

—1) (&L 2
BT < #2 < 0,001
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— CXACtA
05 .
= = = gproximada

Figura 11: Célculo de ff In*(2)dz usando la férmula del los trapecios con 13 subintervalos

Y
ET < < 0,001
Despejando n:
2000 -
— <n
12

Es decir 12,9 < n y necesitamos n = 13 subintervalos para garantizar un error menor que una
milésima. (De hecho el valor exacto es 0, 1883 y el valor aproximado con n = 13 es 0, 1887 y

vemos que aproximamos de forma exacta tres cifras decimales)

Ejercicio 5.12 1. Encontrar las constantes Ay, A1, 1 de modo que la formula de cuadra-

tura simple: )
/0 f(z)dz ~ Agf(0) + Ay f(z1)

tenga el grado de precision mds alto posible. ;Cudl es el grado de precision? ;Es una

formula de Newton-Cotes?

2. Realizar un cambio de variable en la integral

2
/ (14 e *da
0

para poder utilizar la formula obtenida anteriormente y calcular de esa manera una apro-

ximacion del valor de dicha integral.

Solucion

1. Como hay tres incognitas, Ay, A y xg, vamos a imponer tres condiciones: que la formula

sea exacta para f(z) =1, f(z) =z y f(x) = 22

Jilde = Ap(1) + A(1)
[Fade = Ay(0) + Ay (xo)
Jo ?dz = Ag(0%) + Ay(x)
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Es decir:
1 = AO + Al
1/2 = All’o
1/3 = Ay(zg)
Y resolviendo este sistema tenemos que Ag = i, A = % y To = % La férmula queda:

[ 1= 10+ 2 ()

La féormula no es de Newton-Cotes porque, contando los extremos del intervalo, no tiene
los nodos igualmente separados.

Veamos su precision. Investiguemos si es exacta para f(z) = z*:

1 ) 1 3 3
3d - - 3 e
/OZL‘ZL‘ 4(0)+4()

f
2
3
Y como:

el grado de precision de la férmula es dos, que no estda mal, teniendo en cuenta que la

formula de los trapecios, con dos nodos, tiene precision uno.

2. Vamos a hacer un cambio de variable lineal que pase del intervalo [0, 2] a [0, 1].

— . . . . . . . .
S —— exacta
18} Se = = = aproximada |{
~

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 12: Calculo de f02(1 + e *")dz usando la férmula obtenida

Serd de la forma xz = mt + n:

Si =0 entonces t=0 O0=n
Si =2 entonces t=1 2=m

con lo que m =2y n =0y el cambio de variable es x = 2t y dz = 2dt:
2 > ! 2 1 2, 3 >
/ (1+e*)dr = / (1+ e ®)2dt ~ 2 yiLhs e~ O)%) 4 yiLhs e~ =2 7535
0 0

Nota: La solucién es exacta es 2,8821. Los nodos para el intervalo [0,2] son 5 = 0y
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