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Ejemplo 

Ensayos en laboratorio que miden, con un cierto error, 

la permeabilidad de un material para diferentes 

presiones 

Estimar su permeabilidad para presiones intermedias 

Determinar la “medida” de la aproximación y 

seleccionar la base de funciones 

– ¿Existencia y unicidad de solución? 

– ¿Buena aproximación? 
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Aproximación 

Aprender los diferentes tipos de aproximación 

dependiendo de la “medida” y su interpretación 

geométrica 

Entender la similitud entre el planteamiento de la 

minimización del error continua y discreta 

Comprender la generación de la aproximación por 

mínimos cuadrados y los cambios de variable para 

linealizar el problema 

Conocer las ventajas de los polinomios ortogonales para 

mejorar el condicionamiento del sistema  

Ser capaz de valorar la fiabilidad del ajuste usando 

gráficas o apreciaciones cuantitativas   
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Planteamiento 

Sustitución de una función (conocida o tabulada) por 

otra “próxima” más simple 

Función de ajuste como combinación de la base de un 

espacio funcional:  

 

 

– Funciones base: polinómicas, trigonométricas, …  

Tipos de aproximación: 

– Funcional: aproxima a otra función en un intervalo 

– Discreta (ajuste): aproxima un conjunto de datos 

Función de aproximación es la “más próxima” a la 

función o datos conocidos 

– ¿Cómo se mide la “proximidad” 

– Aproximación en espacios normados o cuasinormados 
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Medidas 

¿Cómo se mide la proximidad de un elemento a otro? 

Definición: Un espacio métrico es un conjunto M (a cuyos 

elementos se les denomina puntos) con una función distancia 

asociada (también llamada métrica)                              que 

satisface las siguientes propiedades 

 

 

 

 

 

– Si no cumple la última es un espacio pseudo-métrico 

Ejemplos: 

– Distancia trivial: d(x,y)=1 para puntos diferentes 

– Distancia euclídea (en un espacio vectorial de dimensión n): 

Pseudodistancia en los enteros: d(x,y)=resto(|x-y|,2) 

Habitualmente se trabaja con conjuntos que son espacios 

vectoriales normados sobre el cuerpo R 
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Normas 

Definición: Un espacio vectorial normado sobre un cuerpo K 

es un conjunto V (a cuyos elementos se les denomina 

vectores) con una función norma                                          

que satisface las siguientes propiedades 

 

 

 

 

 

– Si no cumple la última es un espacio pseudo-normado 

Ejemplos (sobre el cuerpo de los reales): 

 

 

 

  

 

Una norma siempre define una distancia 
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Producto escalar 

Definición: Un espacio vectorial prehilbertiano sobre un cuerpo K es 

un conjunto V (a cuyos elementos se les denomina vectores) con una 

función producto escalar                                                              que 

satisface las siguientes propiedades 

 

 

 

 

 

 

– Si el espacio vectorial es de dimensión finita se denomina euclídeo 

– Si no cumple la última propiedad es un espacio pseudo-prehilbertiano 

– En un espacio euclídeo el producto escalar viene asociado a una forma 

sesquilineal, hermítica y definida positiva  

– Si el cuerpo es R, entonces la forma es bilineal y definida positiva 

Ejemplos: 

  

 

Un producto escalar siempre define una norma  

Una norma a veces define un producto escalar 
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Minoración (minimización) del error 

Seleccionado el espacio funcional                      y el valor n, 

encontrar             que hagan mínima la distancia 

 

Para asegurar la existencia y unicidad de solución, se debe trabajar 

en espacios normados o prehilbertianos 

Tipos de aproximaciones: continua/discreta (norma/pseudonorma) 

– Mínimos cuadrados (norma 2)  

 

 

 

 

 

 

 

 

– Uniforme (norma infinito) 
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Representación (caso discreto) 

Aproximación Error Máximo Promedio 

Caso I MC 1.4839 (5) 2.3921 

Unif 1.1210 (5) 2.6870 

Caso II MC 17.1213 (6)  18.2036 

Unif  10.2395 (6)  28.3372 
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Representación (caso continuo): cos(x) 

Aproximación Error Máximo Area 

Caso I MC  0.6366 0.2976 

Unif  0.5000  0.3562 

Caso II MC 0.8493 0.3447 

Unif 0.7500 0.3757 
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  productos escalares 
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Obtención de la aproximación por M.C. 

Puesto que el error es siempre positivo, los valores para los que se 
alcanza el mínimo son iguales para   

 

 

Los puntos minimales verifican que las parciales son nulas 
 

 

 

Denotando por 

 

 

 

se obtiene 

 

 

 

que conduce a un sistema lineal cuya resolución calcula los coeficientes 
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Ponderación y pesos 

En ocasiones interesa que el error se minore más en una 

parte del intervalo (continua) o para ciertos puntos (discreta), 

para la que se introduce una función de ponderación o unos 

pesos, que deben ser siempre positivos 

 

 

 

 

Ejemplos de funciones de peso en un intervalo (extrapolable 

al valor en un punto)   

– Mayor importancia en el centro:  w(x)=exp(-x2) 

– Mayor importancia en los extremos  w(x)=1-exp(-x2) 
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Cuantificación del error 

Dada la función conocida y la de ajuste, el error viene dado por 

 

 

  

 

 

  

      pero ¿es grande o pequeño? 

 

 Es necesario un estudio estadístico que indique cuanta variación de 

y=f(x) explica la variable x: coeficiente de regresión 
  

             

       

      

2

0

22

1
1

22

, Error Cuadrático ,

Discreta: ,

Continua: ,

m

i i r

i

N
N

k k r k kk
k

b

r
a

f x x x S f x x f x x

x f x S f x x

a b S f x x dx

   










      


 


  








 Planteamiento  

 Ponderación 

 Valoración del error Media Varianza Coeficiente de regresión 

Discreta 

𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 𝑘=1
𝑁  

Continua

: [a,b] 
2

2 2 2

2
1

y x

y x r

y

S
r S S

S
   

2 2

2 2

2
1

1

y x r

y x

y

S S
r S

N mS
   

 

  
22

b

y
a

S f x y dx 

 
2

2 1

1

N

k

k

y

y y

S
N m






 



 
b

a
f x dx

y
b a






1

N

k

k

y

y
N






Métodos Numéricos por César Menéndez Fernández 

14 

Motivación 

Objetivos 

Temario 
 Introducción 

 Mínimos cuadrados 

Polinómica 

Trigonométrica 

 Uniforme 

Bibliografía 

Software 

Aproximación 

Aproximación polinómica por M.C. 

El espacio sobre el que se proyecta son los polinomios. 

Este espacio tiene infinitas bases, si bien la más conocida es 

la base canónica 

– B={1,x,x2,x3,x4,…xn} 

– B={(1-x) n,x(1-x) n-1,x2(1-x) n-2,x3(1-x) n-3,x4(1-x) n-4,…xn} 

– … 

Una base se denomina ortogonal cuando verifica 

 

 

Una base ortogonal es ortonormal cuando  

 

 

El sistema anterior se convierte en diagonal cuando la base 

es ortogonal, lo que lo hace muy sencillo de resolver. La 

dificultad se traslada a la obtención de la base ortogonal, ya 

que depende del intervalo (continua) o de los puntos 

(discreta) 

Los polinomios ortogonales se estudian de nuevo en 

integración numérica 
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Aproximación polinómica continua (I) 

Tomando la base canónica, y definido el intervalo [a,b] donde 
se desea aproximar la función, el sistema se escribe como: 
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Ejemplo: Obtener la mejor aproximación por mínimos 
cuadrados de la función constante f(x)=2 mediante funciones 
de la forma 0+ 1x+ 2x

2 en el intervalo [-2,2]. 
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Bibliografía 
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Aproximación 

Ej.1.-Aproximación polinómica continua (I) 

Ejemplo: Obtener la mejor aproximación por mínimos cuadrados de la 

función de Runge f(x)=(1+x2)-1 en el intervalo [-2,2] tomando la base {1,x}. 

Repetir el proceso tomando {1,x2} 
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Ej.1.-Aproximación polinómica continua (II) 

Ejemplo: Obtener la mejor aproximación por mínimos cuadrados de la 

función de Runge f(x)=(1+x2)-1 en el intervalo [-2,2] tomando la base {1,x}. 

Repetir el proceso tomando {1,x2} 
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Aproximación polinómica discreta por M.C. (I) 

Tomando la base canónica, el sistema se escribe como: 
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Ej.1.-Aproximación polinómica discreta 

Ejemplo: Obtener la mejor aproximación de la función constante 
f(x)=2 mediante funciones de la forma 0+ 1x+ 2x

2 por mínimos 

cuadrados discreta utilizando los puntos {-2,-1, 0 ,1, 2}. 
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Ej.2.-Aproximación polinómica discreta (I) 

Ejemplo: Obtener la mejor aproximación por mínimos cuadrados de la 

función de Runge f(x)=(1+x2)-1 tomando la base {1,x}y  utilizando los 

puntos {-2,-1, 0 ,1, 2}. Repetir el proceso tomando {1,x2} 
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Ej.2.-Aproximación polinómica discreta (II) 

Ejemplo: Obtener la mejor aproximación por mínimos cuadrados de la 
función de Runge f(x)=(1+x2)-1 tomando la base {1,x} y utilizando los 
puntos {-2,-1, 0 ,1, 2}. Repetir el proceso tomando {1,x2} 
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Factorización QR 

La matriz X esta «mejor condicionada» que XTX (es menos sensible a pequeños 

errores). En el ejemplo, el rango máximo de las matrices depende de  en el primer 

caso , frente a 2 en el segundo  

 

 

 

 

 

Teorema: Toda matriz Am n de rango máximo se puede factorizar como producto de 

una matriz ortogonal Qm m  por una matriz triangular superior Rm n (método de 

Householder) 

 

 

 

Como rango(Q)=rango(QT)=n, y las últimas (m-n) son de la forma 0=0, se simplifica 

el sistema anterior eliminando UT y quedando sólo con las primeras n ecuaciones 
 

 
 
 

 

2

2
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1 1 1
1 1 1

1 1 1

1 1 1

tX X X










 
  
      
    

 
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t t

t t t t t t tX X X Y
R Q QR R Q Y R R R Q Y

X QR


 

  
    

 

1 1

t t

n n n n m mR Q Y R Q Y        
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Factorización QR: Ejemplo 

 Polin.Ortogonales 

 Continua 

 Discreta 

 Factorización QR 

 Linealización 

1 1

0

1

2.2361 0 0.4472 0.6325 0.1450 0.3318 0.5186

0 3.1623 0.4472 0.3162 0.6290 0.4639 0.2987

0 0 0.4472 0 0.7395 0.3231 0.3857

0 0 0.4472 0.3162 0.1720 0.7107 0.4066

0 0 0.

t t
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  

  
 
 

1
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1
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1
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25
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1.0733
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1 0.3513
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4472 0.6325 0.0835 0.2555 0.5725 0.5202

0.482.2361 0 1.0733
0
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t

y x
 

 

     
     
     
     
     
     
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     
        

     

Ejemplo: Obtener la mejor aproximación por mínimos cuadrados de la función 

de Runge f(x)=(1+x2)-1 tomando la base {1,x} y  utilizando los puntos {-2,-1, 0 

,1, 2}. 
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Linealización 

Tanto en el caso discreto como en el continuo, los 

cálculos se han basado en la linealidad de la función, 

esto es, 

y= 1 f1(x) + 2 f2(x) + … m fm(x) 

 

Cuando la función es NO LINEAL bien se linealiza (si 

es posible), o bien se resuelve el sistema no lineal 

obtenido (ver tema de resolución de sistemas no 

lineales) 

 

Linealización de funciones habituales 
 
– Exponencial  

 
–  Potencial 

 
– Crecimiento 

 
 

 
 

 

      ˆln ln lnbx bxy ae y ae a bx y A bx       

        ˆ ˆln ln ln lnb by ax y ax a b x y A bx       

1 1
ˆ ˆ

ax bx c b c
y y A Bx

bx c y ax a a x


       


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2
Características de la Sinusoide

Aproximación 

Series de Fourier (I) 

Considera una función temporal periódica de periodo T  
Toma como base {½,sen( t),cos( t),… sen(N t),cos(N t),...} donde =2 /T 

Aproximación continua en [0,T] 

 

 

 

Las sinusoides también se pueden expresar mediante 

 

 

 

 

Donde ½a0 es el valor medio (nivel sobre la abcisa), c0 es la amplitud de la 
señal (nivel de oscilación),  es la frecuencia angular (ciclos por segundo) y  

el ángulo de fase (desplazamiento horizontal de la señal) 
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Series de Fourier (II) 

• Se utilizan en tratamiento numérico de la señal: pasan una señal del dominio del tiempo 

al de la frecuencia, lo que permite aplicarle filtros sobre las frecuencias y posteriormente 

volver al dominio del tiempo 

• En las señales pares o simétricas f(t)=f(T-t) se tiene que bk=0 

• En las señales impares o antisimétricas f(t)=-f(T-t) se tiene que ak=0 

 

• Ejemplo: Obtenga la serie de Fourier de la función de onda cuadrada 

 

 

 

 

 

• Coeficientes 
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Representación de la serie de Fourier 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Representación en el dominio de la Frecuencia 

Aproximación 

Ejemplo: 
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Transformada de Fourier 

Considera una función temporal NO periódica (T   ) 
La serie de Fourier convierte una función continua periódica en el 
dominio del tiempo en una función discreta en el dominio de la 
frecuencia (tanto para amplitudes como para desfases) 
La transformada de Fourier convierte una función continua NO 
periódica en el dominio del tiempo en una función CONTINUA en el 
dominio de la frecuencia (tanto para amplitudes como para 
desfases) 
 

 

       
1

2

i t i tF i f t e dt f t F i e dt  
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Transformada Discreta de Fourier (DFT) 

Considera una función temporal periódica de periodo T y  muestreada cada 
t (toma M medidas con M t=T) donde M>N 

Toma como base {½,sen( t),cos( t),… sen(N t),cos(N t)} donde =2 /T 

Aproximación discreta en [0,T] 

 

 

 

 

Es una aproximación al espectro de la señal analógica original.  

Su magnitud se ve influenciada por el intervalo de muestreo, mientras que su 

fase depende de los instantes de muestreo. 

 

 

La transformada rápida de Fourier o FFT es algoritmo un eficiente que 

permite calcular la transformada de Fourier discreta (DFT) y su inversa.  

El algoritmo pone algunas limitaciones en la señal y en el espectro 

resultante. Por ejemplo: la señal de la que se tomaron muestras y que se va 

a transformar debe consistir de un número de muestras igual a una potencia 

de  dos, habitualmente 512, 1024, 2048 o 4096 muestras.  

El rango de frecuencias cubierto por el análisis TRF depende de la cantidad 

de muestras recogidas y de la proporción de muestreo. 
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Instrucciones (I) 

UNIDIMENSIONAL: para Matlab (M), Octave (O) o ambos (B) 

B polyfit Polynomial curve fitting 

B polyval Polynomial evaluation 

M lsqcurvefit Solve nonlinear curve-fitting (data-fitting) problems in least-

squares sense 

M lsqlin Solve constrained linear least-squares problems 

M lsqnonlin Solve nonlinear least-squares (nonlinear data-fitting) problems 

M lsqnonneg Solve nonnegative least-squares constraint proble 

B abs Absolute value and complex magnitude 

B angle Phase angle 

M cplxpair Sort complex numbers into complex conjugate pairs 

O detrend Removes the best polynomial minimum squares fit and leaves 

the “noise” 

B fft, fft2, fftn 1-D, 2-D and N-D Discrete Fourier transform 

M fftshift Shift zero-frequency component to center of spectrum 

B filter Filter a signal using FFT 

O filter2 Filter a 2D signal using FFT 

O freqz Return the complex frequency 

O freqz_plot Plot the pass band, stop band and phase response 

B Ifft, ifft2, ifftn 1-D, 2-D and N-D Inverse discrete Fourier transform 

M ifftshift Inverse FFT shift 

M nextpow2 Next higher power of 2 

B unwrap Correct phase angles to produce smoother phase plot 

Aproximación 


