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Sistemas de Ecuaciones

4.5 Teoria+1,5 Practicas+6 Lab.
MATLAB

Conocimientos de Algebra: valores y
vectores propios, normas, sistemas
lineales, determinantes, ...



> Motlvacion

Motivacion: Circuito eléctrico
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> Objetivos

Distinguir las dos grandes familias de metodos de
resolucion de sistemas, origenes, ventajas e
inconvenientes

Entender el significado del condicionamiento,
aprender a estimarlo.y conocer como afecta a los
diferentes métodos.

Utilizar la eliminacion gausiana con sus diversas
mejoras, asi como familiarizarse con la terminologia:
eliminacidn progresiva, sustitucion regresiva, pivote.

Conocer el interés de los metodos de factorizacion en
el calculo de determinantes y matrices inversas.

Saber qué condiciones debe cumplir un algoritmo
iterativo para ser consistente y convergente.

Conocer la descomposicion matricial que origina los
metodos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion,
entendiendo las ventajas que habitualmente tienen los
segundos sobre el primero.

Interpretar el concepto de relajacion y su relacion con
el radio espectral.




Temario

Cuestiones previas de analisis matricial
Tipos de matrices - Valores propios - Normas vectoriales y
Sistemas lineales: Métodos directos

El método de eliminacion de Gauss — Técnicas de pivoteo: parcial,
escalado y total - Evaluacion del nimero de operaciones -
Interpretacion matricial del método de Gauss - Método de Gauss-
Jordan - Factorizacion matricial: LU, LDL’y LL’ -
Condicionamiento de un sistema lineal - Cotas de error -
Aplicaciones al calculo de la inversa y del determinante de una
matriz

Sistemas lineales: Métodos iterativos

Introduccidn - Sucesiones vectoriales y matriciales - Convergencia
de un método iterativo - Velocidad media de convergencia - Test de
parada - Métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion -
Anélisis de la convergencia - Comparacion de los metodos directos
con los métodos iterativos.

Sistemas no lineales

Introduccion — Métodos de punto fijo — Métodos de Newton y casi-
Newton — Métodos de descenso.

> Temario




Definiciones elementales

Sea A un elemento perteneciente al espacio vectorial de las
matrices cuadradas cuadrada de orden n sobre el cuerpo de los

complejos: A e M .

- El polinomio garacteristico se define por
PA xb = detZA—MB

- Los autovalores de A son las raices del polinomio caracteristico
A3Ax =0 AX =X

- El espectro de A es el conjunto de autovalores
o(A) = {1 I Pa(2;)=0} |

- Autovector x asociado al valor propio A es todo vector no nulo
verificando

(A—A1)x=0<> Ax=Ax
- Radio espectral Radio espectral de A, , es el maximo de sus
autovalores, en modulo

p(A) = max|i;
— Traza es |a suma de los términos de la diagonal

traza(A) =tr(A)=> A4 =) a
Tmas:

- tr(AB)=tr(BA)

- tr(A+B)=tr(A)+tr(B)

- |ABI|=|BA|=|A| [B]




Tipos especiales de matrices (1)

Diagonal
aa 0 0
0 a5 0
0 0 a

0O 0 O

ay

Tridiagonal

i#j=al =0

i-j>1=a=0

a

a,

0 a3

2

Triangular Inf. (Sup) Hexember Inf. (Sup.)

ag 0 O
a, a; 0
a3 a; a

a, an a

1 2 3

i<j=al=0

i—j>1=al =0

Ch
a;
a3
1
a'n -1

a

a;
a

a3

2

an_1

a

0
a;
a;
3
an -1

a,




Tipos especiales de matrices (II)

Regular: |A] #0
Simétrica: A=AT Hermitica: A=A" con A’=conj(AT)
Ortogonal: A"1=AT  Unitaria: AA'=A’A=l & Al=A"
Normal: AAT=ATA
Definida positiva (negativa):
Vx#0eR" : X' Ax>0< VA ec(A): A4 >0
e Semidefinida positiva (negativa):
VX#0eR" X' Ax=20< VA ec(A): 4 =0
e Semidefinida negativa
VXx#0eR" : X' Ax<0< VA ec(A): 4 <0
e Definida negativa
Vx#0eR" : X' Ax<0<= VA ec(A): 4 <0
Criterio de Sylvester a a -

(Definida positiva) af a2 ... 3
VX20eR": X' AX>0=| 2 2 ?

>0,k=12,---n




» Cuestiones previas

Propiedades

e TMa: Sj A es una matriz cuadrada, existe una matriz
unitaria U tal que la matriz U-LAU es triangular

e TMa Si A es una matriz normal, existe una matriz
unitaria U tal que la matriz U-LAU es diagonal

e TmMa: Sj A es una matriz real, existen dos matrices
ortogonales U y V tal que la matriz U-LAV es diagonal

e TMa: Si A es una matriz simétrica, existe una matriz
ortogonal U tal que la matriz U-AU es diagonal

e Tmade Rouché-Frobenius Dado el sistema Ax=b

e Solucion Unica (Compatible determinado) <
rango(A)=rango(Ab)=N° incoq.

e Infinitas soluciones (Compatible indeterminado) <
rango(A)=ranqo(Ab)<N° incog

e Sin solucion Unica (Incompatible) <
rango(A)<ranqo(Ab)




Normas vectoriales: definicion y ejemplos

Se denomina norma vectorial a toda aplicacion de un espacio
vectorial en los reales que cumple las condiciones siguientes:

l:E—>R,

- Lanorma de cualquier vector es mayor o igual que cero y solo se anula
cuando el vector es el nulo

X[ =0A[X| =0 x=0

- Lanorma de un escalar por un vector es igual al valor absoluto del
escalar por la norma del vector

Px=Pl x|  VreKavxeE

- Lanorma de la suma es menor o igual a la suma de las normas

x+y[<lx|+]y] vxyeE

n
Ejemplos en R™: HXHp =P Z‘Xi ‘ P
=1
n n )
Xy=2 %l Xl = 2o X[, = sup [x;]
1 i—1 1=1,..n




Normas vectoriales: Normas equivalentes

Dos normas H H y H HB son equivalentes cuando existen valores
reales Ay ,utales que

M, <[xly < nix, vxeE

Todas las normas vistas son equivalentes en R" , es mas

. <l <nb, ol <l <Al vxec

. (o= ]
o= [, <[, <, el <[, <[],
- Ejemplo V[, = Zn:|vi| =45+27+11+1+39+26 =149

v =(45,-27,11,-1,39,26)4|v], = /Z|v |* = /457 +27% +112 +1% + 397 + 267 = 71.225

IVl = sup|v;| = sup(45,27,11,1,39,26) = 45
i=1,.n i=1,.n

X[, <[X], <[], — 45<149 < 6x 45
IX|, <|x], < Vn|x|, —45<71.225</6x45

Lix], <X, < VA [x], — 1149 < 71.225 < /6 x 149
n

X, <[], <], — 45 < 71.225 <149



Normas vectoriales: significado geométrico

Norma 1 Norma 2 Norma «
2 2
1 / \ 1
0 \ j 0
-1 -1
. L L L 2k L L L L 2k L L .
-1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1

[, Z|X|—x| ] I, = /Z|x| _ Ix].. = sup|x|=

Xx+y=1 x>0 y>0 o =max (|x],]y|)

-X+y=1 x<0
—-X-y=1 x<0 y<0
Xx—-y=1 x>0 y<0

v
o




Normas matriciales: definicion y ejemplos

Se denomina norma matricial a toda aplicacion del espacio vectorial de
las matrices de orden n en los reales que cumple las condiciones
siguientes:

[:M, =R,

- Lanorma de cualquier matriz es mayor o igual que cero y solo se anula
cuando la matriz es la nula

|A|=0A|Al=0< A=(0)

- Lanorma de un escalar por una matriz es igual al valor absoluto del
escalar por la norma de la matriz

AA|=]4]-||A VAe KAVAe M,

- Lanorma de la suma es menor o igual a la suma de las normas
A+B|<|A+[B] vABeM,

- Lanorma del producto es menor o igual que el producto de las normas

|A-Bl<[A]-[B]  vABeM,

Ejemplo: Norma de Frobenius

n n 2
HAHE - ZZ‘aij‘

i1 j=1




Normas matriciales subordinadas

Def.:Si [X| es una norma vectorial sobre C" entonces se
define una norma matricial sobre el conjunto de las
matrices cuadradas de orden n, denominada norma
subordinada, mediante

A=sip! 1A _
e x| xee

Ejemplos:
o Al _s”uul |A-X||, = max Z‘a’ (maximo de columnas)

o A, —S”U” |A- x|, —\/,0 A- A) (radio espectral de la normal)

o A, =sup_ |A-x], = max Z\ai’\ (méximo de filas)
Nota: las normas matriciales no verifican ||A||Oo < ||A||2 < ||A||1

(ver ejemplo siquiente)




Normas 1: ejemplo A= -1 4
3 -2\ (X 3x—=2y 1\
-1 4 ' y —X+4y B

s [ - |

Il =L Il =2

= sup
[l =2

1 1

=sup (|3x—2y|+|-x+4y|)<sup (2|x—y|+|X|+]-x+y|+3]y|)=

+yl= +yl=

=2+O+1n+3=6
|A|, = max Z‘|ai"| - max({3+|—]4},{|—2| +|4|}) = max (4,6) =6

<j<n 2




3 -2

Normas 2: ejemplo -1 4
IA] = sup||A-x], =su 3 -2)(cosa g 3cosa—2sina ||
2_IIXIIZE1 2 ap -1 4 )\sina 2_ ap —CoSa +4sina 2_

= sup\/(Scosa—Zsin a) +(-cosa +4sina) =

= sup~/10+10sin® & — 20sin & cos & = sup~/10+10sin? & —10sin 2 =

=5.1167
||A||2 Z\/p(A.A*) :m:a;—
o A \\\

N
T

. (13 —11j
A-A =
-11 17
P,(A-A")=x*-30x+100
o(A-A")={3.8197,26.1803}

(=]
T




3 -2
Normas infinito: ejemplo l-1 4

3 -2\ (X 3X—2Yy
-1 4 y —X+4y
= sup  (|3x—2y|,]-x+4y|])< sup (5,5)=5

max{[x|y[}=1 max{[x|y[}=1

jzi;|aii| = max({3+|—2|} A1+ |4|}) - max (5,5) =5

=sup
Ix]..=

I, =sup_)A-x], =sup

I]..=L [l =2

o0 o0

| A, = meax

1<i<n

2 : | é = . = y I =
PN\ I =sup, Al =max, Yal|=6
| \ N (A= A= Jo(aA) <5167

Al = A- =
Al =sup_ [A-X], =max

IR
=1

"




Clasificacion de los métodos

e Meétodos directos

— Convierten el sistema inicial en otro u otros
equivalentes, pero mas simples de resolver

- Operaciones de equivalencia
e Multiplicar una ecuacion por un escalar
e Intercambiar el orden de dos ecuaciones
e Sumar una ecuacion a otra
— Obtienen la solucion “exacta” en un numero finito
de pasos (dependen soélo del orden del sistema)
e Metodos iterativos

- Transforman el sistema inicial para poder aplicar
punto fijo

- El'nimero de pasos para obtener la solucion
“aproximada” depende del error admisible




Representacion matricial

1 2 3 4
aX, +aX, +aX, +a;X, +--
X, +aA5X, +ASXK, +ayX, ++

a§x1+a§x2+a§x3+a§x4+---

arx +ax, +a’xX, +a’ix, +--

3

a4 a4 a4 &

1 2 3 n

a2 a2 a‘2 a2

N 1 2 3 n
d; a3 & d,

1 2 3 n

an a‘n an a‘n

1 2 3 n

aq a4 a4 &

1 2 3 n

a‘2 a‘2 a‘2 a2

N 1 2 3 n
d; a3 g, d,

1 2 3 n

an an a‘n a‘n

n
a'X, =b
agxn = b2
a?r,lxn - b3
a:Xn - bn
X (B
X2 2
X3 |= b3
Xn bn

N\

J

;

Sistema de Ecuaciones

Representacion Matricial

Matriz Ampliada



Método de Cramer

a & a - oa|(x) (b
& a & &% | |b
1 2 3 n =l b Ax=hb _m
B A& &%) = b o Ax=box =T QQ
a a a a’ Jlx,) \b, f\?
a a a -oa o4 a a a
8 @ & @ cH 8, a @
Al=la; ai & - 2 | [Al=la & &
a a a ... a° ... a a a
° - [ .
Calculo del determinante & & e a
n 1 3 n
|A|=allA&“1—a;A;‘1+a;A3"1+---(— A;—l_éz éz 3:2
a’ a a ... a
e Operaciones
- n+l determinanté?
- Cadauno mi[g@} de orden n-1 junto con (n-1) sumas y n productos

e Total

Productos: (n+1)!
Sumas n!



Sistemas "mas simples”: Diagonales y
triangulares

s
2 0 0 - 0)(x) (b) | N
2 b X, :g .

0 & 03 Ol %] |2 : e Operaciones: n-
0 0 a3 0 X3 = b3 —> < X3 =a—g

0 0 0 a, )\ %) b)) |, _n

(% =%b
L0 0 0% (B [y =2 (b, —aix) e Operaciones:
a; a'22 0 0 X, b2 az( ) o N+
1 2 3 0 X, | = b < X3 :lg a‘3X1 a3X2 —
aﬁ aﬁ ag a: X, bn 1 (b < 1akx j ® ]/Z_n(ﬂ)i
:a_ 2 n Mk - .
= e Inferior:
Xn :aibn d

a oa oA A )X b, Xoy =25 (by a0 X, sabilld

. . 2 . 1 . X2 b2 ) ) 11 (b . SupeEIOK

0 a::z a::z a:_z = —>< -2 T aﬂ:% n— n 2n-1

S v P femonte’

n b
0 0 0 an Xn n i =i(b Z a ij
a, k=i+1




Método de Gauss

e El sistema equivalente es triangular superior

e Opera para anular los coeficientes por debajo de la diagonal

Anular el elemento de la fila j-esima bajo la primera diagonal

1 2 3 n

a a & 3| by

1 2 3

a a4 & a; b,

1 2 3 n

a a8 a - a|b

: : S N PN
% a a; -~ ajb,
& a a - alb

e Operaciones: 1 cociente, n productos y n sumas para (n-1) filas

Jie jA+mx18

1
n

3 (b,
a,|b,
a;|b,

Anular el elemento de la fila j-esima bajo la diagonal i-esima

a @ & o
0 - aii:11 a‘ii—l o ain—l
0 0 a - a
0 0 a‘ii+1 a'irlrl
0 0 a, - g
0 0 a - a

Ji jA+mxid

Ch

(@)

0

i-1

8" a
U
0 a
0 a'ii+1
0 0
0 a

n

e Operaciones: 1 cociente, n-i productos y n-i sumas para (n-i-1) filas




Operaciones

e Convertir el sistema en triangular

n-1 n n—1 . n—l_ n n_l nZ_n
- 221:Z(n—|):2|: ( ):
1=l j=i+1 i=1 i=1 2 2
LS LY &, n(n=1)(2n-1) 2n*-3n*+n
+,X ZZ(n—|)=Z(n—|)Z=Z|2: ( )6( )= .
i=1l j=i+1l i=1 i=1
e Resolucion de un sistema triangular
+ n
n°-n
+, X
2
e Total
2 2 2
. n—n+n:n +n:On_
2 2
+, % —

2n®*=3n’+n n’-n n®-n n
+ = =0

6 2 3 3

e Un sistema de orden 9 requiere 240 productos
e Un sistema de orden 100 requiere 333.300 productos




Ejemplo del método de Gauss

2 4
-1 1
-1 -3
-2 5

o O o N
o O w b~

1
-3
2
2

-15
-10

—

23._%113.
3&_—7113

a_ -21a
\4 21)

o O oM

N
|\>|H wlo

42—

%

%

—

38.



Justificacion

e Se denomina pivote al téermino de la diagonal que anula las columnas

e Debido a los errores inherentes a la representacion limitada de un
namero en el ordenador, es conveniente no dividir por nUmeros
"pequefios"”. Interesa que el pivote sea (en valor absoluto) muy alto
para disminuir la propagacion de errores en la division.

e Ejemplo:
{o.oosx1 +59.14x, =59.17 {xl =10
=

5.291x, —6.13x, =46.78 | X, =1

Resolucion con 4 cifras decimales

Ax=b —>{m =@=1763.6z1764 N
0.003

0.003 59.14 59.17
0 104300 |—-104400

0.003x, =59.17 —59.2 — x, =10
X, ~1.001 - 59.14x1.001 ~ 59.2

Resolucion con 4 cifras decimales e intercambio de filas

5291 —6.13]46.78 ~0.003 y
—>{m= ~-5.670-10" } —
0.003 59.14 |59.17 5.291

5.291 -6.13]46.78 5.291x, =46.78+6.13 —> x, =10
%
0 59.14 |59.14 X, =1.000 - -6.13x1.000 = —6'13




Algoritmo de Gauss y modificaciones

e ENTRADA:. Matriz ampliada A
e SALIDA: Solucién x, 0 mensaje de indeterminacion
e ALGORITMO

Repetir para todas las filas {Proceso de triangularizacion}
Encontrar el pivote y su fila
Si el pivote es nulo PARAR 'No existe solucion unica'
Si la fila/columna actual no es la del pivote, intercambiarlas
Repetir desde la fila actual hasta la ultima
Calcular el coeficiente m
Anular el elemento combinando ambas filas
Resolver el sistema triangular resultante (Sustitucion regresiva)

© N o 00 B~ W D PE




Técnicas de pivoteo (I)

Pivote simple: I:l

Se intercambian filas para -3 6
tomar como pivote el mayor 1 3
término en valor absoluto de la
columna bajo la diagonal -3 1
Pivote doble: _l
Se intercambian filas y
columnas para tomar como 2 1 3 6 -3 -5
pivote el mayor término en X)X
valor absoluto de la -5 - —> 13 1 2
submatriz
3 31 1 -3 3

Se altera el orden de las
soluciones) U
Pivote escalado: I:l

Actua como el pivote simple, " 2 1 13
pero tomando como térmi

de comparacion el valor -5 -3 6
ponderado de la columna, 3 3 1
esto es, dividido entre el N
maximo de la fila




Técnicas de pivoteo: justificacion practica

(resolucion con 4 cifras)

Sistema (0.003x, +59.14x, =59.17)x10*
5.291x, —6.130x, = 46.78

| | ( 30 591400}591700] {_> x, =—10
Pivote simple BN

5291 -6.13 | 46.78 X, ~1.001
p, = 39 ~5.073-107
Pivote escalado J max (30,591400) N {—) x, =10
s
NS ¥ SRy X, ~1.000
k max (5.291,6.13)

(resolucién con 4 cifras)

X +9%X, =15 X, =1

: : 3 7|37 3 7 37 — X, =9.997
Pivote simple N {m — _0,3333} BN N
1 5115 0 2.667|2.67 X, ~1.001

- [ A BT VN O B BN g
Pivote doble 5 1115 - 0 -1.1431-11.43 x, ~10.00




Matriz singular

e Sistema compatible indeterminado o
Incompatible = No hay solucién unica

e rango(A)<NP° incognitas
e El pivote se anula

1 1 0 34 ( = )1 (1 1 0 3
2 1 -1 1|1 2a_(2)1 0 -1 -1 -5
— > —>
3 -1 -1 2|-3 32—(3)12 0 -4 -1 -7
-1 2 3 -1|4) |4—(-11] (0 3 3 15
(= ) (1 1 0 3] 4
= 0 -1 -1 -5| -7
—> - —>
32— (4)2 0 0 3 13| 13

42(-3)22) |0 0 0 0]-13




Ejemplo: Gauss sin pivote (4 digitos)

3

2 4 1 —4]-15) [ = 2 4 1 -4]-15
-1 1 -3 -5-10 28112 0 3 -25 —-7/-175
-1 -3 2 -2/-1 3112 0 -1 25 -4/-85
-2 5 2 -4]-22) |4-£13 0 9 3 -8/-37

2 4 1 -4 | =15
N N 0 3 25 -7 |-175
328 0 0 1667 -6.333|-14.33

0 0 105 13 | 155

- 2 4 1 -4 |-15
= 0 3 25 -7 |-175

=9 —
= 0 0 1.667 —6.333-14.33
42-153] (0 0 0 5289|1058

(% =%(-15-4x%, -1x,+4%,) % =0.99

X, = %(~17.5-2.5%,— 7x,) _ )X =-1997
<

X, = H go7(—14.33+6.333x, ) X, = —0.9958

_ 1058 _
Xy =529 (X, =2




Ejemplo: Gauss pivote simple (4 digitos)

2 4 1 -4]-15 = 2 4 1 -4]-15
-1 1 -3 -5-10 28112 0 3 -25 -7/-175
= > —>
-1 -3 2 2|41 3112 0 -1 25 -4/-85
-2 5 2 -4]-22) |42-3213 0 9 3 -8/-37
2 4 1 -4]-15 S 2 4 1 —4 | -15
» |0 9 3 -8|-37 = 0 9 3 -8 | 37
pa— — e
# 10 -1 25 -4/-85 YA 0 0 2.833 -4.889|-12.61
0 3 -25 -7/-175 (42222 0 0 -35 -4.334/-5.170
2 4 1 4 | -15 ([ =) 2 4 1 4 | -15 °
« |0 9 3 -8 | -37 = 0 9 3 -8 | =37
pa— = N
#4 10 0 -35 -4.889|-12.61 = 0 0 -35 -4.334|-5.170
0 0 2.833 -4.889|-12.61 4228537 0 0 0 -8397-16.79
x1=}§( 15— 4x, —1x, +4X, ) (x =1
_ XZ:%( 37—3x3+8x4) X, =—2
4 4
X = ¥35(—5.17 +—4.334x,) x, = —0.9994
| Xy =157 5397 X, =2




Ejemplo: Gauss pivote doble (4 digitos)

2 4 1 -4-15 5 -2 2 -4]-22
-1 1 3 5-10 fres 11 -1 -3 -5[-10
-1 -3 2 -2|-1 134l ") 3 1 2 -2|-1
-2 5 2 -4]-22 4 2 1 -4-15
%w—5T| (0 3e -0e —08/-Se 0 08 -0¢ 3e|-Se
35— 33Ty 0 -5S 35 —¥H-TIES| [seeg |O —¥S -3¢ —0¢ —2¢
Ve - ([ . . . N e . . . .
Ss—+Ts 0 -0 -3¢ —¥5|—2e| Efen |0 —¥F 3T -SS[-I¥S
= ] @ -5 §5 -t|-55 2 t+ S -S|-S%
[ = ] (5 -4 2 -2 | -22
= 0 —44 32 -22|-142
= > —>
324292 0 0 -6454 15795

2
2
\4"‘—%2’") 0O 0 -1.182 4 |5.182
— ) 5 -4 2 -2 | =22
— 0 -44 3.2 -2.21-14.2
=9 (T 24sd
— [2:43 0 O 6454 15 |7.95
k4a_%3a) 0 O 0 3.725|3.726

(X, = %(-22+4x,-2%,+2%) %=1

X, = ¥44(-14.2-3.2x,+2.2X,) - X, =—2
<
X3 - }/—6.454(7'95_1'5)(1) X3

_372 _
X =37 105 X, =2

“

=




% _
2 4 1 -4]15) |x = 2. 4 1 -4-15
1 1 -3 -5/-10 ; <2a+0.5><1a> 0 3 25 —7|-175
VNN —
1 -3 2 -2/ 3240.5x12 0 -1 25 -4|-85
2 5 2 -4-22 | 4241x12 | (0 9 3 -8|-37
3/~0.4286 2 4 1 -4-15 = 2 4 1 4 | -15
Bl 9 3 —8l-37 _ 09 3 8 | —37
OA . = g
204 0 -1 5 —4-1 3208 0 0 2.833 -4.889|-12.61
0 3 -5 -7-3) |4-32 0 0 35 -4334/-517
2 4 1 -4 | -15 (= 2 4 1 -4 | -15
2833/ 10905795
v s | |09 3 -8 | =37 = 09 3 8 | —37
o a 7 = < > >
Tl 0 0 35 -4.334/-517 = 0 0 2.833 -4.889|-12.61
0 0 2833 -4.889|-1261) (42-28222) (0 0 0 -8.397|-16.79

(% =%(-15-4x, - 1x, +4%,) %=1
X, = %(-37—-3%,+8x,) _ X
X, = %osa(—12.61+4.889%,) | X, =—0.9994

— -16.79 _
X = V5307 (X = 2




Método de Gauss-Jordan

e El sistema equivalente es diagonal

e Opera para anular los coeficientes por encimay por debajo de la diagonal
- Anular el elemento de la fila j-esima bajo la diagonal i-esima

0 - aii:ll aii—l ain—l b, 0 - aii—_ll aii—l ain—l b,
0 0 a a'| b o a 0O - 0 a - a'|b
0 0 a‘ii+1 ain+1 bi+1 = - 3-ii =0 -0 aii+1 ain+1 bi+1
: Sl je jA+rmxid P : : Sl
0 0 a a” | b, 0 0 0 a’|b,
O .- 0 ar: a: b, O .- 0 a:] a: b,

e Operaciones: 1 cociente, n-i productos y n-i sumas para (n-1) filas
e Total de operaciones

2
+ ZZl+n=:n ;n
TP 3 Y LU B

i=1 j=i 2 2

e Un sistema de 9(100) ecuaciones requiere 288 (490.000)productos




Ejemplo: Gauss-Jordan

2 4 1 -4]-15 [ = ] 2 4 1 -4]-15
-1 1 -3 -5-10 22112 0 3 -5 -7|-175
= 1 F—>
-1 -3 2 -2/-1 3112 0 -1 5 -4/-85
2 5 2 —4|-22 42212 0 9 3 -8/-37

-

12-422) (2 0 4.333 5.3318.333
= 0 3 -25 -7 |-175
=2 F—>
32-12a 0 0 1.667 -6.333|-14.33
(42-32¢ |0 O 105 13 | 155
(1438321 (2 0 0  21.79 4557
:42a_%33>—> 03 0 165 | -39
= 0 0 1667 -6.333-14.33
42-1%232] (0 0 O 5289|1058
(1a-2ng4a) (2 0 O 0 |1.98 (%, =0.99
22— 165 ga 03 0 0 [-5.99 X, =—1.997
=— ' — =
38838 4a 0 0 1.667 0 |-1.67 X, = —1.002
= 0 0 0 52891058/ |x,=2




Intrepretacion matricial de Gauss sin pivoteo

1 0 O O 1 2 3 1 2 3
=% 10 ... 0 9 a 9 E aQ a a - g
a a, a, a a; 0 a a - a
-a_?% 01 - 0fla & & "=l 0 a a - a |©oLA=U,
N 1 2 3 n =2 =3 =N
_;n 00 ... 1|\& & & a 0 a a a,
CD e e e A (2w
o 1 0 - 0 =2 =3 =N =2 =3 =N
. 0 a a a, 0 a a a,
P b %o & a - al=l0 0 & - & |-y,
0 =% 0 ... 1)\0 & & a/) \0 0 & A,

Ll LLA=U,
e TMa: Las matrices verifican L, verifican (L,)*=2I-L, _l




Interpretacion matricial del intercambio de
filas y columnas

1 0 0 --- O Oo10 -0
0 1 0 1 0 0 --- O
=100 01 .- 0 Fna'/néiﬁ?nrﬁt::iez >|\/|12= 0 01 0
o 00 ---1 0 0O 1

a, a, a - a2\>
2 n
1 2 3 n MyA= aé a§ a;” R
aQ a4 & - aQ : : : :
G h 8 S
R I R
A T
al a’ a a" a, & &
AMZ=|al @l 8l
a® a a - al

"\

Propiedades: MM, = Mi‘j‘I Mi‘f_'_'i' =M >M*=M' _l




Factorizacion

Tma: El producto de matrices triangulares inferiores I:l
(superiores) es una matriz triangular inferior (superior)

Tma: La inversa de una matriz triangular inferior _l
(superior) es una matriz triangular inferior (superior)

L L ,--LLA=U —-LA=U >A=L"U=LU
Doodlittle (Matrices regulares): A=LxU

- L es triangular inferior con diagonal unitaria L b
~ . . . y —
U es triangular superior L.U-X=b=
U-x=y

Crout (Matrices simétricas): A=LxDxLT

- L es triangular inferior con diagonal unitaria L-y= b
- D es diagonal L-D-L"-x=b={D-z=y
L' x=z

Choleski (Matrices definidas positivas): A=Lx LT
- L estriangular inferior con diagonal de términos positivos

Nno necesariamente unitarios . L-y= b
L-L -x=b=

LT.X:y




Factorizacion de Doodlittle: (LxU)x=Mb

Factorizacion directa

1 2 n 1 2 n
al al - al 1 O --- 0 U1 ul v ul
1 2 n 1 2 n
a o a, _ , 1 - 0 . 0O u - u
a a’ a ) U 17 1){0 0 u’
1 2 n-1 n
U, U, U, U,
1.1 1,2 2 1,,n-1 n-1 1,,n n
lu; lLus +u; lLu'™ +u, lLu' +u,
2 2
1.1 1,.2 2,.2 k, n-1 n-1 k,.n n
C{Bup o BuZ+tiu? o e Y Luttut o Y g +ug _l
- k=1 k=1

n-2 ) ) ) n-1 )

n -1 ,k-1 1,2 n

Liug + 17U > g +u;
=1 k=1

1
1,,1 k,.n 2.2
| u; Zlnuk+lnu2
k=1 k

I 3 T\(10)_(37) (3 7T\ ( 1 O)3 7
jemplo (4.cifras) |, 5| 1 [Z|15] 7|1 5/ 03333 1)l0 2'667
( 1 0 37 37
. = |2y=]
(o 3333 1} (15 267)

> <
3 7 37 9'997

1 .X: 1 AX: ]
| 0 2'667 2'67 1'001




Factorizacion de Crout: (LxDxLT)Mx=Mb

Factorizacion directa

all a12 e 1 0 --- 0 dll 0O --- 0 1 |; |r1]
a’ a - aj ~ b 1 - 0||0 dZ -~ 0|0 1 - |2 B
a' a - a Il |n2 - 1)lo 0 - d'J{o 0 - 1
d  db dyls dyl,
(|;)2 di+d?  BdAi+d22 o LdAE+d21?
2 2
_ () dl+d? e D kdM + _l
k=1 k=1
n-1 2
(1¥) di +d;
k=1

- : 3 7\(10) (37) (3 7 1 03 0 (1 2'333
Ejemplo (4 cifras) (7 5}(1}(75]_)(7 5)%2'333 1](0 —11'33)(0 1 )
1 0 37 37
(2'333 1) y= [75] 7Y [-11'32]
3 0 37 1233
e (o —11'33J E (-11'32) s (09991}

1 2'333 12'33 9'999
X = —X=
\0 1 0'9991 0'9991




Factorizacion de Choleski: (LxLT)x=b

Factorlzacmn dlrecl;

a a

Ejemplo (4 cifras) (7 —1][10j:(69j_)(
1 13)l1) (3

(( 2'646 69 26'08
1 1 ’ y = % y = 1
—0'3779 3'586 3 3'586

;0 -« O)(l &b - I
, I 0|0 I 12 3
1017 )0 O )
RE R
13+ 15 1 +1217
2 2 2 2
S - Sere | [
k=1 k=1
n-1
2 (1) +(17)
k=1
2'646 2'646 -0'3779
—-0'3779 3'586 3'586

2'646 —0'3779 . 26'08 e 10
3'586 3'586 1



Operaciones

______[sumas _______|Productos | Cocientes __

Cramer

O(n!) O(n+1!) O(n)
Gauss 1 1 1

50(m) 50(m) >0(n*)
G-Jordan 1 1 1

50() 50(m) 50(n*)
Doolitle

>o(n) >0(n) S0(n")
Crout

To(m) Zo(n?) Lo(n)
Choleski

50(m) 50(m) 20()




Ejemplo de condicionamiento

Sistema inicial:
Ax=Db

Resolvemos siste-
ma “equivalente”:
Cx’=d

X' =X+3X ¢,0Xx—07?
¢AxC?

Residuo:
R=AX-b=AdX

INO es una buena
referencia de la

bondad de la
solucion!

A-x=Db
10 7
/7 5
8 6
7 5

10 7
7 5
8 6
7 5

10
7'08
8

8 7)\(x) (32
6 5| x| |23
10 9| x| |33
9 10)\x, ) (31
A-(x+6x)=(b+sb)
8 7\ X+0X
6 5 || X,+IX,
10 9 || X;+0X%,
9 10)\ X, +9X,
(A+6A)-(x+6x)=b
7 81 7'2
5'04 6 3)
5'98 9'89 9
4'99 9 9'98

6'99

l
N

32'1
22'9
33'1
30'9

X+ 0%,
X, +OX,
X; +0X,
X, +O0X,

32
23
33
31

9.2

-12.6

4.5
-1.1




Interpretacion geométrica

Sistema bien condicionado

2/15 Ecuacidn
~

He error
|

Mafrgen

Sistema mal condicionado

7

|
: |
: |
. AU ST |r
: |
: |
: |
: |
: Margen de error
< .




Acotacion

I [b ]
oo o Blcp<fa

x=A"-b x| <[a]- o] A

Ol s< [ Jo

1 o] _Jox] _
S AT

A-(X+5X)=(b+5b)—>A-5x=§b—>|

[o8]

[o]

< cona () 1]

Tl

<[a”]-1a1-

1 Job]_[ox]
cond (A) [ ~ [¥]

(A+6A)-(x+6x)=(b+b) -

foalja] <1 1l cond(A) [HébH HéAH]

|| _1_Cond(A)(H5Ay j ol Al
= Al
(H%H N H5AHJ
ol Al

atfafzr  Ilialjaron)’




Propiedades

Para cualquier matriz regular A y una norma subordinada cualquiera se
verifica:

e Cond(h=1
1= SUIOIIIXII

° Cond(A)>1
| =A-A" o= A A7 <[ Al A =x(A)
e Cond(Al) =cond(A)

A)=|AL-[A7] = [A7]-|A = (A7)

e Cond(aA) =cond(A)
w(ah)=laAl e A =[af | Al [2]-|A7]=x(A)

e SiB singular cond(A)> H
|A-B

ElX/”X”_l'B’X_O_)(A_B)X_A'X—>||A—B”-”x”Z”A.X”
> (A 1A K = e} A B2 7 = () = A7 Al 5

a7 |A-|




Ejemplo: cota con variacion de b

10 7 8 7 25 41 10 -6
7 5 6 5 . |41 68 -17 10
A = A =
8 6 10 9 10 -17 5 -3
7 5 9 10 -6 10 -3 2
32 0'1 1 8'2
23 —-0'1 1 -13'6
b= ob = X = OX = M_cond(A)M
33 0,1 1 3'5 X [l
31 -0'1 1 -2'1
ob OX
A A" k(A) b b K(A)U X OX H
b X
), 33 136 4488 119 04 15.1 4 274 6.85
), 30.3 986 2984 60.0 0.2 9.94 2 164 8.20
*| 33 136 44883 33 0.1 13.6 1 13.6 136




Ejemplo: cota con variacion de A

0 0 0.1 0.2 12425 -1974.2 533.8 —-388.7
0.08 0.04 0 0 -2063.3 3279.1 -887.0 645.6

6A = (A+5A)" =
0 -002 -011 O 533.3 -848.0 2302 -167.5

-001 001 O -0.02 -3195 5079 -137.9 100.6

4 1 4 o]

c(A) AT A (A+oA)T |(A+sA)T|lsA] x o ™

{4488 136 022  6609.1 1454 4 274 685

o, | 2984 986 0231 48543 1120.5 2 164 820
¥ | 4488 136 03 6875 2062.5 1 136 136
Nota : [SA|-[|A™|=1=> No es aplicable |5 < cond(A) oA

Mo P} A




Calculo del determinante de una matriz

A partir de los resultados de la factorizacion de la matriz
e Doodlittle

n

A=M-L-U=|A=M|-|L||U=(-1)"1:U] =(_1)pHu_i

|
e Crout =1

n
A=L-D-L" =|A/=|L|[D}-|L"|=1-|D-1=] [ di
e Choleski =

i__I




Aplicaciones: Calculo de Ila inversa

2 4 1 41 0 0 0) [ =412
-1 1 -3 50 10 0| |20
13 2 2001 0| |32
2 5 2 40 0 0 1) |4-213]
1 2 L 2/t 00 0) (122 12 122
03 =3 T 100 | =2 | 103 -5 7
0 -1 § —4f 0 1 0| |32 1105 4
09 3 -81 00 1) |4-32 19 3 -8
10 % %[ % 00) (183 s 3 % 3
o1 FE f 00 je-ge| T
00 3% 5 5 10 =53 R
00 2 13} -3 0 1) |4-83] 4 -3 2 13
100 R|F # % 0 (-4 O e
Sjoro 30 2o 1L 1o
001 -2 5 5 0] |F-g4 e
000 FlF % o 1) =4 o o 0 0
L1010 Ol = w5 wm 5w e
001 055 55 w5 ws E
0 00 1z &% 5% = Ty 5% T o




Descripcion

Dado un sistema lineal Ax=b buscamos una matriz Ky un vector c
tal que la solucién unica del sistema y=Ky+c sea igualmente solucién
del sistema inicial.

Ax=b=y=Ky+cC
La forma del sistema sugiere un método de resolucion iterativa
X, X4 =KX +C

Dado el método iterativo se debe asegurar su:

~ Convergencia  3lIm X =Y

N—o0
- Consistencia Y = Ky +C = A™'b
Ejemplo Consistencia | Convergencia
Xn+1 = 2Xn — A_lb Si No
X ,=X/2—A"D No Si




Definiciones y teoremas (I)

Tma: Un método iterativo es consistente si y solamente si:

e (I-K) esinversible _I
e c=(I-K)Alb

Definicion: convergencia de una sucesion vectorial

{x,} >y si Ve>0aN(g)eZ/Vk>N(e):|y—x|<e

Tma: Dada una matriz cuadrada cualquiera y una norma matricial,

se tiene que
<p(A)re [ e |

> p(A)<|A]
KX, 4

- Ve>03|A 7|A

Tma: Dado un metodo iterativo consistente
siguientes proposiciones son equivalentes:

>
I

> El método es convergente
> Para alguna norma matricial || K|| <1

> p(K)<1 _l

> limK" =[0]

N—00



Definiciones y teoremas (11)

Tma: Si alguna norma matricial de la matriz de iteracion es menor
que la unidad, entonces el método es convergente y se verifican las
siguientes cotas de error:

Y =X <Ky =]
K

% =]
1-]K] (o= ]

TM: Dada una matriz regular A, la matriz (A’A) es definida
positiva.

y_Xn

Esto permite cambiar el sistema Ax=Db a otro equivalente
(A’A)x=(A’b) cuya matriz sea definida positiva.

Tma: SiA, C, (A+C) y (A+BCD) son matrices cuadradas no
smgulares se verifica la siguiente identidad matricial

(A+BCD)1=A1- A1B(C1+DA1B)DA1 _I




Descomposicion y Métodos

Sea A una matriz regular con elementos no nulos en la
diagonal, entonces admite la siguiente descomposicion:

(D)ij = aijé}j
(L)) =-a/ sii>j, 0 resto
(U)) =-al sii<j, 0 resto

N

Ax=b <> (D-L-U)x=b—>x=Kx+c

Jacobi:
(D-L-U)x=b—>Dx=(L+U)x+b—x=[D¥(L+U)x+D
Gauss Seidel
(D-L-U)x=b—>(D-L)x=Ux+b—>x=(D=L) Ux+(D=L)"b
Relajacion (SOR)

[(E_Lj_(l_“’mrujjx b%(B_Lj {1 D+ujx+b9
> x=(D-0L)*((1-@)D+el)x+ (D-aL) b




Jacobi

X =D (L+U)x_, +D'b«> Dx, =b+(L+U)x,

al 0 0 0 % ') (0 a2 & a"
0 a o 0 || x° b>*| |a; 0 a a
0 0 a 0 x| =|b*|-|a a o al
0 0 O a; \x") (b)) \a, a a 0
Algoritmo

Bucle para k desde 1 hasta el nUmero de iteraciones
Bucle para i desde 1 hasta n (orden del sistema)

b — Zaxkl Zaxkl

X:( _ I j=i+1
Fin bucle i 9
Fin bucle k

NOTA: La matriz de iteracion de Jacobi tiene la diagonal nula




Gauss-Seidel

X, =(D—-L) Ux_, +(D-L) b Dx =b+Ux, +Lx,

N—

X b') (0 & & a" ) x* 0 0 O 0
a’x’ b>’| |0 0 a a) || X° a, 0 O 0
x| =|b*|-|l0 0 O al || x*| —la a 0 0
a)x") \b") 0 0 O o)x"), \a a a 0
Algoritmo

Bucle para k desde 1 hasta el nUmero de iteraciones
Bucle para i desde 1 hasta n (orden del sistema)

Jy i Jy i
bi _Zai X — Z & Xy 4
i j=1 j=i+l

Xk_

a

Fin bucle |
Fin bucle k

NOTA: La matriz de iteracion de Gauss Seidel tiene la primera columna
nula




Relajacion
% =(D-oL)" ((1-®)D+aU)x_ +(D-oL)" wb <«

< Dx, =(1-w)Dx,, + o(b +Ux,_, +Lx,)

a x' ax' b') (0 & & a' | x* 0 0 O
a’x’ ax’ b>| |0 0 a5 - a| % a, 0 0
ax’ | =(1-w)| ax* | +oq|b*|-[0 0 0 a||x*| -|a a O
nyn nyn n n 1 2 3
ax" ) ax ) b 0O 0 O 0 )\x" ), \& a5 a
Algoritmo

Bucle para k desde 1 hasta el nUmero de iteraciones
Bucle para i desde 1 hasta n (orden del sistema)

bi _Zaij ij o Z aij ij—l
j=1

j=i+1

X =(1-0)%_, +o "

Fin bucle i
Fin bucle k
NOTA: Gauss Seidel es un caso particular de relajacion para =1




SOR y Matrices definidas positivas

Tma: Sjal =0vi entonces p(Ksor )= |0—1 y por tanto el método SOR
solo puede converger cuando 0<w<2 (Kahan).

Todos los métodos vistos se basan en descomponer A=M-N, con M
inversible, para generar el método x=M-INx+M-lb

Tma: Si A es una matriz definida positiva, descompuesta en la
forma A=M-N, con M inversible, y la matriz (M’+N) también es
definida positiva, entonces p(M-1N) <1y el método es convergente.

Corolario I: Si A es definida positiva, el método de Jacobi
converge para cualesquiera eleccion del vector inicial.

Corolario Il: Si A es definida positiva, el método de relajacion
converge para cualesquiera eleccion del vector inicial siempre que

O0<w<2. (Ostrowski-Reich )




Matrices tridiagonales y especiales

Tma: Si la matriz A del sistema verificaque  a >0AVi= j:al <0
entonces sera valida una y solo una de las afirmaciones
siguientes (Stein-Rosenberg):

’P(KGS)—/O(KJ):O .p(KGS)_p(KJ):])' _l

0< p(Kgs )< p(Ky )<l el<p(K; )< p(Kgs

Tma: Si la matriz A del sistema es tridiagonal, los radios
espectrales de Jacobi y Gauss-Seidel estan relacionados
mediante.

p(Kgs)=p(K, )

Tma: Si la matriz A del sistema es definida positiva y tridiagonal, el
valor optimo del parametro de ralajacion y el radio
expectral vienen dados por

Dot _1|

2
[0) =

A Popt (Ksor ) =
pt 1+m pt( SOR)




Matrices diagonales dominantes

Def: Una matriz se denomina estrictamente diagonal domi-nante
cuando para cada fila, la suma en valor absoluto de sus

elementos es menor que el valor absoluto del elemento de la
diagonal.

Si la relacion se verifica con menor o igual, entonces es diagonal
dominante,

Tma: Si la matriz A del sistema es de diagonal estrictamente
dominante, el método de Jacobi converge para cuales-quiera

Tma: Si la matriz A del sistema es de diagonal dominante y alguna
fila es estrictamente dominante, el método de Gauss-Seidel
converge para cualesquiera eleccion del vector inicial.

eleccion del vector inicial.

NOTA: Aunque en algunos casos hay relaciones entre el
comportamiento de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel, no

siempre la convergencia (o divergencia) de uno de ellos
asegura la del otro.




Convergencia de Jacobi y no GS (1)

1 2 -2) (X 1
1 1 1 ||y|=|3
2 2 1)lz) |5
i &
0 -2 2 eﬁ‘\
K;=DH(L+U)=-1 0 -1 &
-2 -2 0 CQ(\
PJ(X):X3_>G(KJ)={O}:>p(KJ)=O<1
- &
| 0 -2 2 6&
Kg=(D-L)"U={0 2 -3 &
0 0 2) <P



Convergencia de Jacobi y no GS (1II1)
Ks =(D-0L)" {(1-0)D+wU} =

1-w 20 20
=| -o(l-v) 20° —w+1 20° - o

-20)(1-(0)2 4o’ +60° 20 40° -20° —w+1

Representacion de autovalores (SOR)

T T s

T R s R 0 A 08 -0'4 04
T 7 Ke=| 016 088 -0'28
T ~0'256 -0192 0'752
NG =] (K ) =0'9216 <1
NN 6&6
N e




|

Convergencia de GS y no Jacobi

2 -1 -1)(x
2 2 2 ||Yy|=
-1 -1 2 Z

K;=D?(L+U)=

2
6
0

(O %%\

0

\%%0

PJ(x)=x3+%x+%—>p(KJ =1

Ke=(D-L) U=




Convergencia de GS y no Jacobi (II)
Ks =(D-0L)" {(1-0)D+oU} =

1-w 7O 70
=| -o(l-0) Yo' —w+1 Yo(w+2)
%a)(l-a))2 Yio(w+2)(l-0) %o’ -Yo' -—o+l

Representacion de autovalores (SOR)

2

1.8

1.6

@ =0.85— p=0.3820

1.4

1.2

1

‘ ‘ o <
T - _____;________i_____J‘______;_ '“‘*:"""i‘“""!r‘ e 60\‘
0.6 . Qe&
0_4_.____3_._._._ N :__ o _T_._._._J:,___._.:_____.E_._.__ N OQ

0.2




2 -1)\(x 3
Ejemplo completo (I) (—1 2 ](yj ) (—3)

Dado el sistema anterior:
1. Calcular las matrices de iteracion de los diferentes métodos
2. Estudiar su convergencia

3. Determinar el nUmero de iteraciones necesarias para tener un error
inferior a 0.001 partiendo del origen y utilizando la norma infinito

4. Realizar las iteraciones anteriores y comprobar cuantas hubieran
sido realmente necesarias.

Jacobi: Gauss-Seidel
- B 0 0'5 TSI 0 05
=P (L+U)_(0'5 oj Ko =(D-L) U_(o 0'25
. 1'5 ) 1'50
c,=D" b:(—l'Sj Ce =(D—|_) 1b:(_0,75J

PJ(x)zxz—%%p(KJ)=0'5 PG(X):XZ—%X—>,0(KG)=O'25<1

Como cabia esperar (matriz tridiagonal, de diagonal estrictamente
dominante y definida positiva ), ambos métodos convergen, y, el radio
espectral de Gauss-Seidel es el cuadrado del de Jacobi, por lo que su
convergencia es mas rapida.




2 -1\(x 3
Ejemplo completo (II) (—1 2 J(yj B (—?J

Relajacion (SOR)

Ks =(D-0L)" {(1-0)D+oU} = (% ;(Z)-a)) A z—wa’ +J

¢;=(D-oL)" wb = (0'751:22 - 2)}

Representacion de autovalores (SOR)
T T T

i i i | i o=1.1
09k A- 2 -_.____:_.__.__:___.__!.____4‘.__.___:__.__.4‘_____.:__.___‘,__. .
N L 01 055
08F NN - R e T e N AR
N “s =| 0055 0.2025
4 SN WS __:___.__:._____:.__.___:__.__.‘T____.?__. APE—
NN L S 1.65
] N T N S e e b
SN N S ~0.7425
05F = —mmdem e N m e N e -l A 3 —
LN N = ( — %% —0.1025x + 0.01
oaf -t NN o = 2 ~1.0718
NN 1+
Lo NS Pox (K ) =0.0718
0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2




2 -1\(x 3
Ejemplo completo (III) (—1 2 J(yj B (—?J

NuUumero de iteraciones

n ; _ @) _ (9
x—x"] < K] [ - x| - n> In (& (1-K])) - <" - x|
1-[[K] In|[K|
KL, X" =X =[¢] | n>
Jacobi 0.5 1.5 11.55
Gauss-Seidel | 0.5 1.5 11.55
Relajacion 0.65 1.65 19.63
bi _Iz_llaij ij—1 o Zn: aij ij—l
Jacobi X, =—2 — 1=
q
b IZa,‘xk - Z a'x]
Gauss - Seidel  x; = —= 7 o

Relajacion X =(1- @)%, +o—=




Ejemplo completo (1IV)

Jacobi Gauss-Seidel
(1_b1_ailef—1_ (1_b1_a1lef—1_
X ==——F"—"= | X =——7F=

Q Q

R R
/2 -2

Al Al

Xf — b2 a22Xk—1 — le — bZ ?‘ZXk —

a2 aZ

3+ X =3+
2 . 2

Jacobi Gauss-Seidel

”1_3+0_§ ,1_3+0_§
2 2 % 2 2
z=—3+02_§ X12=—3+%=_§
2 2 | 2 4
rX;=3+‘73:§ fX;:3+_73:§
) 2 4 ) 2 4
5 = = —— X2 = = ——
2 4 | 2 8

2

5 e

s

Relajacion
n2y2
X =(1-o) X, + o2 8% ai Y
8
2
04X, 4115 Ka
X
Al
X =(1-0)x;, vl 8% a?zxk =
2
_ 1
01, 411K
Relajacion
X, = 01x0+1.137% _ 165
) 2
fo - 0.1x0+1.157100 4 7405
X = 0.1x1.65+1.137%7425 _1 4766
<
-3+1.0766

N

x? = -0.1x(~0.7425) +1.1

=-0.9836



Ejemplo completo (V)

00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Jacobi

0

1.5000
0.7500
1.1250
0.9375
1.0313
0.9844
1.0078
0.9961
1.0020

1.0005
0.9998
1.0001
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0
-1.5000
-0.7500
-1.1250
-0.9375
-1.0313
-0.9844
-1.007/8
-0.9961
-1.0020

-1.0005
-0.9998
-1.0001
-0.9999
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000

Gauss-Seidel

0

1.5000
1.1250
1.0313
1.0078
1.0020

0
-0.7500
-0.9375
-0.9844
-0.9961
-0.9990

2

A3

|

Relajacion (w=1.1)

0

0

1.6500 -0.7425
1.0766 -0.9836
1.0014 -1.0009

0.9999

11.0005 =0:9998" 1.0000

1.0001
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

-0.9999
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000
-1.0000



2 -1\(x 3
Ejemplo completo (VI) -1 2)\y) \-3

Método de Jacobi: teraciones Método de Gauss-Seidel: teraciones
i] T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T

- Evolucicn del error
10° T T T T T

MWeétoda de Relajacidn (@ =1.1): lteraciones Jacobi
] T T T T T T T T T —— G-Seidel

L Relajacion (w =1.1)

error: [e]l,

10" 1 . I 1
Q 2 4 6 8 10 12 14 18 18 20

iteraciones




Anexo

e Demostraciones
e Algoritmos




Demo: Normas equivalentes

X = (X, Xy, Xg, X4, X, )

o[l <, = nlix]. —>SUP\X\<Z\V\<HSUP\X\
i=1 i=1,

o[Xl. <, <Vl — sup|x| = x <X«/ZX <xn
=1

°;HXH1 <[, <n x|, - ;HXH1 <[, <X, <Vnfix, < Vni,

n n
o[xI, <], =[x, =[x, <[], = «/;\Xi = ;\/\Xi\z = [
1= 1=




Demo: Normas matriciales subordinadas

e Def.:Si[X| es una norma vectorial sobre Cn entonces se
define una norma matricial sobre el conjunto de las
matrices de orden n, denominada norma subordinada,

mediante
A =sup 2 _supax
xe X xe
IX|=
Ejemplos:
o |Al_=sup !A-x!lzmajx _n‘!ai"! (méximo de columnas)
Ix],=1 I=J=n o

o ||Al, =sup ||[A-X|, =, ,0( A r)adlo espectral de la normal)

X, =1 )




MATLAB para Gauss con pivote simple

1. [n,m]=size(A);if m~=n+1;error(‘falla matriz ampliada’);end

2. fori=l:in

3 [p,j]=max(abs( A(i:n,i)) );j=j+i-1;

4, If p==0; error(‘sistema indeterminado o incompatible’);end
5. if j~=i; p=A(j,i:n); A(j,i:n)=A(i,i:n); A(i,i:zn)=p;end

6 for j=i+1:n; m=-A(j,D/A(i,i); A(j,i:n)=A(j,i:n)+m*A(i,i:n); end
7. end

8.  X(n)=A(n,n+1)/A(n,n)

9. fori=n-1,1,-1; x()=(a(i,n+1)-a(i,i+1:n)*x(I+1:n))/a(i,i);end

o OPERACIONES

. Tringularizar Resolver Total

+ o in=y ) 2n® —5n% +3n
X 21:1;1( ) 3 2 6

n n 2
" Zz*‘l:”(” 1) " n>+n




MATLAB para Gauss con pivote doble

1. [n,m]=size(A);if m~=n+1;error(‘falla matriz ampliada’);end

2. orden=1:n;

3. fori=1:n % Triangularizacion

4. [p,j]l=max(abs( A(i:n,i:n)) );j=j+i-1; % Pivote y posicion

5. [p.kl=max(p);j=j(k);k=k+i-1;

6. if p==0; error(‘sistema indeterminado o incompatible’);end
7. if j~=1; p=A(,i:n); A(,i:n)=A(i,i:n); A(i,i:n)=p;end % Intercambio de filas
8. if kK~=i;

9. p=A(i:n,K); A(i:n,K)=A(i:n,i); A(@i:n,i)=p;

10. p=orden(k); orden(k)=orden(i);orden(i)=p;

11. end

12. for j=i+1:n; m=-A(j,D/A(i,i); A(j,i:n)=A(j,i:n)+m*A(i,i:n); end
13. end

14. X(n)=A(n,n+1)/A(n,n); % Resolucion del sistema triangular

15. fori=n-1,1,-1; x()=(a(i,n+1)-a(i,i+1:n)*x(I+1:n))/a(i,i);end,

16. x=x(orden); % Ordenacién de los resultados



MATLAB para Gauss con pivote escalado

1. [n,m]=size(A);if m~=n+1;error(‘falla matriz ampliada’);end

2. fori=1:n % Triangularizacion

3. escala=max(abs( A(i:n,i:n)’) ); ; % Pivote y posicion

4. If any(escala); error(‘sistema indeterminado o incompatible’);end

5. [p,j]=max(abs( A(i:n,i)./escala’) );j=j+i-1;

6. if j~=1; p=A(,i:n); A(,i:n)=A(i,i:n); A(i,i:n)=p;end % Intercambio de filas
7. for j=i+1:n; m=-A(,1)/A(i,i); A(,i:n)=A(,i:n)+m*A(i,i:n); end

8. end

9. x(n)=A(n,n+1)/A(n,n); % Resolucion del sistema triangular

10. fori=n-1,1,-1; x()=(a(i,n+1)-a(i,i+1:n)*x(I+1:n))/a(i,i);end




Factorizacion: Demostraciones I

1
0
L =|0
0
0
L (21-L,)=

) oo

0 --- 0
0 --- 0
0 --- 0
1 0
0 1

0 0

1 0

0 1

k k
0 Qi — Oy

n n
0 Qg — Oy

21—, =

0
0
1

0

o O




Demostracion de inversa de L

1 0 0 0 - 0 1 0
0 1 0 0 -0 0 1
L=/0 -0 1 0 - 0| 21-L =|0
0 0 -of, 1 0 0 0
0 0 -, O 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
L.(21-L,)=|0 0 1 0 - 0|=1I
0 -0 OLi+1_oct+l 1 0
0 -+ 0 aggy-—ogy 0 -+ 1

[HEN




Factorizacion: Demostraciones II

Tma: El producto de matrices triangulares inferiores
(superiores) es una matriz triangular inferior (superior)

C=A-B con A,B triang. inf.(Vi <j:a Zbij)

Vi<j:cl= ZabJ Zab’+2ab‘—

k=i+1

—Za O+ZO b} =0= C triang. inf. |:|

k=i+1

Tma: La inversa de una matriz triangular inferior (superior) es
una matriz triangular inferior (superior)

- Demostracién por induccion: se verifica para 1, supuesto que se verifica
para n hay que demostrarlo para n+1

A og (A 0B d™) (1, 0)_
B cﬁ+1 s ) lar, bpt) Lo 1

dn+1+0 bn+1 O:> d1n+1 — O

n+1

B 0
—>B,.,= [dl bnﬂ]: B,,, triang. inferior |:|

n+1 n+1




Propiedades de la matriz de intercambio

i—esima

1 0
0 --- 0
0 - 1
0 --- 0
Simetria

Ortogonalidad

j—esima

0 - 0 lis
: : : 0
1 0 0
.= 0
0 - 0 0
L 1
0 1) (O
(1,) 0 0
(M/) = o B o0
;
o o (1)
|,-1.,+0-0+0-0
MIMJ =
0-0+0-0+1-1
B-B=

0 0

n-j

|,-0+0-B+0-0
0-0+B-B+0-0

0-0+0-1,,,+1.-0
0-0+1,;,-1,,,+0-0 0-1+1,;,,-0+0-0|=1

l,,-0+0-0+0-1
0-0+B-0+0-1,
0-040-0+1, -1, ,

j
0-1+0-0+1-0

1.1+0-0+0-0

j—i+l



Algoritmo de Factorizacion LU

ENTRADA: Matriz Ay vector b
SALIDA: Solucion x, o mensaje de indeterminacion _l
ALGORITMO

Repetir para i desde 1 hasta n (Proceso de factorizacion).
Repetir para j desde 1 hasta i- 1
Calcular | —[a‘ ZI u, }/
Hacer I' =1
Calcular U =&/ Z'
Repetir para j desde i+1 hastan
Calcular u' =a/ = _Ifu}
Repetir para i desde 1 hglsta n repeiﬁ} (Resolucion sistema T.S.)
Calcular y, = b,—ZIikykJ
Repetir para i desde n hasta (Resolucion sistema T.1.)
-]
11. Calcular x = k=i
12. SALIDA x
OPERACIONES ,
n n n _ _ 3 2
+x Y > (i-1)+2> [(n-i)]= n (2 Y +2 n(n2 Y 1 +n2 —2n
i=1 j=1 i=1

n i— 2 2

- ZZl+n_ L

i=1l j=1

© © N o a k~ wbdh PR

[
o

u




Algoritmo de Factorizacion de Crout

ENTRADA: Matriz Ay vector b
SALIDA: Solucion x, o mensaje de indeterminacion _l

ALGORITMO

1. Repetir para i desde 1 hasta n (Proceso de factorizacion).

2 Repetir para j desde 1 hasta i-&

3 Calcular I/ =[aij —Zli"dlfl}‘}/dji

4 Hacer 1' =1 3 -

5, Calcular d =a§—2(|i")2d;‘

6. Repetir paraidesde 1 hElsta n repetir (Resolucién sistema T.S.)
7 Calcular ¥, =b - Iy,

8. Repetir parai desde n hasta 1 (Resolucion sistema diagonal)

9 Calcular 7z =%i

10. Repetir para i desde n hasta 1 (Resolucion sistema T.1.)

11, Calcular % =2-2 kX,
12. SALIDA x e , . 2
N (i \ n“(n-1 n® +3n2 —4n
OPERACIONES * ZZ(I—1)+Z(n—1)=(T)+n2: 3
i=1 j=1 i=1
n i n 2 _ 3 2
< Y Y 2(i-1)+ Y (n-g)= 207D (n-1) o _2n°+3n"—56n
i1 j-1 i1 3 3
n i-1 2 2
. Z 1+n=n n,_n+n




Algoritmo de Factorizacion de Choleski

ENTRADA: Matriz Ay vector b
SALIDA: Solucion x, o mensaje de indeterminacion _l
ALGORITMO

Repetir para i desde 1 hasta n (Proceso de factorizacion).
Repetir para j desde 1 hasta i- 1

1
2.
3. Calcular I/ —[a, ZI. Ij}/
4

Caleular | _ |, _ii(llk y

k=1

Repetir para i desde 1 hasta n repetir (Resolucion sistema T.S.)

Calcular y [ Zlkyk:|/

Repetir para i desde n hasta 1 (Resolucion sistema T.1.)

Calcular :[yi ~ Z |ikxk}/|ii

SALIDA x Kot
OPERACIONES

o o

© ©o N

n 2_
X ZZ 1)+ (n- 1)=n(n—4)+n2:n3+3n2_4n
i=1l j=1 i—1 3 3
n i- 2
* ZZl+2n_ sop= 3N
i=1l j=1 2

J o



Demo: condicionamiento

A+S6A)(x+6x)=b+b—> A-6x=06b—-5A-x-S5A-5x
1-|A™||6A]) > 0 — 5x = A (sb-5A-x~5A- 5X)

[x] <A (lob] + [SA]- ]+ [SA] - [ox])

ox(2- A loal) <A (lob]+ oAl Ix])

o] < al (0] +[sA]-x])
1- ||A‘1||| SA

Al A
o] (nabn +"5A”] _ cond(A) [nabn Io "J
I~ 1-[A oAl I a2 VP A

- ||A‘1||||5A|| <0 5x(A +5A)=A"(b-S5A-X)
_ _ 5b OA

||><|| ||><|| o] " A




Demo: Consistencia y convergencia

Ejemplo Consistencia y = A'b Convergencia%ﬂ[}]" X, =Y
X ., =2X —A'b|Si No
X =X /2—A" | No Si

X ,=2X —A"b
{y =2y-Ab—>y=A"D
Xn+1 _Xn — 2(Xn _Xn—l) =2 (Xl _XO)

Xny1 = Xn/2 B A_lb
(y=y/2-A'D > y=—2A"

Xo1 — X, :%(Xn _Xn—l) :(%)n (Xl_XO)

.




Demo: Acotacion del radio espectral

p(A)=<|A]
Vieo(A):Ix =0/ Ax=Ax = | Alx| = | AX] =|2] x| =
= Vieo(A):[Alz[A=]A]=p(A)

ve > 03| Al A, < p(A)+2

ﬂl b12 . bln—l bln 1
A, - bt o
3U unitaria:U ‘AU = : |. Definimos D = diag| 6 |, entonces
ﬁ“n—l br?—l
ﬂ,n 5”—1
ﬂ’l 5b12 . 5n—2bln—1 5n—1bln
/12 L. 5n—3b2n—1 5n—2b2n i o
(UD)" A(UD) = ' : . Sielegimos 5: )" |67'b)|<e1<i<n-1
ﬂ’n—l br?—l e
A

n

|A[, = H(UD)‘l A(UD)HOO =1rgsan>_<1£|ﬂ,l|+ j;l‘aj—ibii ‘} <p(A)+¢ _l



Demo: Convergencia

limK" =[0] = Convergencia (<)

nN—0
X, =KX ,+C

y=Ky+C }y_xn =K(y_xn—l)=”°Kn(y_XO)

limy—x, =limK"(y-x,)=[0](y—x,)=[0]=limx, =y

n—o0 nN—o0 n—oo

|K| <1= Convergencia
Y =% =K"(y=%) =y =x[ <[K["[y-x]
imlly = < tim| K[y =] = [0]ly = x| = [0] = lim>x, = y

n—o0 n—o0 n—o0

Convergencia = |K| <1

(K7 O=5)=(r-2) >yt =l o e 2=

Iy =x = IKIFly =% = fim ]y =, = lim[[K|[" [y = x| = lim [K][" = 0 = K] <1

n—o0 n—oo N—o0

p(A)<le3|A|<1

ve>03|A| /]|A] < p(A)+e<l E

|A|<1= p(A) <|A| <1




Demo: Acotacion del error

X =KX ., +C
y=Ky+o }Hn=K”<v—xo>:»||y—xn||snKn“ny—xon
Seam>n—>X —X =X tX  +X - EX  —X =

- (Xm _Xm—1)+(xm—1 _Xm—2)+(xm—2 _Xm—3)+°”(xn+1 _Xn)

”Xm — X[ = ”Xm - Xm—1|| + ”Xm—l - Xm—2|| + ||Xm—2 - Xm—3|| T ||Xn+1 =X ”

como  [|X,, =X, | < [K" %, = X,

I =, < (K™ I K K] =

serie geométrica Zn:an _ima,r
k=1 1-r
K["™ ||K||n K] n
X =] < ” [, —X,|| y tomando limites
1-|K["
K
iml, - <ly-x <5




Demo: Matriz normal

B definida positiva < Vx:X'Bx>0AXx'Bx=0=x=0< V4, €0(B): 4 >0

vx:x (AA)x =(AX) (AX)=%'x = (%) =0

i=1

(A+BCD) " =A"-A"B(C"+DA'B)DA™
(A+BCD)| A"~ A'B(C™ +DA'B)DA™ |=1-B(C™+DA"B)DA" +

+BCDA™ — BCDA‘lB(C‘l + DA‘lB) DA™




