TEMA 3: Métodos numéricos para la
resolucion del sistemas lineales y no
lineales
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1. Introduccion

La primera parte del tema estd dedicada al disefio de métodos numéricos que permitan
aproximar la raiz de un sistema de ecuaciones no lineales. Dichos métodos son una
generalizacion de los vistos en el Tema 2 para el caso de una variable. En particular,
consideraremos el método de Newton-Raphson.

La modelizacién de problemas de la Fisica, Mecanica, etc. conducen en muchas oca-
siones, directamente o después de un proceso de discretizacion, a la resolucién de un
sistema de ecuaciones lineales de dimension finita. Ademas, otros problemas del Anali-
sis Numérico como los de aproximacidn, interpolacién, etc. recurren a la resolucién de
sistemas. Es por ello fundamental desarrollar métodos numéricos eficientes que obten-
gan la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, de lo que se ocupara el resto del
tema.

Estudiaremos la resolucién de sistemas de n ecuaciones lineales con n incégnitas,
los cuales representaremos en forma matricial como Ax = b, donde A = (ai]-)lgi,jgn
es la matriz de coeficientes del sistema, x = (x;)1<;<, €l vector de las incégnitas y
b = (b;)1<i<n €l vector de los términos independientes:

apxy + apxy + --- 4+ apx, = by,
axnx1 + axpxy + .-+ 4 ayx, = by,
an1X1 + ampxy + -+ + AunXn = by,

Nos centraremos en el caso de coeficientes reales, ya que si fueran complejos el pro-
blema se podria trasladar a la resolucién de dos sistemas reales de tamafio n. Ademas
consideraremos que |A| # 0, lo que nos indica que el sistema tiene solucién y es tnica.

Partiendo del sistema Ax = b, donde A es una matriz cuadrada de orden #n no
singular, una primera idea que podemos aplicar para obtener la solucién del sistema
es calcularla como x = A~!b, donde con A~! representamos la inversa de la matriz A.
Una posible forma de hallar la inversa, seria calcular los adjuntos de los elementos de
A'y dividir por el determinante de A, con lo que el niimero de operaciones a realizar
serfa de orden n%n!.

Otra manera de resolver este problema seria utilizar la regla de Cramer, donde la
componente i-ésima del vector solucion se calcula como:

v = Al
1 ‘A’/

1<i<mn,

donde A; es la matriz que resulta al sustituir en A la columna i-ésima por el vector de
términos independientes. Este método requiere efectuar, teniendo en cuenta la defini-
cién de determinante, un ntimero de operaciones del orden de n?n!.

Nota. En un determinante hay n! términos que hay que sumar, lo cual supone n! — 1
sumas. Cada término es el producto de n elementos, luego requiere n — 1 multiplica-
ciones. Asi pues, en cada determinante se realizan n!(n — 1) productos y n! — 1 sumas.
Como en total son 1 + 1 determinantes, el niimero de operaciones que se realiza es de:
n!(n —1)(n + 1) productos, (n! —1)(n + 1) sumas, y n cocientes correspondientes a la
division por |A].
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En la practica el tiempo de calculo necesario es exagerado, incluso para un ordena-
dor, y ademads, los errores de redondeo pueden llegar a ser tan grandes que invaliden
el resultado final.

Por todo lo anterior parece necesario construir otro tipo de métodos que sean més
eficientes. Los métodos que vamos a construir se agrupan en dos clases: métodos direc-
tos y métodos iterativos. Los primeros persiguen la obtencion de la solucién exacta del
sistema al cabo de un ntimero finito de operaciones elementales; en dichos métodos no
existe error de truncatura, pero si son sensibles a los errores de redondeo. Los métodos
iterativos tienen como objetivo la construccion de una sucesién de vectores de IR"” cuyo
limite sea la solucién del sistema, x.

Dentro de los métodos directos destacaremos el método de Gauss, asi como aquellos
que permiten factorizar la matriz A como producto de una matriz triangular inferior L
y una matriz triangular superior U, entre los que destaca el método de Cholesky.

Respecto de los métodos iterativos, centraremos nuestro estudio en aquellos que
resultan ser una generalizacién del proceso de iteraciéon del punto fijo, como son el
método de Jacobi y el de Gauss-Seidel.

2. Resolucidon de sistemas de ecuaciones no lineales

Hemos tratado en el tema anterior las ecuaciones de la forma f(x) = 0, donde f es
una funcién real de variable real. Casi todas las cuestiones que se han considerado
alli pueden ser generalizadas sin mucha dificultad al caso en que f(x) sea una funcién
vectorial

f:DCR" — R"
x=(x1,...,x0) —> f(x)=(fi(x),..., fu(x))

es decir, al caso en que nos encontramos ante un sistema de n ecuaciones no lineales
con 7 incognitas.

Asi pues, nuestro problema se formula ahora en los siguientes términos: encontrar
¢ = (c1,¢2,...,cn) solucion del sistema de n ecuaciones con n incégnitas dado por:

donde fi, fo, ..., fn son las funciones componentes de una cierta funcién vectorial f.

2.1. Generalizacion de la iteracién del punto fijo

Siguiendo el esquema unidimensional nos plantearemos, en primer lugar, la generali-
zacién del proceso de iteracion del punto fijo. La extension de los métodos de iteraciéon
del punto fijo a los sistemas de ecuaciones no lineales es sencilla desde el punto de
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vista tedrico, pero sin embargo desde el punto de vista practico presenta mayores pro-
blemas que en el caso unidimensional. Por una parte, existen grandes dificultades para
localizar a priori una regién en la que se encuentre la raiz, pues no disponemos ahora
de herramientas del tipo de los Teoremas de Bolzano y de Rolle y, por otra parte, es
mucho més costoso comprobar las condiciones de convergencia global.

Dada una ecuacion f(x) =0, x € R", con f : R" — R", debemos reemplazar dicha
ecuacién por otra equivalente de la forma x = g(x), donde x € R"y g : R" — R", esto
es, en términos de las componentes de f(x) y g(x) la equivalencia se expresa como

filx1,...,x0) =0 «— x;=gi(x1,...,x), 1=12,...,n.
Por ejemplo, la ecuacion
f(x1,x2,x3) = (x1 + €2x3, 3x; —senx; + x3, x3x1 + Inxy) = (0,0,0)

puede expresarse en la forma

xXp = —ex3,
senx; — X3
Xy = 3
In x>
X3 = — ’
X1

es decir que una funcién de iteracién para la ecuacion f(x) = 0 es

sen x| — X3 In x»
g(xll X2, x3) - _ex2x3, - .
3 X1

A la hora de plantearnos resultados similares al Teorema de convergencia global
visto para el caso de una variable, hemos de reflexionar en primer lugar sobre el hecho
de que la sucesion x("*1) = g(x(™) es ahora una sucesién vectorial, pues cada uno
de sus elementos es un vector de R”. Para analizar la convergencia de la sucesion
se considerara a IR"” como espacio vectorial normado, con cualquiera de las posibles
normas, pues todas son equivalentes. Recordemos que las normas més habituales en
R" son las siguientes:

n
Il =Yl (Normauno)
i=1

n 1/2
|x]l2 = (Z xlz) (Norma euclidea)
i=1
|| x]|c0 = méx |x;] (Norma infinito)
1<isn

donde en todos los casos x = (x1,x2,...,x,) € R". Teniendo en cuenta la definicién de
sucesion convergente en los espacios normados, es evidente que

lim x™ =¢ < lim |[x"™ —¢|| = 0.
m—»00 m—r00
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La equivalencia de las normas hace que sea indiferente la norma elegida a la hora de
determinar la convergencia.

Nuestro primer objetivo serd demostrar un teorema de convergencia global que ge-
neralice el que existia para el caso unidimensional.

Teorema 3.1. Sea g : S C R" — IR" verificando:
(i) Existe un conjunto D = [ay,by] X - -+ X [ay, by| C S tal que g(x) € D, paratodo x € D.

(i) Para alguna norma sobre R", existe L (0 < L < 1) tal que
1§(x) —gW)Il < Lllx —yll, Vx,y € D.

Entonces existe un tinico punto fijo ¢ de g en D y la sucesion definida por x("+1) = ¢(x(m)),
con x() un elemento arbitrario de D, converge a c.

Nota. Al igual que ocurria en el caso de las funciones de una variable, si g es sufi-
cientemente regular se puede sustituir la hipétesis (ii) por otra que resulte més facil de
comprobar. En particular, se puede demostrar que si todas las componentes de g, g;,
i=1,...,n,sondeclase 1 en D y se verifica que

’M <L vxeD, cono<L<1,paraij=1,..,n (1)
ox; n

entonces se cumple la condicién (ii) con la misma constante L si se toma la norma 1
o la norma infinito. Detallamos la prueba en el caso de la norma 1. En primer lugar,
observemos que de la férmula de Taylor en varias variables se deduce que para todo
x,y € D, podemos escribir

gix) —gily) = ) 8 oy

= 9%

donde ¢; es un punto intermedio entre x e y.
Ahora bien, si se verifica (1), se deduce que
L n
8i(*) —&iy)| < - Qx] vil
]:

y sumando sobre i de 1 a 1 se obtiene la desigualdad

Zlgz ()] <L;|xj—y]
: ]:

que, de acuerdo con la definicién de la norma 1, se transforma en

18(x) =8(W)llx < Lllx =yl

Asi pues, si ¢ € C!(D) y verifica la condicién (i) del Teorema y la condicién dada
en (1), se puede asegurar la convergencia de la iteraciéon del punto fijo a la solucién de
x = g(x) en D, cualquiera que sea x\?) € D.
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2.2. Cotas del error

De manera totalmente analoga a como se hace para el caso de una variable, se pue-
de demostrar que en las hip6tesis del Teorema de Convergencia Global, se tienen las
siguientes acotaciones del error:

@) 20" —cll < Ix) = %]

7

1-L

(i) (2™ — el < =[x — x(m=D).

1-L

Aunque formalmente las cotas son véalidas cualquiera que sea la norma elegida, las
mas ajustadas serdn aquellas que corresponden a las normas para las que se verifique
la segunda condicion del teorema de convergencia.

Ejemplo 3.2. Consideremos el sistema de ecuaciones no lineales definido por:

8000x; + 0.5x5 +  2x3 = 18008,
X1 + 10500x, + x3 = 43003,
x3 +  05x; + 7850x3 = 78510.

Construya un sistema equivalente de la forma g(x1,x2,x3) = (x1,x2,x3) de manera que
la funcion g verifique las hipétesis del teorema de convergencia global en D = [1.5,2.5] x
[3.5,4.5] x [9.5,10.5].

Resolucién. La posibilidad mas simple de obtener una ecuacién equivalente del tipo
buscado es

18008 — 0.5x3 — 213

& 8000 ’
43003 — x1 — x3
X2 = ,
10500
78510 — x5 — 0.5x;
X3 = ,
7850

que corresponde a la siguiente funcién de iteracién:

(x) = 18008 — 0.5x3 — 2x3 43003 — x; — x3 78510 — x3 — 0.5x2
§ = 8000 ’ 10500  ’ 7850

Puesto que ¢ € C!(D), para ver si estamos en las hip6tesis de convergencia, vamos
a analizar si se verifican las condiciones:

(i) g(x) € D, para todo x € D.

agi(x)
ax]'

(i) Existe L (0 < L < 1) tal que

L
<=
n

,coni,j=1,2,3.

3-6



frﬁ{/é “;ﬁ, Métodos Numéricos Tema3: Sistemas lineales y no lineales
8 QWE Universidad de Oviedo Curso 20102011

i n_uW ]
ALY Y ]

Para probar la condicién (i), observemos que, en este caso, por el tipo de funcién con
la que estamos trabajando, es sencillo acotar superior e inferiormente los valores que
pueden tomar las funciones componentes g1, g2 y g3 en D. En efecto, es evidente que

21(x1,4.5,10.5) < g1(x1, %2, x3) < g1(x1,3.5,9.5),

para todo (x1,x2,x3) € D'y, por consiguiente, 1.960328 < g1(x1, X2, x3) < 2.227671, de
donde se sigue que g1(x1, X2, x3) € [1.5,2.5], para todo (x1, xp, x3) € D.
De modo analogo,

3.9850 < gz(xl,xz, X3) < 4.0137, V(xl,xz, X3) €D,

9.998996815 < g3(x1, X2, ¥3) < 10.000621, V(x1,x2,x3) € D.

es decir, que se verifica la condicién g(D) C D.
Para probar (ii), observemos que

: 0 a
a;ill(xll X2, x3) = a;fcz(xll X2, x3) = a;fc,i(xl’ X2, x3) - 0’

E(xll X2, x3) - 8000/ a_x3(x1/ X2, x3) - 3000 ’
0 —1 agz . —3X%
a_l(xl’ 2%3) = {0500" a_x3(x1’x2’ 3) = 10500"
983 —3x3  9g —0.5
)

83 _ 783 =
X (x]./ X2, x3) - 7850 ’ axz (x]_/ X2, x3) - 7850/

de donde se deduce que méx; j<3/dg;/dx;| = 0.08268, por lo que tomando L = 3 -
0.08268 = 0.24804 se tiene (1).
Asi pues, la funcién g tiene un tinico punto fijo en D y la sucesion vectorial definida

por

(m+1) 18008 — O.5(x§m))2 _ 2(x§m))3

" 8000 ’
1) _ 43003 — ™ — (™3
2 10500 ’
1) _ 78510 (x™)3 —0.5(x{™)
3 7850 ’
con (xgo), xéo), xéo)) € D converge a dicho punto fijo. <
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2.3. Método de Newton-Raphson en varias variables

Al igual que en el caso de una variable nos podemos plantear de nuevo las cuestio-
nes relativas al orden y a la velocidad de convergencia. La definiciéon de orden de
convergencia para las sucesiones vectoriales es idéntica a las reales sin mas que susti-
tuir limy,—ye0 |y 41|/ |€n|P por limy oo ||€+1]|/ ||€n||P- En estas condiciones, tiene perfecto
sentido plantearnos la posibilidad de generalizar el método de Newton-Raphson. Es
posible introducir este método imponiendo condiciones sobre la funcién de iteraciéon
que garanticen la convergencia cuadratica de modo similar a como se realiz6 en el caso
de una variable.

El el caso de una variable, para resolver una ecuacién f(x) = 0, en el método de
Newton se construye un proceso iterativo de la forma:

/()

m+1)

2+ — 4

En el caso de varias variables, la derivada de la funcién se sustituye por su matriz
jacobiana, de manera que (2) se transforma en:

donde J es la matriz jacobianas de f:

o) = (22,

E)xj

No detallaremos en este caso un resultado sobre convergencia global por su com-
plejidad y su escasa utilidad desde un punto de vista préctico, pero si sefialaremos que
si f tiene derivadas parciales segundas continuas en un entorno de la raiz y ademds
su Jacobiano no se anula en dicho entorno, se puede garantizar la convergencia del
método de Newton-Raphson y ademds dicha convergencia es cuadratica.

Para hacer los calculos del método de Newton, no se requiere invertir la matriz
jacobiana en cada iteracién, sino que suele usarse la relacién

T () (D — 50y = — f () @

Entonces, si conocemos x(™), usamos (4) para hallar Ax,, 11 = x(m+1) _ x(m)  de
donde obtenemos

x(MH1) = o (m) 4 AXpi1.

A continuacién, hallemos las férmulas explicitas del método en el caso de dos va-
riables. Utilizamos notacién de subindice para las derivadas parciales con el objeto de
simplificar las expresiones. En el caso n = 2, la inversa de la matriz jacobiana puede
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calcularse facilmente:

oh oh
]f(x,y)= aa;;(xry) %Ex,y) ((fl)x (fl)y>,
Jy x,Y)

1

B 1 (fz)y _(fl)y
]f (x,y) = |]f(x,y)| (‘(fZ)x (f1)x > ’

donde |J¢(x,y)| = (f1)x(f2)y — (f2)x(f1)y es el determinante de la matriz jacobiana.
Denotando por x;; e ¥, a las componentes de la aproximacién m-ésima a la solucién,
la ecuacién (3) en componentes se escribird como:

ARy~ A(A)]
Xm+1 = Xm ,
|]f| - (xmr]/m)

s =g |2 AG]
I |7l

4 (xXm,ym)
donde con el subindice del corchete se indica que todas las funciones del interior del
mismo estan evaluadas en el punto sefialado.

Observemos que el esfuerzo de calculo requerido para aplicar el método de Newton-
Raphson es muy grande pues se necesita evaluar en cada iteracién dos funciones y
cuatro derivadas parciales.

Ejemplo 3.3. Dado el sistema de ecuaciones no lineales

x% —y? 7
I T

1
Y4+ = =0,

xy y+9

halle las primeras iteraciones del método de Newton-Raphson partiendo del vector nulo.

Resolucién. Se puede comprobar que el sistema dado tiene una solucién tnica en
[0,0.4] x [0,0.4]. Vamos a efectuar las primeras iteraciones del método de Newton-
Raphson partiendo de x(%) = 0 e y(%) = 0. Para ello observemos que, en este caso,

x? —y? 7 1
flvy) = =57 —x+5 hluy)=xw-y+g,

y derivando parcialmente respecto de x e y se tiene
fx(ry) =x=1, (A)y(xy) = —v,
()vy) =y, (Pyxy)=x-1,

de donde el determinante de la matriz jacobiana es

Jr(xy) = (x —1)* + >

Aplicando la férmula del método de Newton se obtienen los siguientes resultados:
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0 O 0
1 02916 0.1111
2 0.3346 0.1636
3 0.3333 0.1667

donde se pone de manifiesto la convergencia de la sucesion. <

2.4. Meétodos Cuasi-Newton

Uno de los problemas del método de Newton es que requiere mucho esfuerzo compu-
tacional: en cada iteraciéon hay que calcular una matriz jacobiana, lo que supone eva-
luar n? derivadas parciales, y luego resolver un sistema de 7 ecuaciones y 7 incégnitas
con dicha matriz. El esfuerzo computaciones total para realizar una iteracién del méto-
do de Newton conlleva, por tanto, al menos n? + n evaluaciones de funciones escala-
res (n? para la matriz jacobiana y 7 para las f;) junto con un ntimero de operaciones
aritméticas O(n3) para resolver el sistema lineal. Para valores altos de 7, este niimero
de operaciones es prohibitivo, por lo que se recurre a otros métodos como el método
de Broyden.

3. Métodos directos para sistemas lineales

3.1. Resolucién de sistemas por eliminacién gaussiana

Una matriz A se dice triangular superior (respectivamente triangular inferior) si todos
los elementos situados bajo la diagonal principal son nulos, es decir a;; = 0sii > j
(respectivamente a;; = 0 si i < j). Un sistema de ecuaciones se dice triangular superior
(respectivamente triangular inferior) si su matriz de coeficientes lo es.

Consideremos el siguiente sistema triangular superior:

a1 ap a3 - i X1 by
0 ax axp --- ay X2 by
0 0 a3 -+ asu | |x3]| | b3
O O O R ann xn bn

en el cual supondremos que |A| # 0, es decir a;; # 0, Vi.

Si utilizamos la regla de Cramer para resolver este sistema no aprovecharemos el
gran nimero de ceros que posee esta matriz, por lo que para resolver un sistema trian-
gular superior se utiliza el procedimiento conocido como sustitucion regresiva, que po-
demos expresar en la forma:

by
Xn = —,
Ann
1 n
xi:_<bi_ Z al-]-xj>, i:n—l,n—2,...,1.
i j=i+1
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Observemos que en primer lugar se despeja el valor de x;,, este valor se sustituye en la
ecuacién n — 1, para a continuacién despejar x,,_; y asi sucesivamente hasta calcular
x1. Este proceso reduce drésticamente el nlimero de operaciones que supondria el uso
de la regla de Cramer, ya que el nimero de operaciones en este caso es n2.

Otro tipo de sistemas que conviene destacar son los sistemas diagonales, es decir

aquellos en los que la matriz de coeficientes verifica que a;; = 0 para todo valor de

i # ],

a1 0O o --- 0 X1 by
0 ann 0 cee 0 X2 bz
0 0 asz - -- 0 X3 — bg
0 0 0 - ag) \xu b

y cuya solucién se obtiene de forma inmediata como
X = —, i:1,2,...,1’l, (aii;«éO,Vi).

Teniendo en cuenta que estos sistemas son de facil solucién y que el niimero de ope-
raciones realizadas para calcular tales soluciones es sensiblemente menor que el que
resulta utilizando otras técnicas, como por ejemplo, la regla de Cramer, vamos a inten-
tar reducir el problema general a la resolucién de un sistema triangular (o diagonal),
siendo esta la esencia de los métodos directos.

Para ello es til recordar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales no cambia
si se hacen las siguientes transformaciones:

% Multiplicar una ecuacién por una constante no nula.
% Intercambiar ecuaciones entre si.
% Sumar a una ecuacién un multiplo de otra.

% Aplicar reiteradamente cualesquiera de las operaciones anteriores (en particular su-
mar a una ecuacioén una combinacién lineal del resto).

Estudiaremos en primer lugar el método de Gauss, basado en la transformacién de
la matriz A de partida en una matriz triangular superior.

El método de Gauss consiste en la reduccion del sistema a otro de matriz de coefi-
cientes triangular a través de n — 1 etapas, en cada una de las cuales se va consiguiendo
dejar en forma triangular una fila més.

Comenzaremos el estudio de este método presentando un ejemplo:

Ejemplo 3.4.
3x1 — xp + 2x3 = 12 3 -1 2 X1 12
X1 + 2xp + 3x3 = 11 — 1 2 3 X7 11
2x7 — 2xp — x3 = 2 2 -2 -1 X3 2
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3 -1 2 X1 12 F-ih
1 2 3 x| =111
2 -2 -1/ \x; 2 F;—2h
3 -1 2 X1 12
0 7/3 7/3 xn|l=17 F+ 3F
0 —4/3 -7/3 X3 —6
3 -1 2 X1 12 x1 =3,
0 7/3 7/3 x|l=17 Xy =1,
0o 0 -1 X3 —2 X3 = 2.

De forma general, si partimos de un sistema de la forma Ax = b, el método de Gauss
nos permite tranformar la matriz A de partida en una matriz triangular superior U a
través de n — 1 pasos, obteniéndose la siguiente sucesién de matrices intermedias:

A:Al \Al /Az \Az > e >An:An:u,

(k)

con Ay = (ﬂgc))lgi,jgn y Ap = (ﬁf;())lgi,jgn- En el caso en que a,;’ = 0, la matriz Ay se
obtiene a partir de Ay situando en la posicion (k, k) un elemento no nulo de la columna
k por debajo de la diagonal principal, para lo cual las filas de Ay se intercambian. Esto
es siempre posible ya que hemos considerado que |A| # 0y por lo tanto la matriz A

es también no singular, Vk =1, ..., n.

En el caso de que ﬁ]((],? # 0, Vk, no es necesario realizar cambios de filas y Ay = Ay,
con lo que se tiene

A=A > Ap AR »y A, = U,

donde la matriz Ay tiene ceros en los elementos de las k — 1 primeras columnas bajo
la diagonal principal y donde bk = (blgk))lgign es el vector que contiene los términos
independientes en el paso k,conk =1,2,...,n.

En un paso k cualquiera obtendremos la matriz Ay a partir de la Ay haciendo ceros

los elementos de la columna k que se encuentran bajo la diagonal principal.
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i n_u{ )
ALY Y ]

Sea Ay la matriz

(k) (k) (k) i (k)

all alz P alk . . o« .. aln
0 aé’;)
(k) (k) (k)
A = 0 0 - ay Tgr1 77 Oy
(k) (k) (k)
0 0 - @l Giieer 0 Tara
(k) (k) (k)
0 0 v ahp i1 0 Biog
. . . Ik k: . Zk
0 0 - af) af, o all

con a,((ll? # 0. Para hacer ceros en las posiciones (k+1,k), (k+2,k), ..., (n,k), restare-
mos a cada fila un multiplo adecuado de la fila k, esto es

”1(521 k ”’1932 k %)

Fq1— —2F, Fp— —*F, ..., B, — 2k F,
(k) (k) (k)
Al Apege Apege

con lo que obtendremos la siguiente matriz

k+1 k+1 k+1 k+1

”gl ) a§2 ) L. ”gk ) agn )
0 ag;’l)

(k+1) (k+1) (k+1)

Agq = 0 0 - ay S T L

(k+1) (k+1)

0 0 T 0 @ik " By

(k+1) (k+1)

0 0 e 0 @pioki1 7 %o

. . . . k: ) . k: .

0 0 ... 0 ”;(1,1:;% AR

De esta forma, el elemento (i,j) de la matriz Ay, se ha calculado utilizando la
expresion

a, 1<i<k  1<j<n,
S (k) (k) . .
ij =) @ My, k+1<i<n, k+1<j<n,
0, k+1<i<n, 1<j<k

Como se observa las k primeras filas de A no se modifican.
Es conveniente destacar en el proceso los siguientes elementos:
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% La ecuacion k-ésima se denomina ecuacién pivotal.

#* El elemento (k, k) lo denotaremos como el elemento pivote del paso k.

#* Para hacer cero en la posicion (i, k) utilizamos el siguiente cociente, m; = alg: ) / a,((’]?,
que llamaremos el multiplicador (i, k).

En lo que refiere a los términos independientes, las componentes del vector b(k*+1)

se obtendran a partir de las de b%) de la siguiente forma:

Ejemplo 3.5. Resuelva utilizando el método de eliminacion gaussiana, el siquiente sistema
lineal de ecuaciones:

3x1 — xp + 2x3 = 12,
X1 + 2xp + 3xz3 = 11,
2X1 — 2x2 — X3 = 2.

Resolucién. En las distintas etapas del proceso de eliminacién de Gauss, se obtiene
que:

3 -1 2 12
A=A=[1 2 3|, bW = [11] =,
2 -2 -1 2
3 -1 2 12
Zﬂjijg}:ﬁxz: o 7/3 73|, v@=1{7],
31 0 —4/3 —4/3 —6
3 -1 2 12
map = —4/7 = A3 = (0 7/3 7/3], B = 7
0o 0 -1 —2

El sistema final resultante es Azx = b®):

3 -1 2 X1 12
07/3 7/3| (x| =17 (5)
0O 0 -1 X3 -2

y sus soluciones son x; = 3, xp =1, x3 = 2. |

Teniendo en cuenta la descripcién que acabamos de hacer del método de Gauss, se
deduce el siguiente algoritmo:
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ALGORITMO DE GAUSS:
Para k=1 hasta n —1 hacer
(Estudiar ag)
Para i = k+ 1 hasta n hacer
Mix = Ajx/ Agk
Para j =k hasta n hacer

Ajj = Ajj — Mg

fin j
bj = b; — micby
fin i

fin k

El estudio del elemento a,; supone comprobar si dicho elemento es nulo, en cuyo caso
situaremos en esa posicién un elemento no nulo de la columna k por debajo de la
diagonal principal, para lo cual serd necesario intercambiar filas. También podemos
plantearnos la elecciéon de alguna estrategia de pivotaje, cuyo estudio abordaremos
mas adelante.

A la hora de evaluar el nimero de operaciones que se realizan en el proceso hay que
tener en cuenta los pasos del proceso de eliminacién y la etapa de sustitucion regresiva.
Se puede comprobar que el niimero total de operaciones realizadas es (41> + 9n? —
7n)/6.

A continuacién se expone una tabla en la que se ve claramente que el método de
Gauss reduce notablemente el nimero de operaciones que se realizarian aplicando la
regla de Cramer (expresaremos el ntimero de operaciones a través de la mayor potencia
de 10 que en él aparece):

n  GAUSS CRAMER

10 102 108
50 10* 1064
100 10° 10160

La parte de eliminacién del método de Gauss también nos permite comprobar si
|A| = 0, lo cual ocurrird cuando en el paso k se verifique

G N O
al(ck) = al(<+)1,k = ”1(<+)2,k = =a, =0

Nota. Obsérvese que las operaciones del proceso de eliminacién de Gauss no alteran el
valor absoluto del determinante de la matriz de partida, por lo que podemos asegurar
que todas las matrices Ay tienen en mismo determinante en valor absoluto. En cuanto

3-15



n-’ /;_;j\:%}, Métodos Numéricos Tema3: Sistemas lineales y no lineales
ano € #1is  Universidad de Oviedo Curso 20102011

dbba TG i

a la matriz Ay, desarrollando reiteradamente por los adjuntos de los elementos de la
primera columna de las diversas submatrices, su determinante viene dado por:

(k) (k) (k)

- L e g1 -0 gy
Ayl = aPa® ¥
k 11 497 P R .
RORNC 0
nk nk+1 *°° nn

Ejemplo 3.6. Utilice la eliminacion gaussiana para resolver el sistema:

2x1 + 3xp + x3 = 6,
4x1 4+ 6x2 + 3x3 = 13,
6x1 + 9x + x3 = 16.

Resolucion. En este caso se obtiene que my; = 2 y m3; = 3. Esto nos lleva al sistema

2x1 4+ 3x + x3 = 6,
X3 = 1,
— 2X3 = -2

En este caso ag) = a_%) = 0, de donde se deduce que |A| = 0, con lo que el sistema o

no posee solucién o tiene infinitas soluciones. Este ejemplo corresponde a la segunda
situacion y las soluciones son:
5— 3XZ

x3=1, x1 = > . |

3.1.1. Estrategias de pivotaje

En la aplicacién del método de Gauss, s6lo hemos contemplado hasta ahora la posi-
bilidad de eleccién de la ecuacién pivotal cuando, en un paso k genérico, el elemento
algﬁ) era nulo. Atn en el caso de que u,(cll? = 0 el algoritmo que se utiliz6 se basaba en
una eleccién al azar, buscando como elemento pivote el primer elemento no nulo de la
columna k bajo la diagonal principal. Veamos a continuacién un ejemplo que muestra

que no es indiferente la eleccién de la ecuacién pivotal.

Ejemplo 3.7 (Forsythe, 1967). Resuelva utilizando aritmética de punto flotante con tres ci-
fras significativas el sistema:

0.100)10~3x + (0.100)10'y = (0.100)10",
y
(0.100)10'x + (0.100)10'y = (0.200)10".

Resolucién. Puede comprobarse que la solucion exacta utilizando seis digitos signi-
ticativos es: x = 1.00010, y = 0.999900, lo que nos sirve de referencia para valorar la
aproximacién que se obtiene al utilizar un niamero limitado de digitos significativos.

Si efectuamos el proceso normal de eliminacién de Gauss, tenemos que 11,1 = (0.100)10°,
lo que nos lleva al sistema

(0.100)1073x + (0.100)10'y = (0.100)10¢,
— (0.100)10°y = —(0.100)10°,
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y asi, utilizando sustitucién regresiva, se deduce que x = 0.00 e y = 1.00, solucién
bastante distinta de la solucién auténtica.

Sin embargo, cambiando los papeles entre la primera y la segunda ecuacion, el sis-
tema obtenido es

(0.100)10'x + (0.100)10'y = (0.200)10%,
(0.100)10~3x + (0.100)10'y = (0.100)10!,

y las soluciones que a partir de él se obtienen son x = 1.00 e y = 1.00 con la consi-
guiente mejora de la exactitud. <

Hay que tener en cuenta que en el proceso de eliminaciéon de Gauss se realizan

(k)

divisiones por los elementos a;;” y que si dicho elemento es muy pequefio, entonces un
error de redondeo, aunque sea pequefio en valor absoluto, puede producir errores muy
grandes en el cociente, con el consiguiente perjuicio para la precisién del resultado. la
forma mads usual de elegir el elemento pivote corresponde a la estrategia de pivotaje
parcial que se describe a continuacion.

En cada paso k (1 < k < n — 1) se realizardn los cambios necesarios entre filas para
situar en la posicion (k, k) el mayor elemento en valor absoluto de la columna k entre
las filas k y n, ambas inclusive, es decir, situaremos en la posicién (k, k) al elemento al(,]; )
verificando: Y "

jaiy)| = max {Jay},

pasando a ser la ecuacion [-ésima la ecuacion pivotal.

Ejemplo 3.8. Resuelva el sistema

X1+ xp —x3 = 0,
2x1 + xp + x3 = 7,
3x1 — 2xp — x3 = —4,

utilizando el método de Gauss con estrategia de pivotaje parcial.

Resolucién. Para la eliminacién de la incégnita x; utilizaremos como pivote el ele-
mento en la posicién (3, 1), siendo este el coeficiente de x; en la tercera ecuacién, con
lo que intercambiando la primera y la tercera ecuacion se tiene

3x1 — 2xp — x3 = —4,
21 + xp + x3 = 7,
X1+ xp —x3 = 0.

Ahora, puesto que my; = 2/3 y m3; = 1/3 se obtiene el sistema

3x1 — 2xp — x3 = —4,
_x+§x—§
372" 37 T 3
5 2 _ 4
3727 373 7 3
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Para la eliminacion de x; la eleccién del pivote seria entre 7/3 y 5/3 y como |7/3| >
|5/3|, entonces el pivote seria 7/3 y no es necesario intercambiar ninguna ecuacién.
Puesto que m3z; = 5/7, el sistema resultante es

3x1 — 2x2 — X3 = —4,

7 5 29
32T 3BT 3 (6)

S 1

217° 7 217

el cual se resuelve por sustitucion regresiva, obteniéndose x; =1, x, =2y x3 = 3.
Es ilustrativo resolver el ejercicio viendo la evolucién de las matrices ampliadas de

los diferentes sistemas que se van formando. Denotamos por Fl.(k) a la fila i-ésima de la
matriz ampliada correspondiente al sistema obtenido en el paso k-ésimo.

11 -1,0 |\ Y 3 2 —1|-4)\ F® =gl
2 1 1|7 [V ~11 1 —1]0 | EP=rY ~
3 -2 —-1|-4) FV 21 1|7 ) Y=Y
3 2 —1|—4 )\ F¥=p® 3 2 —1|-4\ F¥=f®
05 3B | B3~ |0 5 5B | B
03 211 ) B e oo i) B oE s
donde la tltima matriz ampliada corresponde al sistema triangular (6). <

3.2. Factorizacion LU

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales Ax = b. Si se conoce una descompo-
sicion de la matriz A como producto de una matriz triangular inferior L = (1;j)1<; j<n
por una matriz triangular superior U = (uij)lg,-,jgn, A = LU, entonces la resolucién
del sistema anterior queda reducida a la resolucién de dos sistemas triangulares

Ly=»
Ax=b — (LU)x=b — { Y
Ux =y
que podemos expresar como

111 o --- -« .. 0 A by
121 122 0 e e e 0 :1/2 bZ
I37. I3 Is3 0 --- 0 ys | = | bs
lnl Lo Lun Yn b,
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AHaaN o LYY
y
uil Ui Uiy X1 1
0 ux ux --- Uy X2 Y2
0 0 usz uzy Uszy X3 =1Y3
0 O Upn X Yn

Resolviendo el primero por sustitucion progresiva calcularemos el vector y. Sustitu-
yendo éste en el segundo sistema y utilizando sustitucién regresiva podremos calcular
el vector x que es la solucién del sistema de partida.

De esta forma nos estamos planteando una nueva estrategia para resolver un siste-
ma de ecuaciones lineales. La pregunta que debemos hacernos ahora es la siguiente:
(como se obtienen las matrices L y U?

En primer lugar es evidente que a partir de la relacion A = LU obtenemos ciertas
ecuaciones que permitirdn el cdlculo de los elementos de L y U:

hun = an,
alj

Ml]':m/ ]22/

a; .
lij = iz,
U

k—1

lectte = e — Y, leplher, k> 2,
r=1

Ugj = lkk (Elk] 2 lkrur]>, ] >k k=2

e ] >
Lix Mkk( erurk>, i>k k>2

El ntimero de ecuaciones que se obtienen es inferior al nimero de incégnitas a deter-
minar (72 < n? + n), por lo que en ocasiones se suelen fijar algunos de los elementos de
tales matrices con el fin de obtener una tinica solucién. Por ejemplo, se suele considerar
que l;; = 1, para todo valor de i.

Observaciones:

(O1) Los elementos de la matriz A = LU pueden calcularse como:

min{i,j}
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(O2) No toda matriz admite una descomposiciéon LU. Por ejemplo, si a1; = 0, se tiene
que:

a1 = Ilun =0
ajp = lpuyy, 12> 2

Un criterio que nos permite asegurar cuando dicha descomposicién es posible es el
siguiente resultado:

Teorema 3.9. Siempre que la matriz A es no singular, existe una permutacion de las filas de A
tal que la matriz resultante es descomponible en la forma LU, con l;; = 1y u;; # 0, para todo
valor de 1.

Dicho de otra manera, si A es no singular, existe una matriz de permutacién P tal
que

PA =LU

donde L es una matriz triangular inferior con [;; = 1, Vi y U es una matriz triangular
superior no singular.

3.3. Método de Cholesky

Si en la factorizacion A = LU se exige que ujj = ll-j, Vi,j, es decir, que U = Lt y
ademds que [;; > 0 para todo valor de i, podria ser que la descomposicién no existiera.
Sin embargo podemos asegurar que si la matriz A es simétrica y definida positiva tal
descomposicion es posible, y se conoce como descomposicién de Cholesky.

Definicién 3.10 (Matriz simétrica y definida positiva). Una matriz A € M, (R) se dice
que es simétrica y definida positiva si

(i) A = At es decir, A es simétrica, y
(ii)) x'Ax >0, Vx # 0.

Teorema 3.11 (Caracterizacién de matrices simétricas y definidas positivas). Sea A €
M, (R). Entonces:

(i) A es simétrica y definida positiva si y sélo si AA™! y es simétrica y definida positiva.

(ii) A es simétrica y definida positiva si y solo si todas las submatrices principales de A son
simétricas y definidas positivas.

(iii) A es simétrica y definida positiva si y sélo si todos sus menores principales son positivos
t
yA=A".

(iv) A es simétrica y definida positiva si y solo si todos los autovalores de A son positivos y
A= AL
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(v) A es simétricay definida positiva si y sélo si AP € M,,(R) no singular tal que A = P P*.

Veamos a continuacién cémo se puede plantear el calculo de los elementos de la
matriz L para que LL' = A, es decir,

Iy 0 oo i eei 0 Ly Iy Ly e oo Ly
Ly Iy O - --- 0 0 Io Iyp -+ - L
Iz Isp Izz --- -+ 0 0 0 Iz Iy -+ Iz | =A
lnl ln2 lnn 0 0 lnn

Multiplicando la primera fila de L por la primera columna de L! obtenemos 411, por lo
que

il =an = L1 = /a5

A partir del valor de [1; podemos calcular los elementos de la primera columna de L,
sin mas que multiplicar la fila i de L por la columa 1 de L':
a.
lnhi =apn = In = li
11
Trabajando de manera anédloga se obtendran el resto de los elementos de L. Si los [jj,
Vi,j < k — 1 son conocidos, la columna k de L se calcula con las relaciones:

k-1

e = ) lplkp + ikl = Ik =
p=1
k-1

aig = Y Lipley + lihe = ljg = —
p=1

El proceso queda reflejado en el siguiente algoritmo:

ALGORITMO de CHOLESKY:

Para k =1 hasta n hacer

k—1
21\1/2
e = (e — Y 15)"
r=1
Para j=k+1 hasta n hacer

k—1
Lk = (aje — Y Litliy) / i
=1
Fin j '
Fin k
Observaciones:

(O1) Enprimer lugar este método nos permite saber si una matriz simétrica es definida
positiva o no, segtin que admita la descomposicion A = LL! o no.
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(O2) La descomposicion de Cholesky también puede ser utilizada para calcular el de-
terminante de la matriz A, ya que

n
A=LL' = |A| =Lt = |LP =]
i=1

(O3) Esta factorizacion sirve para resolver sistemas de ecuaciones cuya matriz de coe-
ficientes sea A. Cuando utilizamos tal descomposicién para resolver el sistema

de partida se tiene
; Ly=1b
Ax=b — (LL')x=b — ;
L'x=y

El coste del método desde el punto de vista computacional, considerando tam-
bién el coste asociado a la resolucién de los dos sistemas triangulares, es (21° +
151 4+ 1) /6 que es menor que el del método de Gauss (aproximadamente la mi-
tad). Ademads un anadlisis de errores nos permite afirmar que el método de Cho-
lesky es interesante por su poca sensibilidad a los errores de redondeo.

(O4) Si A es simétrica y definida positiva, entonces pueden existir varias matrices L,
triangulares inferiores (e inversibles), tales que A = LL!, pero solo una de ellas
es de elementos diagonales positivos. Ejemplo:

=(3)=6 56 2)

Descomposiciéon de Cholesky de A:

=090

(O5) Si A es simétrica y definida positiva, pueden existir descomposiciones de A de la
forma A = LU, donde L (U) es una matriz trangular inferior (superior) y U # L.

Ejemplo:
A— 2 -1\ 1 0 2 —1
S \=-1 3 /) \-1/2 1 0 5/2)°

S\

L u

Descomposiciéon de Cholesky de A:

A:(—fﬁ &)(? Vl%i)

Ejemplo 3.12. Halle la decomposicion de Cholesky de la matriz:

2 2 -10
2 5 1 1
A= -1 1 14 5
0 1 5 3
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Resolucién. En primer lugar veamos si A es simétrica y definida positiva. A es clara-
mente simétrica. Hallemos a continuacién sus menores principales:

2 2
A1—|2|—2>O, Az—‘z 5‘—6>0,
2 2 -1
As=1]2 5 1|=73>0, A,=|A]=82>0.
-1 1 14

Como A es simétrica y todos sus menores pincipales son positivos, concluimos que A
es simétrica ydefinida positiva y, por tanto, admite factorizacién de Cholesky.

Tenemos que calcular una matriz triangular inferior L € My(R) tal que A = LL!, es
decir:

2 2 -10 lh 0 0 O i I Is Iy
2 5 1 1 o Iy I O 0 0 I»n Iz Ilp
-1 1 14 5| I57 I3 I3 0 0 0 I3z Igs
0O 1 5 3 Iy lyp Lz Iy 0 0 0 Iy

Calculo de los elementos de la primera columna de L:

2=1 = I1=V2,
2=1Inl = ln=2/l1=2/V2,
—1=lyln = Iy =-1/I1=-1/V2
0=Iyl;7 = Iy =0.

Calculo de los elementos no nulos de la segunda columna de L:

S=Bi+B, — = \5-B-V3

1=I31lp1 + I3l = I = 122(1 —Is1lay) = 2//3,

1
1=lIpby +iplhy = lp= E(l —Iyly) = 1//3.

Caélculo de los elementos no nulos de la tercera columna de L:

U=03+15+13 = Ilpa=,/14—12 —13,=/73/6,

5=Ipulz1 +laplzp +1s3l33 = lyz = I (5 lyglz1 — lplzn) = 13+/2/219.

Célculo de los elementos no nulos de la cuarta columna de L:

3=+t s+, = lu=\3-1 113 =827
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Por lo tanto, tenemos que A = LL!, donde:

V2 0 0 0
2
L_TE\@O 0
a2 m b
V2 V3 6
1 2 /82
07513@7—3

3.4. Analisis del error

Los métodos llamados directos proporcionan un valor exacto de la solucién después
de un ntimero finito de operaciones elementales. ;Qué sentido tiene entonces hablar
de error?

Evidentemente, todo proceso que utiliza precision finita estd sujeto a un error de
redondeo lo cual hace que normalmente no se obtenga la solucién exacta, sino una
solucién aproximada que denotamos como £, cometiéndose una desviacién de la so-
lucién exacta x que denominaremos error, ¢ = x — £. Obviamente el error no se puede
determinar en general de forma exacta ya que para ello necesitariamos conocer el valor

de x.
Buscaremos una forma de medir este error en la practica, para lo que introducire-
mos el concepto de vector residuo. Llamaremos vector residuo al vector r dado por la

expresion
r=Ax— A% =A(x — %) = Ae,
valor que si podemos calcular pues sabemos que Ax = b, con lo que
r=>b— A%

Podemos admitir r como una medida de hasta que punto £ satisface el sistema
Ax = b. Ahora bien, shasta qué punto es fiable el residuo como medida del error?
Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto que la respuesta a esta pregunta depende
del sistema que se maneje.

Sea el sistema de ecuaciones

1.01x; + 0.99x; = 2,
0.99x; + 1.01x; = 2,

cuya solucién exacta es x; = x = 1.
En primer lugar, si consideramos la siguiente aproximacion

e (Lony _ ,_(-001\ _ /-002
— \101 —\—001)" "7 \-002)"

tenemos un residuo “pequefio” y un error “pequefio”. Sin embargo, también podemos
considerar que la solucién aproximada es

=) = =(7) = (on).
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donde el residuo es “pequeiio” pero el error es “grande”.
Por otro lado, consideremos el sistema

1.019(1 + 0.99X2 = 2,
0.99x; + 1.01xp; = -2,

cuya solucién exacta es x; = 100, xo = —100. Resolviendo el sistema obtenemos

=(1%) = =(3) =(3)

en cuyo caso tenemos un residuo “grande” y un error “grande”.

Los ejemplos anteriores pone de manifiesto que el tamafio del vector residuo no es
siempre un indicador fiable del tamafio del error.

Para formalizar de algtin modo estos conceptos, es necesario introducir el estudio
de las normas sobre el espacio vectorial de las matrices.

Definicién 3.13 (Norma matricial). Una norma matricial es una aplicacion
-l Ma(R) — R

que verifica las siguientes propiedadades:

(P1) ||A|| >0, VA e Mu(R),

(P2) ||A|| =0 & A=0,

(P3) |A+B| < |All+ B, VA,Be My(R),

(P4) ||AA] = |Al]JA]l, VA eR, VAe Mu(R),

(P5) |AB|| < ||A]l||B]l, VA,Be€ M,(R).

Obsérvese que las cuatro primeras propiedades caracterizan a las normas vectoriales mientras
que la propiedad 5 es propia de las normas matriciales.

Definicién 3.14. Una norma matricial ||-||pr en My (R) y una norma vectorial ||-||, en R"
se dice que son compatibles si se verifica:

A x|lo < |Allmll x|, VA € Mu(R), ¥x € R".

Definicién 3.15 (Norma matricial subordinada). Sea ||-||, una norma vectorial en R".
Se llama norma matricial subordinada a esa norma o norma matricial inducida, a la norma
matricial definida asi

A
||| = méx lAxlo _ o 1A x]o.
A0 xllo Jixllo=1

Teorema 3.16. Una norma matricial subordinada es compatible con la norma vectorial dada.
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Definicién 3.17 (Radio espectral). Dada A € M,,(C), se define el radio espectral de A, y
se representa por p(A), como el miximo de los médulos de los autovalores de A, esto es

p(A) = max{|A| / A es autovalor de A}.

A las normas matriciales més habituales se las designa del mismo modo que a las
normas vectoriales a la que estan subordinadas. Ejemplos de normas matriciales indu-
cidas:

n n
* ||A|l1 = maéx {Z\a,ﬂ} inducida por ||x|l; = )_|x;.
i=1 =

<]<n i

1\\

" 1/2
* || All2 = p(A'A)'/? inducida por ||x|> = <Z|xi|2) ,
=1

n
#* ||A|le = max {Z|ai]-|} inducida por ||x||e = maéx |x;].

Isisn (i3 1<i<n

Con estas nociones sobre normas podemos comparar de algtin modo el tamafio del
error relativo, |le||/||x||, y del residuo relativo, ||r||/||b||, como se pone de manifiesto en
el siguiente

Teorema 3.18. Sea A una matriz no singular y Ax = b un sistema lineal de ecuaciones.
Entonces:

L Jirll _ el I y
< < AL =
A ol S S A <A = lalliaz

donde las normas vectorial y matricial han de ser compatibles.
Al niimero real x(A) se le llama condicionamiento o niimero de condicion de A.

El teorema anterior refleja claramente que la relacion entre ||e|| /| x| v ||7]|/||b]| de-
pende del ntimero || A||[|A~!]|, que es llamado ntimero de condicién de la matriz A y
se denota por «(A).

Observaciones:
(O1) Se cumple que x(A) es un ntimero mayor o igual que uno, ya que
1=p(D) < [Tl = [JAA~Y] < A AT = x(A).

Nota. Veremos mds adelante que el radio espectral de una matriz es siempre
menor o igual que cualquiera de sus normas.

(02) Sik(A) Z 1, el residuo relativo es una buena estimacion del error relativo, ya que
k(A) y 1/x(A) serdn muy proximos. Se dice en este caso que el sistema esta bien
condicionado.
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(03) Sik(A)>1,k(A)y1/x(A) seran muy dferentes. En este caso no podemos asegu-
rar que el residuo relativo sea una buena estimacién del error relativo. Se dice en
este caso que el sistema estd mal condicionado.

Por lo dicho anteriormente, es conveniente que x(A) sea proximo a 1 como ocurre
con las matrices ortogonales (A! = A1), para las cuales x(A) = 1 cuando se utiliza la
norma matricial ||-||2. Un ejemplo de matrices mal condicionadas son las matrices de
Hilbert, definidas como:

1

A= (ay), a;= m,

1<i,j<n

4. Métodos iterativos para sistemas lineales

En la seccién anterior hemos estudiado métodos directos para la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales. El nimero de operaciones de estos métodos es razonable para
valores de n moderados pero para el tamarfio de sistemas que aparece, por ejemplo, en
la resolucién aproximada de ecuaciones diferenciales (matrices de orden 1000 0 més en
determinados problemas) el nimero de operaciones es ya muy elevado y los errores de
redondeo acumulados pueden anular la validez de los resultados obtenidos. Ademds
su aplicacién a matrices dispersas no siempre puede aprovechar la gran cantidad de
ceros de estas matrices y lo que esto supone en el almacenamiento, ya que a lo largo del
proceso pueden aparecer elementos no nulos en posiciones ocupadas anteriormente
por elementos nulos.

Las razones anteriores son las que nos llevan a disefiar métodos alternativos, los
llamados métodos iterativos, en los que se construyen sucesiones vectoriales que con-
vergen a la solucién del sistema. Dichos métodos son menos sensibles a los errores
de redondeo en el sentido de que la falta de precision se puede corregir aumentando
el namero de iteraciones. Por otra parte, estos métodos aprovechan las caracteristicas
de las matrices dispersas para almacenarlas en memoria de forma adecuada ya que la
matriz no se modifica a lo largo del proceso.

4.1. Iteracién del punto fijo. Condiciones de convergencia

La aplicacion de los métodos de iteracién del punto fijo a la resolucién de ecuaciones ya
fue tratado en el Tema 2. En nuestro caso la ecuacién vectorial que debemos resolver
es F(x) = 0, donde F(x) = Ax — b y la funcién de iteracion la elegiremos del tipo
G(x) = Bx + ¢, donde B es una matriz cuadrada de orden n y ¢ un vector de R".
Obviamente, la eleccion de B y ¢ debe realizarse de modo que la solucién de G(x) = x
coincida con la de F(x) = 0.

Como en todo proceso de iteraciéon del punto fijo, consideraremos la sucesioén vec-
torial

) = G(xMy = Bx"™ +¢, m=0,1,2,...

y analizaremos su convergencia a la solucién del sistema para un vector inicial x(*)
adecuado. Recordemos que la convergencia de x(™) a x equivale a la convergencia a 0
de la sucesién de nimeros reales || x("™) — x|.
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Puesto que la solucién de F(x) = 0 es x = A~ b, la funcién G elegida debe verificar
que G(A~'b) = A~'b, es decir, A~'b = BA"1b +, y, por consiguiente,

c=(I-B)A b )

Definicién 3.19 (Método iterativo consistente). Si B y c verifican la condicion (7) se dice
que el método iterativo x(""+t1) = Bx(") 1 ¢ es consistente para la resolucion del sistema de
ecuaciones Ax = b.

Obviamente solo nos interesan los métodos consistentes y, supuesta esa condicién,
debemos determinar condiciones que garanticen la convergencia. El teorema siguien-
te proporciona un criterio para dicha convergencia que ademds es independiente del
vector inicial elegido.

Teorema 3.20 (Primer criterio de convergencia). Si B es una matriz cuadrada de orden n
de manera que existe una norma matricial ||-||pr tal que ||B||pm < 1 entonces Bx + ¢ = x tiene
una tinica solucién y ademis la sucesion vectorial (x\™)) definida por x("+1) = Bx(m) 4 ¢
converge a dicha solucién para cualquier vector inicial x(0),

Reciprocamente, si el método x("+1) = Bx(") 1 ¢ es convergente, existe una norma matri-
cial ||| p tal que || Bl|p < 1.

Observaciones:

(O1) El concepto de convergencia de un proceso de iteracién del punto fijo en el &mbito
de los sistemas de ecuaciones lineales se asocia siempre a que dicha convergen-
cia no dependa del vector inicial elegido y, en lo que sigue, la palabra converge
tendra siempre ese significado.

(O2) El reciproco del teorema anterior, es decir, el hecho de que la convergencia de un
método iterativo x("*+1) = Bx(") 4+ ¢ implique la existencia de una norma matri-
cial ||-||a tal que || B||m < 1,no es un resultado de utilidad préactica para descartar
la convergencia de un método iterativo debido a la existencia de infinitas normas
matriciales. Es decir, el hecho de que ||B|| > 1 para varias normas matriciales, no
implica necesariamente que (x(")) sea divergente.

4.1.1. Condicién alternativa de convergencia

Los problemas que presenta el Teorema 3.20 como condicién suficiente de convergen-
cia (véase la observacion (O2) del Teorema) nos motiva a encontrar una condicién ne-
cesaria y suficiente alternativa aplicable en la practica. En ella juegan un papel impor-
tante el radio espectral (y por tanto los autovalores) de la matriz B del método iterativo.

Recordemos que un ntimero A (real 6 complejo) es un autovalor (o valor propio)
de una matriz cuadrada de orden n, A, si existe un vector x (de R"” o de C") no nulo
de modo que Ax = Ax y que a cada vector en esas condiciones se le denomina vec-
tor propio o autovector de A asociado al autovalor A. Es un resultado conocido del
Algebra Lineal que los valores propios de una matriz A coinciden con las raices del
polinomio caracteristico de A definido como |A — AI|, donde se representa por I a la
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matriz identidad de orden n. Asociado a los valores propios se encuentra el concepto
de radio espectral de una matriz, que fue introducido en la Definicién 3.17.

El radio espectral de una matriz guarda estrecha relaciéon con el valor de las normas
matriciales de dicha matriz como se pone de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 3.21.
(i) Si A € M, (R), entonces para toda norma matricial ||-|| se verifica que p(A) < || A]].

(i) Dada A € M, (R) y cualquier niimero real positivo € existe una norma matricial ||-||¢ tal
que [|[Alle < p(A) +¢

Del Teorema anterior se obtiene inmediatamente el siguiente
Corolario 3.22. Para toda matriz A € M, (R) se tiene:
o(A) = inf{||A| / ||| es norma matricial }. (8)

Ahora estamos en condiciones de presentar una condicién necesaria y suficiente pa-
ra la convergencia de un método iterativo en términos del radio espectral de la matriz
de iteracién B.

Teorema 3.23 (Segundo criterio de convergencia). El método de iteracion del punto fijo
definido por x"*+1) = Bx(") + ¢ es convergente si y slo si p(B) < 1.

Demostracion. Es consecuencia de (8). Asi, si p(B) < 1, debe existir una norma matricial
||-|| tal que || B|| < 1y, por el Teorema 3.20, el método es convergente. Reciprocamente,
si el método converge entonces existe una norma matricial tal que ||B|| < 1y asi, por
definicién de infimo, se tiene que p(B) < 1. O

Observaciones:

(O1) La condicién de convergencia que proporciona el Teorema 3.23 tiene utilidad
préctica en el caso en que se puedan calcular o estimar los autovalores de la ma-
triz lo cual no siempre es simple.

(O2) Puede ocurrir que una matriz tenga algunas normas mayores que 1 mientras que
su radio espectral sea menor que 1. Ejemplo:

0 1/2
b= <3/2 é ) 1Bl = [IBll2 = [|Bllw =3/2>1,
o(B) =v3/2 < 1.

Interpretacién del radio espectral

El radio espectral es un indicador de la velocidad de convergencia de la sucesién
(x("™): cuanto méas pequefio sea p(B) mas rapido converge el método iterativo (asintoti-
camente). Para ilustrar esta afirmacién, consideremos el caso en que B es diagonaliza-
ble, por lo que existe una matriz no singular P tal que D = P~!BP es una matriz dia-
gonal. Entonces, tomando una norma vectorial y otra matricial compatibles, se tiene
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que:

xm s = B (x(0) —),
X0 = s|| < [PLIDI™ [P~ [l =]
— (P) D"+ —s|
=K|ID|I", K =x(P)[xV —s]|.

La cantidad x(P) = ||P||||P~!|| es el nimero de condicién de la matriz P, el cual fue
introducido en la seccién 3.4.

Restringiéndonos a las normas matriciales usuales vistas en la seccién 3.4, se verifica

que || D[] = p(D) = p(B), por lo que
x™) —s|| < Kp(B)™. )

Sip(B) < 1 (caso en el que hay convergencia), cuanto més pequefio sea p(B), mds rapi-
do convergera hacia cero ha sucesion (p(B)™) y, por (9), més rapido convergera hacia
cero la sucesion (||x(™) — s||).

Ejemplo 3.24. Consideremos dos métodos iterativos de la forma x("+1) = Bx(") 4 ¢ cuyas
matrices B y vectores ¢ son los siguientes:

1 1 1
0 —3 0 3 3
_23 1 23 17 _y
By — 20 3 20 30 1 = 30 B1) =09
1 1 11 1 7 1 17 ’ P( 1) ’
1 3 i 3 6
B g B 9 _1
20 20 10 10
1 1 1
0 -3 0 3 3
_3 1 3 1 _5
B, = 4 3 4 6 C) = 6 By) = 0.5.
2 1 111 ’ 2 17 ’ P( 2)
1 3 i 3 6
3 3 1 1
-1 0 1 2 2
La solucion exacta de x = Bjx +c¢;, i = 1,2, es s = (1,2,3,4). En la siguiente tabla se

muestran los primeros elementos de las sucesiones (x™)) para ambos métodos tomando como
x©) el vector nulo:
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p=05 p =209
m] 7 sl | ERER
0 (0,0,0,0.) 4. (0,0,0,0.) 4.
1 (0.333,-0.833,2.83,0.5) 3.5 (0.333,—3.23,2.83, —1.90) 5.90
2 (0.777,0.847,2.65,2.62) 1.37 (0.777,—2.51,2.65, —0.735) 4.73
3 (0.925,1.29,2.95,3.21) 7.81 x 10! (0.925, —2.33,2.95, —0.405) 4.40
4 (0.975,1.65,2.96,3.63)  3.67 x 10~! (0.975, —1.90,2.96,0.0712) 3.92
5 (0.991,1.81,2.99,3.81) 1.89 x 10! (0.991, —1.53,2.99,0.455) 3.54
6 (0.997,1.90,2.99,3.90) 9.32 x 102 (0.997, —1.18,2.99,0.811) 3.18
7 (0.999,1.95,2.99,3.95) 4.70 x 1072 (0.999, —0.869,2.99,1.13) 2.87
8 (0.999,1.97,3.,3.97) 2.34 x 1072 (0.999, —0.582,3.,1.41) 2.58
9 (0.999,1.98,3.,3.98) 1.17 x 1072 (0.999, —0.324,3.,1.67) 2.32
10 (1.,1.99,3.,3.99) 5.85 x 1073 (1.,—0.0920,3.,1.90) 2.09
11 (1.,1.99,3.,3.99) 293 x 1073 (1.,0.117,3.,2.11) 1.88
12 (1.,1.99,3.,3.99) 1.46 x 1073 (1.,0.305,3.,2.30) 1.69
13 (1.,1.99,3.,3.999) 7.32 x 1074 (1.,0.474,3.,2.47) 1.52
14 (1.,2.,3.,4.) 3.66 x 1074 (1.,0.627,3.,2.62) 1.37
15 (1.,2,3.,4.) 1.83 x 10~* (1.,0.764,3.,2.76) 1.23

4.1.2. Cotas del error

Vamos a obtener acotaciones del error que se comete al sustituir la solucién exacta por
el valor de x(").

Proposicién 3.25. Dado el método iterativo x"+1) = Bx") + ¢ y una norma matricial ||-|| ;1
tal que || B||p < 1, entonces se verifica:

: Bllm _
(l) x(m) — 3 < H— x(m) _ x(m 1) ,
IBlI3

(i) ||x™) — s, < M

Hx(l) _ x(o)Hv,

donde s es la solucion de la ecuacion x = Bx + c y ||-||» es una norma vectorial compatible con
la norma matricial ||-||p.

Observaciones:

(O1) La diferencia en norma entre dos aproximaciones consecutivas pueden usarse
para establecer un criterio de parada en el proceso iterativo de obtencién de la
solucioén de un sistema A x = b.

B
||x(m) _ x(m—l)”U <5 = Hx(m) . SHv < || ||M 5.
1—|[Bllm
1—||B
Si0<d< Wa entonces || x(") —s|| < e.
M
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1Bl
1=[Blm

En este caso hemos de exigir un valor muy pequefio de ||x("™) — x("=1||, para
asegurar un error pequeo.

(02) Si ||B||m es proximo a 1, entonces el cociente es mucho mayor que uno.

Ejemplo 3.26. Dado un vector inicial x), halle un niimero de iteraciones que garantice un
error absoluto menor que € al tomar x"™) como solucion aproximada del sistema Ax = b.

Resolucion. Se trata de encontrar el menor entero m satisfaciendo

IBI™ ) o
—|x" —x <eg,

de donde se deduce que

1—||B]

— mlog||B| < log {w} :

XD — <]

Como ||B|| < 1, entonces log||B|| < 0, por lo que al aislar m se modifica el sentido
de la desigualdad:
(1—|B])e
log | 1057

m >
log||B]|

«# = N=min{m m>a}=E(x)+1

La funcién E(x) se denomina funcién parte entera, y se define como el tinico ntimero
entero que verifica E(x) < x < E(x) + 1. Por ejemplo, E(2) = 2, E(3.71) = 3. <

4.2. Meétodos iterativos usuales

Dado un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, la aplicacién de la iteracion del punto
tijo requiere, en primer lugar, la obtencién de una matriz B y un vector ¢ que verifiquen
la condicién de consistencia ¢ = (I — B)A~1b. En esta secciéon analizaremos formas
sistemdticas de construccion de métodos iterativos consistentes a partir de una matriz
A arbitraria.

Asi, si se conoce una descomposicion de A enla forma A = M — N con M inversible,
podemos escribir el sistema Ax = b en la forma (M — N)x = b, es decir, Mx = Nx + 1,
o equivalentemente x = M~ !Nx + M~'b, lo que determina un método de iteracion del
punto fijo donde B = M~!N y ¢ = M~!b. Por la construccién efectuada ya se deduce
que el método es consistente. No obstante podemos comprobar facilmente la condicién
¢ = (I — B)A~!b teniendo en cuenta que

[-B=1-M'N=M'M-M1IN=M"4,
lo que implica que
(I-B)A v =M1TAA b =Mt =c.
Acabamos de demostrar el resultado siguiente:
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Teorema 3.27. Sea A = M — N, donde M es inversible. SiB = M™'Nyc = M~ 'b, el
método iterativo x" 1) = Bx(") 4 ¢ es consistente para la resolucion del sistema Ax = b.

Segun el Teorema anterior, si A = M — N con M inversible, el método iterativo
D) — MEINX™ 4+ M, m=0,1,2,... (10)

es consistente para la resolucién del sistema Ax = b. Habra convergencia si y solo
si o(M~IN) < 1 o, si existe una norma matricial tal que ||[M~'N| < 1. Para hacer
calculos es mas conveniente escribir el método (10) en la forma

MxmtD) — Ny 4 p 1 =0,1,2,. ..

Entonces se ve que interesa tomar M ficilmente inversible (por ejemplo, diagonal o trian-
gular).

Con el fin de encontrar descomposiciones del tipo A = M — N con M inversible, ob-
servemos que si A = (ﬂz‘j)1<i,j<n podemos escribir A = D — L — U, donde las matrices
D (diagonal), L (triangular inferior) y U (triangular superior) estan dadas por:

0 0 0 0
a(l)l aO 8 —ay 0 0 0
p=|. T | L=|-mm a2 0 01,

0 0 a ' ;
" —Anl —Aan2 —an3 0

0 —a1p —a13 ... —din

0 0 —az3 ... —doy

U=10 0 0 ... —az,

0 O 0 0

4.21. El método de Jacobi

Una primera eleccion de My N asociada a la relacion A = D — L — U consiste en tomar
M = Dy N = L+ U. Al método iterativo resultante se le denomina método de Jacobi.

Partiendo de un sistema Ax = b de manera que la matriz A no tenga elementos
nulos en la diagonal (pues eso garantiza que D es inversible) se llega al sistema equi-
valente x = D™1(L + U)x + D~'b. A partir de aqui obtenemos el proceso iterativo de
Jacobi que se expresa en la forma

x(m+1) _ B]x(m) +j,

donde By =D YL+ U)yc; =D"'b.
Por la naturaleza de D, L y U se deduce facilmente la expresién de los elementos de
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Bj y cj obteniéndose que

0 —ap/a;; —mz/an ... —a1/an
—ap1/axn 0 —ax3/axp ... —ay,/ax
B; = , (11)
—Anl / Aun _anZ/ann _anS/ann cen 0

¢; = (b/a11,ba/ a2, ..., by/aw)".

A partir de esta expresién de B; podemos determinar las ecuaciones componente a
componente del método de Jacobi. Puesto que

m—+1 m
N (e
(m+1) (m)
Xy _ B, Xy e,
x}(1m—|—1) x’(1m)

obtenemos las ecuaciones

1 n

xl-(erl) = a_ (bl - § aijx]('m))/ 1= 1’2’ -er R
1 ]:1

j#

Estas ecuaciones permiten disefiar de forma inmediata un algoritmo para el método
de Jacobi. Se puede utilizar como test de parada la diferencia en norma entre dos ite-
raciones consecutivas. Sefialemos que la estructura del método requiere la utilizaciéon
permanente de dos vectores puesto que para el calculo de todas las componentes del
vector x("+1) se utilizan siempre las componentes de x(") independientemente de que
algunas de ellas ya tengan un valor més actualizado.

4.2.2. El método de Gauss-Seidel

Otra posible eleccion de M y N a partir de la relacion A = D — L — U consiste en
tomar M = D — Ly N = U. Al método iterativo resultante se le denomina método de
Gauss-Seidel.

Nota. La eleccion M = D — U, N = L es igualmente vélida, pero por costumbre se
elige la anterior.

Partiendo de un sistema Ax = b de manera que la matriz A no tenga elementos
nulos en la diagonal (pues eso garantiza que D — L es inversible) se llega al sistema

equivalente x = (D — L) ' Ux 4 (D — L) " b. A partir de aqui obtenemos el proceso
iterativo de Gauss-Seidel que se expresa en la forma

x(m—i—l) _ BGx(m) +cq,
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donde B = (D—L) 'Uycg=(D—L) b

A diferencia del método de Jacobi, la expresion explicita de la matriz del método Bg
no es facil de determinar pues requiere el cdlculo de la inversa de la matriz triangular
D — L. No obstante, las ecuaciones del método componente a componente se deducen
facilmente cuando se expresa en la forma

(D — L)x"1) = ux(m 4 p,

es decir,
a1 0 cen 0 x%erl) 0 —a12 ... —dipn Xgm) b1
a1 day xémﬂ) _ 0 0 ... —ayy, xgm) n by
A1 A2 ... Aun x,(qmﬂ) 0 0 0 x,(j”) b,
de donde se sigue que
ﬂ11x§m+1) = - ﬂ12x§m) - 6113x§m) - ﬂ1nx;(qm) + by,
ﬂ21x§m+1) + azzxémﬂ) = - az3x§m) — = agx™ 4 by,
anlx§m+1) + an2x§m+1) +-+ annx1(1m+1) = by,

1 i—1 n .
xi(mﬂ) =— (bi B Zﬂijx]('mﬂ) _ Z aijx](m) 4+ bi>l 1<i<n.
ajj j=1 j=i+1

Estas ecuaciones permiten disefiar de forma inmediata un algoritmo para el método

de Gauss-Seidel, para el que se puede utilizar el mismo test de parada del método
de Jacobi. En este caso, a diferencia del método de Jacobi, en el calculo de x§m+1)
utilizan los valores de xgmﬂ), xémﬂ), ceey xl.(TIH), xfﬁ, ceey

el almacenamiento en memoria de un tinico vector.

se

x,(lm) y, por tanto, es suficiente

4.2.3. Convergencia de los métodos

Puesto que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel son casos particulares de los méto-
dos de iteracién del punto fijo para sistemas de ecuaciones lineales, podemos aplicar
en el estudio de su convergencia los criterios generales relativos a la existencia de una
norma matricial tal que ||Bj|| < 1 (respectivamente, ||B;|| < 1) o que el radio espectral
de la matriz correspondiente sea menor que 1. Ademds de estas condiciones, vamos
a comprobar que en el caso de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel es posible obte-
ner condiciones sobre la matriz A que garantizan la convergencia de los métodos sin
necesidad de construir explicitamente la matriz de iteracion.
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Definicién 3.28 (Matriz estrictamente diagonal dominante por filas). Diremos que una
matriz A = (a;;) € My (R) es estrictamente diagonal dominante por filas si se verifica

n
la] > Y [ayl, 1<i<n
j=1
j#i
Teorema 3.29. Si A es una matriz estrictamente diagonal dominante por filas, entonces los

métodos de Jacobi y Gauss-Seidel son convergentes cuando se aplican a la resolucion de cual-
quier sistema de la forma Ax = b.

Otras matrices para las que existen resultados sobre la convergencia son las simétri-
cas y definidas positivas o aquellas tales que D + L + U es simétrica y definida positiva.

Teorema 3.30. Si A es una matriz tal que D + L 4 U es simétrica y definida positiva, entonces
el método de Jacobi es convergente cuando se aplica a la resolucion de cualquier sistema de la
forma Ax = b.

Teorema 3.31. Si A es una matriz simétrica y definida positiva, entonces el método de Gauss-
Seidel es convergente cuando se aplica a la resolucion de cualquier sistema de la forma Ax = b.

Resefiamos a continuacion algunos resultados que permiten comparar la velocidad
de convergencia de los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel. En este sentido, debemos
sefialar que la medida mds comun para estimar la velocidad de convergencia de un
método iterativo es el valor de p(B).

Teorema 3.32. Si A es una matriz tridiagonal se verifica que p(Bg) = p(Bj)? y, por tanto,
ambos métodos son simultdneamente convergentes o divergentes y cuando ambos convergen el
método de Gauss-Seidel es asintéticamente mds rdpido.

Teorema 3.33 (Stein-Rosenberg). Si A es tal que By es no negativa entonces se verifica
alguna de las posibilidades siguientes:

(i) p(By) = p(Bg) = 0.

(ii) 0 < p(Bg) < p(By) < 1.
(iii) p(By) = p(Bg) = 1.
(iv) 1 < p(Bj) < p(Bg).

Asi pues, para este tipo de matrices los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel con-
vergen o divergen simultdneamente y en caso de convergencia lo hace mas rapido el
método de Gauss-Seidel. La demostracion del Teorema de Stein-Rosenberg estd basada
en la teoria espectral de Perron-Frobenius y rebasa los objetivos de este tema.
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