1. Aritmética finita. Analisis del error.
1.1. Calculo numérico vs. calculo simbodlico.

La mayoria de los problemas matematicos que surgen de sistemas reales de ingenieria no son

manejables mediante cdlculo simbdlico. Los principales motivos son los siguientes:

1. No existe método simbdlico:
= Las integrales que aparecen en el cdlculo de probabilidades:

1 2
/ e Tdx
0

= Calculo de polos en un circuito resuelto mediante transformadas:
9 4+3s1+283+54+1=0
2. El método simbdlico es extremadamente lento:
= Resolucién de sistemas que surgen de redes con miles de nodos.
3. El método simbdlico “inexplicablemente” falla al ejecutarlo en un ordenador

» Para resolver la ecuacién 22 + 10z + 1 = 0 usamos la férmula simbdlica para la

ecuacion de segundo grado
—10%0 + /(10%0)* — 4

2
Al simplificar con una calculadora o un ordenador nos queda

xr =

z; = —9.9999 x 107, x5 =0
iLa segunda solucién es falsal
4. El modelo matematico es generalmente una aproximacién de la situacion real. Ademas,

los datos de los que se dispone son habitualmente aproximaciones inexactas de los datos

reales, asi que no tiene sentido usar métodos exactos.

1.2. Tipos de métodos.

1. Métodos directos: Conseguimos mediante un numero finito de operaciones la solucién
exacta (al menos en teorfa, en la practica no siempre es asi). Se suelen trasladar directa-

mente desde los métodos del calculo simbodlico. Algunos ejemplos son

= Férmula de la ecuacion de segundo grado.
= Método de Gauss para resolver sistemas.
= Método de Barrow para integrales.
2. Métodos iterativos. Generamos una sucesion (z,) tal que (al menos en teorfa) lim,, o z,, =

2, donde 7 es solucién del problema. Por ahora entendemos limite en un sentido coloquial,

yva que los elementos x pueden ser nimeros, vectores, funciones, ...
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1.3. Representacion de nimeros.

Cuando un ntmero no tiene representacién decimal exacta o no nos interese guardar todos los
decimales, lo podemos redondear con el niimero de cifras significativas que queramos, siguiendo
las mismas reglas que para redondear euros. En general para escribir un ntimero decimal en

notacion cientifica escribimos
r = +0.d x 10%*

Los ordenadores tienen una memoria limitada, asi que esto lo tienen que hacer muy a menudo.
Los nimeros se guardan en base 2: s6lo se guardan ceros (0) y unos (1). Muchos niimeros que en
decimal son exactos, en binario son periédicos. Por ejemplo, 0.14.. = 0.00011 14os €8 un numero
periédico. En los PCs ordinarios, para cada nimero se reservan generalmente 64 bits (espacios
de memoria). Esto se llama representacién en doble precisién. Asi, cada nimero se codifica
como

r=(—1)% x 1L.m x 2671023

donde s se llama signo y ocupa 1 bit, m se llama mantisa y ocupa 52 bits y e se llama exponente
y ocupa 11 bits.

Esto quiere decir que el ordenador tiene una precisiéon de 52 bits. Esta precision define un
nimero bastante importante: el épsilon de la maquina. En doble precisién es eps= 27°2. Es la

cantidad mas pequena comparable con el niimero 1. En un ordenador se tienen las siguientes

igualdades:
1+eps—1=eps
pero
eps
1+——-1=0
+ 2

Este fenémeno se conoce como error de redondeo

iOjo! eps no es el niimero mas pequeno representable en el ordenador. Los niimeros mas pequeno
realmin y mas grande realmax vienen definidos por las limitaciones en el tamano del exponente.
Al tener 11 bits, se tiene que (para numeros de la norma IEEE) 0 < e < 2047 y por tanto
—1023 < e—1023 < 1024. Cualquier calculo que de lugar a nimeros mayores que realmax va a
dar un error de overflow. En Matlab se representa como infinito Inf y no se paran los calculos.
Si por el contrario intentamos conseguir un nimero x tal que 0 < x < realmin dard un error

de underflow. En general se representa como x = 0 y se siguen los calculos.

1.4. Midiendo errores

Sea z una magnitud (escalar, vectorial, ...) y 2,4 la magnitud que obtenemos en su lugar.

Usemos el simbolo ||z]| para medir esa magnitud (valor absoluto, norma de algun tipo, ...)

s Error absoluto:

||$ — Tord||
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s FError relativo:

1.5. Principales efectos del error de redondeo

Si sumamos 0.1 cien mil veces con un ordenador, no obtenemos 10000, sino que tenemos

>> s=0;for k=1:1e5, s=s+0.1; end, s

S:
1.000000000001885e+004

>> s-1e4

ans =

1.884836819954217e-008

Los error absoluto y relativo cometidos al sumar 0.1 cien mil veces son:

|s — 10* = 1.8848 x 1078

|s — 107

= 1.8848 x 1072
110%|

iLa octava cifra decimal ya es errénea! Tenemos que el error de redondeo se propaga. Este error

se llama error por acumulacion.

Mas peligroso es el error de cancelacién. Ocurre cuando se restan niimeros muy proximos.

Haciendo “bien” los célculos (luego explicamos cémo), se tiene que

V105 + 1 — /10 = 1.5811 x 10~8

Pero

>> sqrt(lel5+1)-sqrt(lelb)
ans =
1.8626e-008

Los error absoluto y relativo cometidos al calcular v/10% + 1 — /1015 son

11.8626 x 107% — 1.5811 x 1078 = 2.8151 x 107°

11.8626 x 1078 — 1.5811 x 10~¥|

— 0.1780
1.5811 x 10|

iS6lo hay 1 cifra correctal

Este problema aparece en la férmula de la ecuacion de segundo grado y en el calculo de derivadas

mediante la definicion.
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Para evitarlo, hay que intentar transformar las operaciones para no hacer restas de ese tipo.
La solucién dependera de cada caso. En nuestro ejemplo, hay que multiplicar y dividir por una
expresién “conjugada’: /1055 4+ 1 + /1015,

Nota: También genera errores de redondeo dividir por nimeros pequenos en valor absoluto,
ya que esta operacion genera numeros grandes que son mas propensos a producir error de

cancelacién.

1.6. Principales fuentes de error en los calculos.

1. Errores debidos al redondeo: Afectan a todos los métodos.
2. Errores debidos al método: No afectan a los métodos directos. Sélo a los iterativos.

3. Errores debidos a la falta de precision en los datos. Afectan a todos los métodos.

1.7. Ejercicios Tema 1

Ejercicio 1.1 Aproximando cada cdlculo con 3 decimales, calcula

Compara con el resultado § = 0.499314128943759. ; Qué efecto ha causado el error de redondeo?

Ejercicio 1.2 Sean f(z) y su polinomio de Taylor de orden 2 centrado en xy =0

ef—1—zx 1 z 2

J@=——07F— v pe)=5+5+5;

Calcular f(0.01) y p(0.01) usando 6 sélo 6 decimales para todos los cdlculo y calcular en cada

caso el error absoluto y relativo cometido si el resultado correcto es 0.50167084168057542.
¢ Qué efecto ha causado el error de redondeo al calcular f(0.01)7.

Teniendo en cuenta que sélo podemos manejar 6 cifras, ;se ha cometido error al tomar f(0.01) =
p(0.01)?

Repetir el cdlculo usando 16 cifras (necesitards Matlab, las calculadoras no suelen tener mds
de 10 6 12 cifras).

Ejercicio 1.3 Encuentre en cada caso una formula equivalente que evite el error de cancelacion

= In(z +1) —In(x) para z >> 1.

m V24 1—x para x >> 1.

» cos?(r) — sin?(x) para x ~ 7/4
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