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CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
TEMA 1. ACTIVIDADES 1.11 A 1.22

1.11) Sea
X

2 +el/x

f(x)=
0 si x=0

a) ¢(Es f derivable por laderechaen x =0? ¢Es f derivable por la izquierdaen x=07?
¢Es f derivable en X =07 Razonar las respuestas.

b) Obtener la funcion derivada de f en los puntos donde exista.

Solucién.

a)

h—0" h h—0" h 2

f es derivable por la derecha y por la izquierda en X =0 ya que los limites anteriores son
finitos. Sin embargo, f no es derivable en X = 0 ya que las derivadas laterales no son iguales.

b)

1/x

2+el/* 4
Si x#0, f'(X)=—FF
(2+e1“‘)2

1.12) Obtener la funcién derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=tgl+x)®

b) f(x)=e"

c) f(x)=x*senl/x) si xz0 ; f(0)=0

d f(x)=e*-1 si x>0 ; f(x)=x* si x<0
e) f(x)=(1+x)"9

Solucién.

a) f'(x) =30+ x)2[L+1g2(1+x)°)
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-e* si x>0
b) f'(x)=
) 1) {ex si. x<0
c)
f'(0) = limT M=) _ hsen(1/h) =0
h—0 h h—0
1EI(X):{Zx.sen(llx)—cos(llx) s'i x#0
0 si x=0
e si x>0
d f'(x)=
) T {3x2 si. x<0

e) f'(x)=2(1+ )9 Jog(1+ x).ﬁ

1.13) ¢Se puede aplicar Bolzano a la funcion f(x) = 1 si Xe (0,1] , f(0)=-1 en [0 ,1]?
X

Solucién.

lim f(x) =+ = f noescontinua por laderechaen X=0 = f noes continua en [O ,1]
x—0"

No se puede aplicar Bolzano

1.14)
a) Encontrar una funcion f definida en [—1,1] gue no satisfaga alguna de las hipotesis del

teorema de Rolle, y sin embargo verifique f°(c) =0 paraalgin ce (—1,1).
b) ¢Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcion f (x) = |X| en [—1,1]?

c) Demostrar que la ecuacion sen(x) +3x—1=0 tiene una Unica raiz real y encontrar un
intervalo de longitud menor que dos que la contenga.

Solucion.
a)

f(x)=x3 estalque f(-1) = f(1).Sinembargo, verifica f'(0)=0
b) No, ya que no es derivable en X =0.

c) Sea f(x)=sen(x)+3x—1 continuay derivableen R

f'(x)=cos(x)+3#0 VxeR = laecuacion f(x) =0 tiene, alo sumo, una raiz real.
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f(0).f (%) = (—1).377Z <0 =en (0 : %) la ecuacion f (x) =0 tiene, al menos, una raiz.
Asi pues, la ecuacion f (x) =0 tiene una Unica raiz real y un intervalo que la contiene es [O , %) .

1.15) Calcular los siguientes limites por la regla de L Hopital:

T A C dimx ;o im0 x
1l x—1 log(x) x>0 X0 X —sen(x)
Solucion.
y { x 1 }zlimx.log(x)—x+l Cfim 1090 . 1/x 2 1
1 x=1 log(x)| x>1 (x=Dlog(x)  x-1 Iog(x)+1—1 -1 (1/x)+(1/x*) 2
X

I=limx* : logl = limx.Jog(x) = lim 129X _jim X _¢ 1
X—0 x—0 x-»0 1/Xx XHO—:'./X2

_ 2 2 2

lim tg(x) — x _lim tg“(X) - lim 2tg(x)(1+tg (x)): . 2(1+tg (x))
x>0 x —sen(x)  x=01—cos(x) x—0 sen(x) x>0 €0S(X)

1.16) Determinar los extremos relativos y los puntos de inflexion de la funcion  f (x) = x*(x —1).

Solucién.
f'(xX)=0< x=0, x=3/4

f'"(x)=0< x=0, x=1/2
f'(3/4)=0, f"(3/4)>0 = f(3/4) minimo relativo
f"(0)=0, f"(0)20 = f(0)=0 puntode inflexion

f"@/2)=0, f'"(@/2)#0 = f(1/2) puntode inflexion

1.17) Hallar las dimensiones del rectdngulo de area maxima que tiene un lado sobre el eje X'y
estd inscrito en el triangulo determinado por lasrectas y =0, y=X, y=4-2X.

Solucién.

Sea b la longitud del lado sobre el eje X y sea h laaltura
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4-2(b+h)=h | esdecir, h=4__32b
2
Acppo D=2 4 4-db oy
3 3

1.18)Sea  f(x)=xe’* si x#0 'y f(0)=0

a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad lateral (por laizday por ladcha) de f en x=0.
b) Determinar los puntos criticos, los intervalos de monotonia y los extremos relativos de f .
¢cexiste el maximo 6 el minimo absoluto de f ? Razonar la respuesta.

Solucién.
a)

f escontinua por laizquierda en x=0 <: lim f(x)= f(0)
x—0"

lim f(x) = limxe"*=0e™ =0.0=0 = f(0) = f escontinua por la izquierda en x =0.

x—0" x—0"

f escontinua por laderecha en Xx=0 < lim f(x) = f(0)
x—0*

lim f(x)= limxe"* =0e" =000 indeterminacion
x—0* x—0"
1/x 2 (417X
. . e . =1/x“(e . -
lim f(x) = lim =I|m#:llme“x=e+ = o0
x—0* -0t 1/ x  x-0" —1/X x—0*

f no es continua por la derechaen X =0 y por tanto f no es derivable por la derechaen x=0.

f esderivable por laizquierdaen Xx=0 < 3 lim fO+h)-(0) eR
h—0"

lim M: Iimﬂ:e“" =0

h—0" h h—0" h
Portanto f esderivable por laizquierda en x=0 y f(07)=0

b)
X = 0 esunpuntocriticode f yaque f noesderivableen Xx=0.

vx=#0, f(x)=e""+xe’ . (-1/x?) = e“x[l—lj
X

f'xX)=0< 1—£:O < x=1
X
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Portanto X=0 y X =1 son los puntos criticos de f .

intervalos de monotonia:  (—0,0), (0,1), (1,+o)

Si xe(-,0) :>1<1:>1—1>0 = f'(x)>0
X X

Si xe(0,1) :>1>1:>1—1<O = f'(x)<0
X X

Si XE(l,OO) :>1<1:>1—£>0 = f'x)>0
X X

Por tanto f es estrictamente creciente en (— 0, O) yen (1, + 00) ; es estrictamente decreciente
en (0,1).

Aplicando el criterio de la derivada 12 se tiene que f tiene un minimo relativo en X =1, es
decir, f(1) =e esun minimo relativo.

En X =0 no podemos aplicar el criterio de la derivada 12 ya que f noescontinuaen X=0.

f(0) =0 no es ni maximo ni minimoyaque f(x)<0 Vx<0 vy f(x)>0 ¥x>0.

No hay extremos absolutos puesto que  lim f(x)=+w vy lim f(x)=—w
X—>+00 X—>—0

1.19) Razonar la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones
a) Si f(x)=x-tg(x) entonces f(0)=0 esun punto de inflexion.

b) Si f'(x)=0 VXeR entonces laecuacion f(x) =0 tiene una Unica raiz real.

Solucion.

a)

fr)=-tg?(x); f"(x)=-2tg(x)-2tg°(x) ;
£ (x) = 2L+ tg% (x))- 6tg 2 (x) (L+19° (x))

f"(0)=0 y f"(0)=0 laafirmacion es cierta

b) La afirmacion es falsa. Sea, por ejemplo, f(X) = e*; laecuacién e =0 no tiene raices reales.

1.20) Sea
e +x+1 si x>-1
fO)=e™+[x+1 = _
et —x-1 si x<-1
a) ¢(Es f continuaen x=-1? ;Es f derivable por la derechaen x=-1? (Es f derivable

por la izquierda en X =—1? ;Es f derivable en X=-1? Razonar las respuestas a partir

del célculo de los limites correspondientes.
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b) Obtener las funciones f"(x) y f""(x) en los puntos donde existan y determinar los puntos
criticosde f .
c) Estudiar la existencia de extremos (relativos y absolutos) y de puntos de inflexién.
a) Hallar el polinomio de Taylor de orden 3 asociadoa f enel punto X, =0.
Solucién.

a) f escontinuaen x=-1 < lim f(x)= lim f(x)= f(-1)
Xx—>-1"

x—-1"

Iimf(x):lirple’x+x+1:e ; Iimf(x):linjle’x—x—lze ;o f(-D=e

x—-1" x—-1"

f escontinuaen xX=-1

Se dice que f es derivable por la derechaen X = —1 si existe y es finito el limite siguiente:
lim f(-=1+h)— f (-1

h—0*

en cuyo caso, a dicho valor se le llama derivada por la derechade f enelpunto —1,yse
denotapor f"(-1").

1-h _ 1-h _ _al-h
Iim1‘(—1+h)—f(—1):"me 1+h+1 € _im® +h € _ |im—© +1:1—e

h—0* h h—0* h h—0* h h—0* 1

Analogamente, se define la derivada por la izquierdaen X =-1

)= timJEED =D
h—0~ h
1-h Ch_1_ -h _alh
o fELEW - F(D e +l-h-1-e . e"-h-e . —e"-1
h—0~ h h—0" h h—0" h h—0~

Portanto f esderivable por la derechay por la izquierdaen x =-1

f esderivableen X=-1 < f esderivable por laderechay por la izquierdaen x =—1
y ambas derivadas coinciden.

Asipues, f noesderivableen Xx=-1yaque f'(-17)= f'(-17).
b)
, —e " +1 i x>-1 . _ .
f'(x)= ¢ S_ g ; f"x)=¢"" si x=-1
—e -1 six<-1

—e*-1<0 Vx.Portanto, f'(x)=0 < —-e*+1=0 paraalgin x>-1
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—e*+1=0 @ e =1 < x=0
Asi pues, X =0 esun punto critico para f . También X =—1 es un punto critico para f ya
que f’(=1) no existe.
c)
f’0) =0, f70)=1>0. Portanto, f(0)=2 es un minimo relativo (criterio de la
derivada segunda)
Si xe(-wo,-1), f'X)=-e"-1<0 = f esestrictamente decreciente en (- ,-1).
—e"+1>0 © "<l & —x<0 < x>0

Si xe(-1,0), f'(x)=-e+1 <0 = f esestrictamente decreciente en (-1, 0).

Si xe(0,+x), f'(x)=—e+1 >0 = f esestrictamente creciente en (0, + ).

Asi pues, por el criterio de la derivada primera, f(0) = 2 es un minimo relativo como ya sabemos
Ademés, f(-1)=e noesextremo y f(0)=2 esel minimo absoluto. No hay puntos de

inflexion (la funcion es siempre concava hacia arriba).
d)

s @ fUO XX
T.xX)=fO)+ f'O)x+—X"+—=X" =24+ ———
3(x)=1(0)+ f°(0) 5 5 > 6

1.21) Dada la funcién  f(x) = (x—1)* + (1— x)sen(x) —cos(x) —1

a) Aproximar, por Taylor, la funcién f en un entorno del cero mediante un polinomio P de
grado dos y acotar el error |f (0.1) — P(0.1).
b) Obtener los intervalos de monotonia y los extremos relativos de la funcién f . ;Cuantas
raices reales tiene la ecuacion f(x)=07?
Solucion.
a) f(0)=-1 ; f'(x)=(x-1)(2-cos(x)) = f'(0)=-1
f'"(x)=2-cos(x)+(x-1sen(x) = f"(0)=1

P(X)= f(0)+ f "(Q)x+ ”2(0) 2 :_1_X+§

_tre) (021° , ce(0,01)

B _1F7) (4 e
|£(0.1) - P(0.1), _‘ - (0.1) -
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| f""'(c)| =[2sen(c) + (c —1)cos(c)| < 2Jsen(c)|+|c—1|cos(c)|<2+|c—1 <3

~10°
2

1£(0.0) - P(0.1)] < %(0.1)3

b)
f'(x)=(x-1)(2-cos(x))=0 < x=1
intervalos de monotonia: (— w0,1) , (1,+»)

f es estrictamente decreciente en (— 0 ,1) y estrictamente creciente en (1, + oo)

f (1) es un minimo relativo(y absoluto).

Laecuacion f (x) =0 tiene dos raices reales; unaestaen (1, 7) y laotraen (-, 0)

1.22) Resolver el apartado c) del ejercicio 1.5) usando el célculo diferencial.
Solucion.

3 . ... 3
fg=2+-—" 1 (9= (X_1)2¢o

Por tanto, el maximo de f en el intervalo [2 , 3] se alcanza en uno de los extremos del intervalo;

andlogamente el minimo.

f(2)=5, f(?»)z% : max f()=5 .,  min f(x)=7/2
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