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CALCULO
GRADO EN INGEN. INFORM. DEL SOFTWARE. 12-13
EJERCICIOS RESUELTOS DEL TEMA 3

1)
a) Definir sucesion {an } de nimeros reales estrictamente creciente y acotada superiormente.

b) Demostrar que la sucesion {an } de nimeros reales siguiente es convergente:

no1
a, =y ”

w1 N+

Solucion:
a) {an} es estrictamente creciente < a, <a, vn

{an} es acotada superiormente < IM eR / a, <M vn

1 1 1 1
b) a,=—"+——0+.+—; Q== , =", a3 ==, -
n+l n+2 n+n 2 12

Demostremos que {an} es estrictamente creciente, es decir, a, <a,,;, Vn 0

equivalentemente a,,—a,>0
1 1 1 1 1
g = + +.t + +
n+2 n+3 n+1+n-1 n+l+n n+1+n+1
1 1 1 1 1 1 1 -1
an+1_an = + — = —+ —_ = + =
2n+1 2n+2 n+1 2n+1 (2(n+1) n+1) 2n+1 2(n+1)

_2n+2-2n-1 1

= = >0 vn
2n+1)2(n+1) (2n+1)2(n+1)

Veamos ahora que {an } €s una sucesion acotada superiormente,

1 1 1
n+l<n+2<..<n+n = —> > ; portanto a, <n——<1 Vn
n+l n+2 n+n n+1

Por ser creciente y acotada superiormente resulta que es convergente.

2) Para cada una de las sucesiones siguientes decir si es convergente, divergente u oscilante.
Obtener el limite, en su caso.

n*-n*+2n-1
a) {an}: (_1) ng 41
3n* +(-D"
b =2 T
) e )=
n

C) {an}: (_l)n+_

n+1

106


mailto:mjfg@uniovi.es

Manuel José Fernandez, mjfg@uniovi.es

Solucién.
‘1 1+2 1
n“-n*+2n-1 |~ n n® n*
2 |an|=§ R §= " n‘_)+oo
7_{_7
n n

Por tanto, es una sucesién divergente

1
2n?
convergente a cero. Asi pues,

f,1=3,00 3

b) La sucesion {(—1)n } — 0 ya que es producto de una sucesion acotada {(—1)”} por otra

>~ ——  convergente
2 2n 2
c) Si nespar, {a,}= (-1)"+ LY PRI
n+1 n+1
n n
Si n esimpar, a,f= (-)"+——=-1+——->0
par, 2= (1) n+1 n+1

Esto demuestra que la sucesion no es convergente.

=1+L
n+1

n
+1

+

<|(-0"

ny N
ooy

L. n .
La sucesion {1+ —l} no tiende a + o ; esto demuestra que |an| tampoco y en
n+

consecuencia la sucesion {an } no es divergente. Es oscilante

3) Enunciar el teorema de la sucesién intermedia y calcular

. 1 1 1
lim —+ 5+t 5
e N (n+1) (2n)

Solucion:
Supongamos que para todo N suficientemente grande b, <a, <c,. Si limb, =1y
nN—oo
limc, =1, entonces lima, =|I (leR 6 I=%x)
n—o n—o
1 1 1
Sea a,= —+ >+t >
n“ (n+1) (2n)

n<(n+1)*<..<(2n)? = iz> ! > > 12
n (n+1) (2n)

1 1 1 n+1 1 1 1 n+1
Portanto a, = >+ s+t ;= =, R SSt+StatS=—
(2n)°  (2n) (2n)°  (2n) n° n n n
. 1 . 1 .
I|mn+2: Ilmnt =0 = lima, =0
n—o 4n n—w | N—oo
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4)
Se define la sucesion {a, } de niimeros reales por:
a =1/4 ; a, , :—(a1 +a§), si n>1
Estudiar la monotonia y acotacion. ¢Es convergente? En caso afirmativo hallar el limite.
Solucion:
a, =1/4=025 ; a,=— l+i :—iz—0.31 ; Ay =— l+E :—ﬂz—0.34
4 16 16 4 256 256

Demostraremos, por induccidn, que la sucesion es estrictamente decreciente, es decir,
a,>a,, vn

Si n=1 a, =025>-031..=a, cierto

Supongamos, por hipétesis de induccion, que a, >a,,, y demostraremos que a,,, > a,,,

2 2
n+l n+l

a,>a,, y a,<0 Vvn>2 = a’<a’, = a+a’<a+a’, =

2 2
= - (al + an) > _(al + an+1)
Por ser decreciente, estd acotada superiormente por &, =0.25. Veamos que esta acotada
inferiormente, es decir, ImMe R talque a,>m Vn ; lo demostraremos por induccion.

Si n=1 a, =0.25> —% ;  supongamos, por hipdtesis de induccion, que a, > —% y

demostraremos que a,,, > -

an>—l, a, <0 vn>2 = a,f<1 = al+a§<al+l=1 = _(a1+a§)>_£
2 4 4 2 2

{a,} decreciente y acotada inferiormente = 3 lim{a,}=1€R

n—oo

| =lim{a, ,} = -lim{a, +a§}:—1—lim{a§}:_1_|2
n—ow N—>o0 4 now 4
I2+I+£:0 ; T
4 2

5) Se define la sucesion {an} de numeros reales por:

(an _1)2
N+l T
a) Demostrar, por induccion, que a, >4 vn>1.

a=4; a si nx1

b) Utilizar que a, >4 para demostrar (sin aplicar induccién) que la sucesion {an} es
estrictamente creciente.
¢) Demostrar que la sucesion {an} no puede tener limite finito.

108


mailto:mjfg@uniovi.es

Manuel José Fernandez, mjfg@uniovi.es

Solucion:
a)
a=4, a2:2:4.5, a3:£:6.125
2 8

Si n=2 a,=45>4  cierto

Supongamos, por hipétesis de induccion, que a, >4 y demostraremos que a,,, >4
a —1)?
a,>4 = a,-1>3 = (a,-)*>9 %>%>4

b)
{an} es estrictamente creciente < : a,<a,, Vhn <« a ., —-a,>0 vn

n

(a, —1)° a’-4a +1 a,(a,—-4)+1
a,,—a,=—_ ———-4a, = >
2 2 2

ya que a,=24>0 y 4a,-420

0

Supongamos que lim{a, }=1<R ;enestecaso | =limfa,,}=">— " =
nN—o0

n—ow

_ 2
:%Q 12-41+1=0 < I=¢=Zi\/§ <4

El limite de la sucesion no puede ser un nimero menor gue cuatro ya que todos los
términos de la sucesion son mayores o iguales que cuatro: a, =4, a, >a,, a; >a,, ...

Portanto  lim{a, } =+
n—o0

6) Se considera la sucesion {an} de numeros reales definida recurrentemente por:
a=3/4; a,,=1-,1-a, , n>1
. A 4n -3
y la sucesion {bn} cuyo término general s —————
8n*+2n-1
a) Demostrar, por induccién, que la sucesion {an} estd bien definida y que todos sus
elementos son positivos, es decir,que a, <1 y a, >0 Vn.

b) Demostrar, sin aplicar induccidn, que la sucesion {an} es estrictamente decreciente.
@1-x)1+x)

1+x
c) ¢Es convergente la sucesion {an }? En caso afirmativo calcular el limite. (Es convergente

sugerencia: usarque 1-x=

la sucesion {b, }? Justificar las respuestas.

Solucién.

a,=3/4=075 , a,=1-+1/4=1/2=05, a,=1-+/1/2
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a)

a <1 Vn

n
3 .
Para n=1, a, = Z <1 cierto

Supongamos, por hipétesis de induccion, que a, <1 y demostraremos que a,,, <1
a,<l= 1-a,>0 = Jl-a,>0 = —/1-a, <0 = 1-,1-4a, <1

a >0 V¥n

n
3 .
Para n=1, a, = Z >0 cierto
Supongamos, por hip6tesis de induccion, que a, >0 y demostraremos que a,,, >0

a,>0=> -a,<0 »1-a,<1 = l-a,<l1=>1-1-a, >0

b)
{a,} es estrictamente decreciente <> a, >a,,, Vn < a,—a,, >0 Vvn

a _ n

1+, /1-a, " 1+1-a, B

= i—ﬁ_:‘>0 yaque a, >0 y 1-a,6 >0

c) Por ser decreciente y acotada inferiormente {an} es convergente. Sea | el limite. Resulta:

—-a :an—(l— 1—an)=a ( V1- aX1+J1 a) a

[=1-J1-1 & J1-1=1-1 = 1-1=1-21+1? o 1?’-1=0<=1=06 | =1

| #1 yaque a, =0.75 y la sucesion decrece. Portanto | =0

3
_ 4n-3 4_7
—I|m

n—>ao 3[8n +2n n—o +7_i
\/ 3

{bn} no es convergente; es una sucesion divergente.

7) Estudiar el caracter de las series siguientes:

log(n) 1 n+1)" 1
2 290 0 T 0 3] 9T

n " 1(2Y' 2" n+1 . < 1.35.(2n-1)
) Z[3n—2} " Zn(Sj 9 Z n & Z2n+1 ) Z2.4.6...(2n+2)
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Solucién.

. o . 1 .
a) Usamos el teorema de comparacion en el limite con la serie Z— que es divergente
n

IimM = limlog(n) = oo ; por tanto la serie dada también diverge.
g p g
b) ; : 1 = n _ 1 —1 ; por el teorema de comparacion, las dos series
Jn(n+1) n Jn(n+1) \/1+1 ’ '
n

convergen o divergen simultdneamente. Asi pues la serie dada es divergente.

c¢) Usamos el criterio de la raiz.

: n+1)" . n+l 1 :
limn = lim ==<1 La serie es convergente.
o \[{ 3n -1 n>>3n-1 3

1 1 n’

d)

1
5 = > Ylaserie Ziz es convergente. Por tanto la serie dada
(2n-1)2n n° 4n“-2n 4 n

€s convergente.

e)

2n-1

2n-1 2
limn n =lim n . 1 = 1 <1 convergente (criterio de la raiz).
o \[\ 30— 2 o\ 30 — 2 3 9

) Aplicamos el criterio del cociente.

i g n+l
& N+1\5 2 n

2
== - c <1 convergente

a, 1(2)” 5n+1
n\5

g) Aplicamos el criterio del cociente.

a 2" n n . .
= ————-=2———>2>1 laserie es divergente
a, n+12 n+1
También se puede ver que no es convergente comprobando que el término general de la serie no
converge a Ccero.

. n+1 1 . . _— -
h) lim Tl == 0 = laserie no es convergente. Al ser una serie de términos positivos es
n—oo n +

divergente a +o0.

a,; 135.02n-D(2n+1) 2.46..2n+2) 2n+1
a 24.6..2n+2)(2n+4) 1.35..(2n-1) 2n+4

n

111


mailto:mjfg@uniovi.es

Manuel José Fernandez,

El criterio del cociente no decide; aplicamos Raabe.

nl—ﬂ :n1_2n+1 3n §>1
a, 2n+4) 2n+4 2
8) Sumar las siguientes series:

- 2 (<1)" - 1 n+3
? nz::;lo" ") le 3" 9 é(n+3)(n+4) )Z_;‘

convergente

Solucién.
a)
Z 6 zez(ij :6—1 ZQ
~10" —\10 1- i 3
10
b)
1
LA =§(_1j _ 3 _.1
n=1 3n n=1 3 1
+
c)

=
Il

>yt !

~((n+ 3)(n +4) 4

® n+3 &

n=

4 5 6 n+2 n+3
S= At 5t ot
4 4 4 4 4
1 4 5 n+2
~S= FERE
4 4 4 4"
1 1 1 = (1) = (1)
S—=S=l+—+—+..+—+..=1+ ) |=| =1+ ) || —
e ) b R Y
1
ES:§+LZE+_:E : Szg
4 4 1_1 12 9
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1(|<+3)(|<+4) “\k+3 k+4 4 5) \5 6) " (n+2

1 1 1 1
+| ——-— == - -
(n+3 n+4j 4 n+4
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1
— +
n+3J

1

4

=>(n+ 3)(%) aritmético-geométrica convergente ya que % e(-1,1
n=1
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